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Подано графи-обструкції для тора 

на 8-ми вершинах із однією вида-

леною довільною вершиною та 

всіма інцидентними їй ребрами. 

Наведені всі неізоморфні 7-ми ве-

ршинні тороїдальні графи, мініма-

льні відносно заданої множини 

точок, з числом досяжності 2 при 

видаленні довільного ребра. 
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СТРУКТУРА 7-МИ ВЕРШИННИХ 

ПІДГРАФІВ 8-МИ ВЕРШИННИХ 

ГРАФІВ-ОБСТРУКЦІЙ ТОРА 

Вступ. Основні позначення взяті з [1, 2]. Не-

хай G  – неорієнтований скінчений граф без 

петель та кратних ребер ейлеревого роду 

  ,G  а S  – замкнутий 2-многовид роду 

  ,S  де     1.G S     Для довільної 

вершини v  8-ми вершинного графа G – об-

струкції для тору дослідимо структуру графу 

G  шляхом розкладу на підграф ,H  

vGH \ , та просту зірку )(vStG  графа G  

із спільними вершинами, що утворюватимуть 

підмножину M  множини точок графа ,G  

подану як результат ототожнення пар точок 

1 2( , )j ja a  в точку ,ja  де 
||

1}{ M

jiji aM  , 

i = 1, 2, j = 1, 2, …, || M , та яку називатимемо 

множиною точок приєднання підграфа ,H  
0

1 ,M H  до зірки ( ),St v  
0

2 ( ) \ .GM St v v  

В роботах [3, 4] доведено, що існує три 

граф-обструкції для тору серед підграфів гра-

фа К8, а саме: 

 1

3

1

8

0

81 \, KKKB  ,   1

2

1

2,1

1

8

0

82 2\, KKKKB  , 

 1

3,2

1

8

0

83 \, KKKB  .   

Наведений в [5] повний список 63-х  

2-неприведених графів із 9-ма вершинами;  

51 із них (48 мінорів) подано в [6]. Спочатку 

в [7], а потім у [8], виписані 2-неприведені 

для тору графи без підграфів гомеоморфних 

К3,3. Більше наведено в [9, 10] та інших стат-

тях, де розбудовують та використовують ідею 

К-мостів заданого графа. 
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Визначення 1[1]. Число досяжності підмножини М множини точок графа G  

роду ,  ( )G    є найменшою кількістю кліток з підмножини ∆ множини 

)(\ GfS , де S  – поверхня роду ,  а f , SGf :  – довільне мінімальне вкла-

дення, при якому елементи )(Mf  розташовуються на границях кліток  

із підмножини ∆. Крім числа досяжності, потрібні ще деякі характеристики підм-

ножини М множини точок графа ,G  наведені в [11, 12], для оцінки роду  

φ-образу деякого графа та простої зірки; у випадку заміни зірки на квазізірку до-

повнимо наступними визначеннями, які враховують наявність на границі  

недвоклітки кількох копій вершин графа.  

Визначення 2. Позначимо ( ),Gkrt M  ( ),Gkr krt M  kr  – кратність доступу 

до елементів підмножини М множини точок графа ,G  як найбільшу кількість ва-

ріантів вибору різних підмножини ),( SMSG  множини кліток )(\ GfS  на гра-

ницях яких розміщуються всі точки з підмножини М, узята по всіх мінімальних 

вкладеннях ,f   SGf : , графа G  в поверхню Sγ. Іншими словами,  

це найбільша кількість зірок, які приєднані кінцевими вершинами до кожного 

елемента підмножини М та вкладені до різних kr  кліток із множини )(\ GfS . 

Визначення 3. Позначимо ),,( fsMmsG , ),,( fsMmsk G , k  – сторонність 

доступу із довільної внутрішньої точки замкнутої клітки s  до кожної точки зада-

ної підмножини М множини точок графа ,G  де 2M , що полягатиме  

у наявності такої клітки ,s  ( )( , , ),f Gs S M S s  де f – задане мінімальне вкла-

дення  SGf :  графа G в поверхню ,S  яка на своїй границі s  містить k   

копій підмножини М, а найбільшу кількість копій підмножини М на s  серед усіх 

кліток s  заданого мінімального вкладення ,f   SGf : , графа G в поверхню  

,S
 позначимо ( , ).Gms M f  

Визначення 4. Будемо називати 1 2( ( , ), ( , ),... ( , ))G G G Nms M f ms M f ms M f   

вектором )(, slll  -cтороннього доступу до множини M  точок графа G  із  

довільної внутрішньої точки замкнутої клітки ,s  )(\ GfSs k , ( ),l l s  до кож-

ної точки заданої підмножини М, де 0l , 2M , 
N

kkf 1}{   – множина всіх  

неізоморфних мінімальних вкладень kf ,  SGfk :  графа G  в S . Найбільше 

)(, slll   серед чисел ),( kG fMms  узяте по всім s  та всім kf , називатимемо ха-

рактеристикою l -стороннього доступу до множини M  точок графа G . 
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Твердження 1. Видалення довільної вершини v  графа , 1, 3,jB j   

 1

3

1

8

0

81 \, KKKB  ,   1

3,2

1

8

0

83 \, KKKB  , призводить до одного з наступних наслідків 

(у залежності від vdeg  та підмножини ,M  яка складена з вершин, інцидентних 

,v  та має число досяжності 2). 

0. Множина вершин графа 1B  розбивається на два класи еквівалентності,  

а множина вершин графа 3B  розбивається на три класи еквівалентності щодо 

перестановки вершин. 

1. Для графа В1 маємо два випадки: 

а) якщо deg 5,v   то   eKvB \\ 71     і   
0

5 ;M K  

б) якщо deg 7,v   то   
1

371 \\ KKvB     і   
1 0

7 3( \ ) ;M K K  причому в обох 

випадках множина M  вершин графа vB \1  матиме число досяжності 2 та роз-

міщуватиметься на границях двох клiток 
1 2,s s  так, що тільки одна з них не на-

лежить до границі іншої клітки, а для кожного ребра e  із кінцевими вершинами, 

що належать до множини M  графа 1 \ ,B v  виконується співвідношення 

)( 21

1

1 ssBe   або зменшується на 1 рід графа 1 \ .B v  На рис. 1 показано 

твердження 1 щодо графа В1\v та його вкладень в тор, де виділені  

вершини належать множині М (в першому ряду три різні вкладення одного  

й того графа). 

 

 
                              7 \K e  

а 
 

 
                                  1

7 3\K K   
б 

РИС. 1. Граф В1\v та його вкладення в тор 
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2. Для графа 3B  маємо три випадки, в кожному з них існуватиме таке вкла-

дення в тор графа 3 \ ,B v  при якому виконується рівність 2)(\ Mt vG
 і вершини 

з M  розміщуються на границях двох клiток 
1 2,s s  так, що тільки одна не нале-

жить до границі іншої клітки, а для кожного ребра e  із кінцевими вершинами, 

що належать до множини M  графа 3 \ ,B v  виконується співвідношення 

)( 21

1

3 ssBe    або 0)\)\(( 3  evB  (див. рис. 2): 

а) якщо deg 7,v   то це склеєні по ребрам ),( iii bae   графи К5, К4, відповід-

но, тобто задаємо φ-перетворення вигляду:  

5 4 1 2 1 2 3( ,( , )) ( \ , ( , )),K K a a b b B v a b
 

      

де ),( bae  , )(\ 11

3 vStBe , }{\)(00

3 vvStBM   причому виконується рівність 

2)(\ Mt vG
;  

б) якщо deg 4,v   то це графи К5, К4, відповідно, склеєні по ребрам 

),( iii bae  , 1, 2,i   із додатковими трьома ребрами з спільною вершиною w  гра-

фа 4K , },{\ 22

0

4 baKw , }{\)(00

4 vvStKM  , причому виконується  

рівність \ ( ) 2;G vt M   

в) якщо deg 5,v   то це склеєні по ребрам ),( iii bae   графи К5 та К4, від-

повідно, тобто  

5 4 1 2 1 2 3( ,( , )) ( \ , ( , )) ,K K a a b b B v a b
 

      

де ),( bae  , )(\ 11

3 vStBe , із додатковими двома ребрами ),( 1ww , ),( 2ww   

з спільною вершиною w  графа 5K , },{\ 22

0

5 baKw  та }{\}{ 0

5 vKwM  , 

причому виконується рівність 2)(\ Mt vG . 

На рис. 2 показано твердження 1 щодо графа В3\v та його вкладень  

в тор, де виділені вершини належать до множини М; різним є вкладення одного  

й того графа на другій та третій тороїдальних картах нижнього ряду. 

Доведення. Множини вершин та ребер графа vB j \  , 1, 3jB j  , 

 1

3

1

8

0

81 \, KKKB  ,   1

3,2

1

8

0

83 \, KKKB  , розіб’ємо на класи еквівалентності та впев-

нимося у виконанні наведених тверджень згідно рис. 1, а саме п. 0, для множини 

вершин графа 1B  та п. 1 для множини ребер графа 1B . Для графа 21B  викону-

ється п. 2 згідно рис. 2. 
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5 5 1 2 1 2 1 2 3, (( ), ( ),( )) ( ,( , , ))K K a a b b c c H a b c       5 4 1 2,K K e e    6 4 1 2,K K C C   

РИС. 2. Графа В3\v та його вкладення в тор 

Теорема 1. Видалення довільної вершини v  графа , 1, 3jB j  , 

 1

3

1

8

0

81 \, KKKB  ,  1

3,2

1

8

0

83 \, KKKB  , призводить до одного з графів \ ,jB v   

у яких кожне видалене ребро зменшує число досяжності \jB vt M  підмножини 

,M  де \ 2,
jB vt M   складеної з вершин, інцидентних ,v  та розміщується  

на границях двох клiток 
1 2,s s  так, що тільки одна з вершин приєднання не на-

лежить до границі іншої клітки, а для кожного ребра e  із кінцевими вершинами, 

що належать до множини M  графа vB j \  виконується співвідношення 

1

1 2( )je B s s     або зменшується на 1 рід графа \ ,jB v   тобто кожне ребро 

графа , 1, 3jB j   є суттєвим щодо роду при операції видалення ребра. 

Доведення теореми 1 випливатиме із твердження 1. 

Твердження 2. Видалення довільної вершини v  графа 2,B  2B   

  0 1 1 1

8 8 1,2 2, \ 2K K K K  , призводить до одного з графів, виписаних в наступних 

співвідношеннях (в залежності від vdeg  та структури на підмножині ,M  скла-

деної з вершин,  інцидентних ,v  яка має число досяжності більше 1). 

0. Множина вершин графа 2B  розбивається на 8-м класів еквівалентності 

щодо відношення транзитивності, тобто i
i

AB
8

1

0

2


  , де }{iAi  , 8,...,3,2,1i , 

(рис. 3, і). 

1. Для графа \ ,G v  де 2, ,G G B  маємо з точністю до перенумерацiї вершин 

наступні вісім випадків:  

а) якщо 8,v   deg 6,v   то це склеєні по парі трикутників ),,( iiii cba  гра-

фи К5, К5\e, відповідно, тобто маємо φ-перетворення вигляду: 

5 5 1 2 1 2 1 2 3( \ ,( , , )) ( \ ,( , , ))K K e a a b b c c B v a b c
 

     ,  

де }{\)(0 vvStM G  на рис. 3, а, та рівність \ ( ) 2;G vt M    
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б) якщо 8,v   deg 7,v   то це склеєні по парі простих ланцюгів довжини 2 

),,( iiii cba  графи К5, К5\e, відповідно 51 K , 2 5 \ ,K e   та двох  

несуміжних додаткових ребер із кінцевими вершинами відмінними від , , ,i i ia b c  

тобто маємо φ-перетворення вигляду: 

)),,(,\()),,(,\( 321212155 cbavBccbbaaeKK  


,  

де )7,2(e , }{\)(0 vvStM G  на рис. 3, б, та рівність \ ( ) 2;G vt M   

в) якщо deg 6,v   то це склеєні по парі простих ланцюгів L  довжини 3,  

де ( , , , )i i i i iL a b c d , 1, 2i  , графа К5 та колеса W5, відповідно 
51 KL  , 52 Wl  , 

тобто маємо φ-перетворення вигляду:  

(K5+W5, 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , )a a b b c c d d
   
    ) )),,,(,\( 3 dcbavB ,  

де 8v  на рис. 3, в, причому для множини ,M  0 ( ) \{ },GM St v v  має місце рів-

ність \ ( ) 2;G vt M   

г) якщо deg 6,v   то графи К5 та колесо W склеєні по парі простих циклів 1z , 

1z  довжини 5 та 6 відповідно, де 1 1 1 1 1 1( , , , , )z a b c d f , 2 2 2 3 4 41 2( , , , , , ),z a b c d f g  

51 KL  , 52 Wl  , тобто маємо φ-перетворення вигляду:  

5 5 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 3( , ( , ( , , , , , )) ( \ , ( , , , , )),K W K W a a b b c c d d f f x g B v a b c d f
     

           

де 2v  та x  – внутрішня точка ребра ),( 11 fa  на рис. 3, г, причому граф W  

склеєний по трьох вершинах, дві з яких суміжні, графів eK \5  та 4K , а для мно-

жини ,M  
0 ( ) \{ },GM St v v  має місце рівність \ ( ) 2;G vt M   

д) якщо deg 6, 3,v v   то маємо для графів eK \6  та )( 05 gSt  φ-пере-

творення вигляду:  

5
5

6 5 0 1 2 3 1 1

1

( \ ( ), ( )) ( \ ,{ } )j j j j

j

K e S t g a g B v a 


    ,  

де 11 13( , ),e a a  множина вершин 
5

11 }{ jja  не є досяжною на торі та вершина 12a  

має двосторонній доступ, }{}{)( 0

5

12

0

5 ggvSt jj    і для множини ,M  

0 ( ) \{ },GM St v v  має місце рівність 2)(\ Mt vG   (рис. 3, д); 

е) якщо deg 6, 1,v v   то для графів eK \6  та )( 04 gSt  маємо φ-пере-

творення вигляду:  
4

4

6 4 0 1 2 3 1

1

( \ ( ), ( )) ( \ ,{ } ),j j j j

j

K e St g a g B v a 
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де 11 13( , ),e a a  множина вершин 
4

11 }{ jja  є досяжною на торі, 
0

4 ( )St v   

4

2 1 0{ } { }j jg g   і для множини ,M  0 ( ) \{ },GM St v v  має місце рівність 

2)(\ Mt vG
 (див. рис. 3, е); 

ж) якщо deg 6, 8,v v   то для графів eK \6  та )( 04 gSt  маємо φ-перетво-

рення вигляду:  

4
4

6 4 0 1 2 3 1

1

( \ ( ), ( )) ( \ ,{ } ),j j j j

j

K e St g a g B v a 


      

де ),( 1311 aae  , множина вершин 
4

11 }{ jja  – досяжна на торі та до цих вершин 

немає двостороннього доступу, }{}{)( 0

4

12

0

4 ggvSt jj    і для множини ,M  

0 ( ) \{ },GM St v v  має місце рівність 2)(\ Mt vG
 (рис. 3, ж); 

з) якщо deg 5, 7,v v   то для графів eK \6  та )( 05 gSt  маємо φ-перетво-

рення вигляду:  
5

* 5

6 5 0 1 2 3 1 1

1

( \ ( ), ( )) ( \ ,{ } ),j j j j

j

K e S t g a g B v a 


      

де 11 13( , ),e a a  множина вершин 
5

11 }{ jja  – досяжна на торі та до цих вершин 

немає двостороннього доступу, }{}{)( 0

4

12

0

4 ggvSt jj    і для множини ,M  

0 ( ) \{ },GM St v v  має місце рівність 2)(\ Mt vG  (див. рис. 3, з). 

На рис. 3 показано твердження 2 щодо графа В2\v та його вкладень в тор,  

де виділені вершини належать до множини М, показано попарно (зліва-направо, 

окрім останнього ряду) граф та його вкладення в тор. 

Доведення. Множини вершин та ребер графа vB j \  , 1, 3,jB j   

 1

3

1

8

0

81 \, KKKB  ,   1

3,2

1

8

0

83 \, KKKB  , розіб’ємо на класи еквівалентності та впев-

нимося у виконанні наведених тверджень згідно рис. 1 та 2. Перестановка пари 

вершин призводить до того, що граф у випадку з є ізоморфний графу з випадку 

д, граф з випадку е ізоморфний графу з випадку ж, граф у випадку а є ізоморф-

ним графу з випадку ж, а графи у випадках б і в ізоморфні графу з випадку ж. 

Теорема 2. Видалення довільної вершини v  графа 2B ,  0 1

2 8 8, \B K K  

 1 1

1,2 2\ 2 ,K K  призводить до одного з графів 2 \ ,B v  у яких кожне видалене реб-

ро зменшує число досяжності множини ,M  складеної з вершин інцидентних ,v  

яка має 
2 \B vt M  – число досяжності 2 та розміщується на границях двох клiток 

1 2,s s  так, що тільки одна з вершин приєднання не належить до границі іншої 
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клітки, а для кожного ребра e  із кінцевими вершинами, що належать до множи-

ни M  графа vB \2
 виконується співвідношення 

1

2e B   
1 2( )s s    або 

зменшується на 1 рід графа 2 \ ,B v  тобто  кожне ребро графа є суттєвим відносно 

числа досяжності множини M  чи роду при операції видалення ребра. 

     
       а              б 

       
       в            г 

        
     д            е 

      і  
      ж           з 

РИС. 3. Граф В2\v та його вкладення в тор 

Доведення. Доведення теореми 1 випливатиме із твердження 2. Перестановка 

пари вершин призводить до того, що граф у випадку з є ізоморфним графу з ви-

падку д, граф з випадку е ізоморфний графу з випадку ж, граф у випадку а  

є ізоморфним графу з випадку ж, а графи у випадках б і в ізоморфні графу  

з випадку ж (рис. 3). В показаних на рис. 3 тороїдальних картах неізоморфних 
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графів з випадків ж, д, г для кожного ребра простої зірки з 4-ма чи 5-ма проме-

нями, які приклеєно до вершин графа 6K  чи 
6 \ ,K e  можливо вибрати пару двох  

кліток на границях яких лежатимуть всі вершини та їх перетин містить висяче 

ребро зірки. 

Наслідок 1. Мінімальні тороїдальні 7-ми вершинні графи ізоморфні  

наступним графам із заданими множинам точок приєднання, позначеними М 

(рис. 4). 

           
      а                б 

      
     в                 г 

5 5 1 2 1 2 1 2 3( ,(( ),( ),( ))) ( ,( , , ))K K a a b b c c H a b c       

РИС. 4. Графи до наслідку 1: а – 
1

7 2\ 2 ;K K  б – 1 1

7 1,2 2\ ( );K K K  в – 
1

7 2\ 3 );K K  г – 3H  

1. eK \7 , 0

7 \{ , },M K a b ),( bae  ; 2. 
1

37 \ KK ,
0

7KM  ; 

3. Н1, )),(,())))(),((,( 1212145 baHbbaaKK  , 
0

1HM  ;  

4. Н2,
1

3,172 \ KKH  , 
0

4KM  ; 

5. )),,(,()))(),(),((,( 321212155 cbaHccbbaaKK  ,  

            
0

5, { , , }M K a b c M  ; 

6.
1

27 2\ KK , },{\0

7 uvKM  ; 

7. )(\ 1

2

1

2,17 KKK  , vKM \0

7 ; 8. )3\ 1

27 KK , 
0

7 \ ,M K v  

де 1Н є φ-образом графів 5 4,K K  із ототожненою парою ребер ),(),,( 2211 baba  

(склеєними по ребру),  граф 2Н  є φ-образом графів 6 4,K K  при ототожненні па-

ри простих циклів довжини 3, а граф 3Н  є φ-образом двох графів 5K , 5K  при 
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ототожненні пари циклів 1 2,C C  довжини 3, (цикл iC  матиме вершини 

, , ,ij ij ija b c  які попарно ототожнюються і утворюють цикл з вершинами cba ,, , 

1, 2, 3, 1, 2j i  ), з іншого боку граф 3Н  є 
1

47 \ CK . 

B.И. Петренюк, Д.А. Петренюк, И.Э. Шулинок 

СТРУКТУРА 7-МИ ВЕРШИННЫХ ПОДГРАФОВ 8-МИ ВЕРШИННЫХ  

ГРАФОВ-ОБСТРУКЦИЙ ТОРА 

Поданы графы-обструкции для тора на 8-ми вершинах с одной удаленной произвольной 

вершиной и всеми инцидентными ей ребрами. Приведены все неизоморфные 7-ми вершин-

ные тороидальные графы, минимальные относительно заданного множества точек, с числом  

достижимости 2 при удалении произвольного ребра. 

V.I. Petrenjuk, D.A. Petreniuk, I.E. Shulinok 

STRUCTURE 7-VERTECSES SUBGRAPHS 8-VERTICES GRAPH-OBSTRUCTIONS  

FOR TORUS 

Obstruction graphs for 8-vertice toroid with one arbitrary vertex and all the incident edges removed are 

given. All non-isomorphic minimal 7-vertices toroidal subgraphs minimal in regard to the given set of verti-

ces with graph attainability of 2 after removing of an arbitrary egde. 
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