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МОДЕЛЬ ЗРІЗАНОГО РОЗПОДІЛУ
ВМІСТУ ГІДРОХІМІЧНИХ ДАНИХ

Описано моделювання розподілів вмісту мікроелементів у природних водах на
підставі зрізаного нормального та зрізаного логнормального законів. Застосуван-
ня моделей для обробки гідрохімічних даних дало змогу розв’язати метрологічну
проблему, пов’язану з недостатньою чутливістю вимірювального приладу. Дове-
дено, що моделі зрізаного розподілу дають точніші оцінки числових характерис-
тик розподілів і, як наслідок, інтегральних характеристик екологічного стану вод-
них об’єктів. Розроблений метод може бути використаний для розв`язання по-
дібних проблем під час дослідження інших геологічних об’єктів. Усі необхідні роз-
рахунки можна проводити в автоматизованому режимі, застосовуючи створений
програмний модуль.
Ключові слова: гідрохімічні дані, модель зрізаного розподілу, ймовірнісно-ста-
тистичний розподіл, інтегральні характеристики, мікроелементи, природні води.

Постановка проблеми. Метрологічна проблема недостатньої чут-
ливості вимірювального приладу є суттєвою перешкодою для дослі-
дження гідрогеологічних об’єктів, особливо, коли йдеться  про дослідження
закономірностей розподілів вмісту мікроелементів у природних водах.
Як наслідок, частину некондиційних даних неможливо використати для
проведення статистичної обробки. Ігнорування спостережень, які є ниж-
чими за поріг чутливості, спотворює реальний розподіл, що призводить
до хибних оцінок. Подібна проблема виникла під час проведення дослі-
дження щодо з’ясування універсальної моделі розподілів вмісту хімічних
елементів у водах Полтавської області.

Для пошуку універсальної моделі розподілів вмісту мікроелементів (Ba,
Co, Cr, Cu, Mn, Mo, Ni, Pb, Sr, Ti, V, Zn) у природних водах було використано
об’ємну базу даних (560 проб) з результатами гідролітохімічної зйомки
масштабу 1 : 500 000, яка була проведена на території Полтавської області
Казенним підприємством (КП) “Кіровгеологія” у період 1991–1993 рр.
Вміст мікроелементів визначили за допомогою напівкількісного спектраль-
ного аналізу у спеціальній хімічній лабораторії КП “Кіровгеологія”.
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Цей вид аналізу має значну похибку і недостатньо чутливий для
визначення вмісту мікроелементів, особливо таких, які містяться у воді
у малих концентраціях (n·10–4÷10–3 мг/дм3). Ця обставина була голов-
ною причиною того, що база даних містила значну кількість вимірю-
вань, особливо вмісту Zn, Co, Pb, Mo, Ba, нижчих за поріг чутливості,
та так званих “слідів” – елемент зафіксовано, але точний вміст
відсутній.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Розв’язанню проблеми
щодо встановлення закономірностей розподілів вмісту хімічних компо-
нентів у природних водах і знаходження універсальної моделі для адек-
ватного опису таких розподілів присвячені праці А.І. Гавришина та
С.І. Смірнова, опубліковані ще у другій половині ХХ ст. Питання з того
часу залишилося невирішеним. Здебільшого зазначені та інші автори для
розв’язання проблеми використовували нормальну та логарифмічнонор-
мальну моделі, які виявилися частково дієздатними. Перевірка адекват-
ності класичних моделей на такому обсязі даних [1, 2] показала, що в
окремих випадках дещо кращою була нормальна модель, в інших, навпа-
ки, – логнормальна, але результати перевірки на основі критеріїв адек-
ватності та порівняння оцінок інтегральних характеристик, отриманих на
підставі моделей, з прямою оцінкою за частотою свідчили про недостат-
ню ефективність згаданих моделей. Причиною цього могли бути некон-
диційні дані.

Для перевірки цього припущення було застосовано зрізаний нормаль-
ний та логнормальний розподіли. Прикладів розв’язання задачі у прак-
тиці статистичного аналізу геологічних даних автори не знайшли, за ви-
нятком теоретичного обґрунтування такої можливості, поданого профе-
сором М. Жуковим [3].

Виклад основного матеріалу дослідження з повним обґрунту-
ванням отриманих наукових результатів. Першим етапом мас-
штабного дослідження, яке дало змогу виявити проблему, була перевірка
можливості застосування класичних законів розподілу. У середовищі
MathCad було створено автоматизований програмний модуль, із викори-
станням якого було проведено необхідні статистичні розрахунки та без-
посереднє моделювання розподілів вмісту мікроелементів у природних
водах. Значення вмісту мікроелементів, нижчі за поріг чутливості, було
замінено на значення, що дорівнювали половині порогу чутливості прила-
ду. Результати вимірювань показано на рис. 1.
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Доведено, що неврахування таких проб, їх відкидання або необґрун-
тована заміна призводять до спотворення реального розподілу вмісту
мікроелементів у поверхневих водах області (рис. 2).

На рис. 2 чітко видно різницю між розподілами в разі відкидання проб,
нижчих за поріг чутливості. Графік щільності, позначений пунктирною
лінією 2, знаходиться значно правіше (нормальна модель, рис. 2, а) та
значно вище (логнормальна модель, рис. 2, б) від графіка, позначеного
пунктирною лінією 1. Наслідком таких розбіжностей є завищені оцінки
інтегральних екологічних характеристик (за відкидання “некондиційних
проб”), що не відповідає дійсності. Так, площа, на якій вміст молібдену
перевищує 21·10–3 мг/дм3 у разі заміни, дорівнює: за нормальною модел-
лю 11,63 %; за логнормальною – 9,4 %. У випадку відкидання таких проб
вона дорівнює 28,98 і 19 % відповідно. Отже, оцінки відрізняються більш
ніж удвічі.

Ðèñ. 1. Â³äîáðàæåííÿ äàíèõ âì³ñòó Ba òà Mo ó ïîâåðõíåâèõ âîäàõ Ïîëòàâùèíè 1991–
1993 ðð. (âèä³ëåíî “íåêîíäèö³éí³ äàí³”, ùî áóëè çàì³íåí³ çíà÷åííÿìè íèæíüîãî
ïîðîãó ÷óòëèâîñò³ âèì³ðþâàëüíîãî ïðèëàäó): âåðòèêàëüíà îñü – êîíöåíòðàö³ÿ åëå-
ìåíòà (Ba – n·10–2, Mo – n·10–3); ãîðèçîíòàëüíà – ïîðÿäêîâ³ íîìåðè ñïîñòåðåæåíü

Ðèñ. 2. Ìîäåëþâàííÿ ðîçïîä³ëó âì³ñòó ìîë³áäåíó ó ïðèðîäíèõ âîäàõ çà çàì³íè äàíèõ
íèæ÷å ïîðîãó ÷óòëèâîñò³ (1) òà áåç íèõ (2) íà îñíîâ³ íîðìàëüíî¿ (à) òà ëîãíîðìàëüíî¿
ìîäåëåé (á): ñóö³ëüíà ë³í³ÿ – íåïàðàìåòðè÷íà ù³ëüí³ñòü; ïóíêòèðíà ë³í³ÿ – ïàðàìåò-
ðè÷íà ù³ëüí³ñòü
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В результаті заміни “некондиційних вимірювань” на значення, що до-
рівнювали нижній межі чутливості приладу, отримали спотворення, що
супроводжувалося “піковими ділянками” (рис. 2). Для усунення пробле-
ми було з’ясовано можливості застосування моделей зрізаного нормаль-
ного та логнормального розподілів. Такий розподіл може бути зрізаним
зліва (за наявності значень, менших за визначений рівень) або справа
(значення, більші за визначений рівень). Розглянемо модель розподілу,
зрізаного зліва. Ступінь зрізу нормального закону розподілу дорівнює:

Ф a m− α =  σ 
,

де α – рівень зрізу, a – точка зрізу; Ф(…) – функція (0, 1) – нормального
розподілу; m – математичне сподівання; σ – середній квадратичний
відхил. Щільність зрізаного зліва нормального розподілу має вигляд
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Загальний вигляд графіків щільності зрізаного зліва нормального та
логнормального розподілів показано на рис. 3.

Автори розробили метод оцінки параметрів обох моделей та реалі-
зували його для обробки гідрогеохімічних даних. Суть методу полягає у
тому, що його використання дає змогу екстраполювати щільність розпо-
ділу ліворуч від точки зрізування на основі оцінки параметрів за наявни-
ми спостереженнями у правій частині. Екстраполяцію ліворуч від точки
зрізування нормального та логнормального розподілів здійснювали на
основі методів симетризації; найменших квадратів (МНК); мінімуму кри-
терію Колмогорова.
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Основною вимогою для побудови графіків функції розподілу за допо-
могою зрізаних моделей та отримання адекватних результатів було те,
щоб кількість даних, нижчих за поріг чутливості, не перевищувала 50 %.
У зв’язку з цим дослідження елементів Co, Cr, Pb та Zn не проводили.

В результаті застосування модуля отримано оцінки функції розподілу
вмісту мікроелементів, де ліва частина кривої продовжена на підставі
зазначених методів (рис. 4), на прикладі вмісту ванадію.

Для зручності сприйняття на рис. 4 показано оцінки функції розподілу
на підставі найефективніших методів для ванадію – нормальна модель
за оцінками МНК і нормальна модель на основі мінімуму критерію Кол-
могорова.

Ðèñ. 3. Çàì³íà ù³ëüíîñò³ çð³çàíîãî çë³âà ó òî÷ö³ à ðîçïîä³ëó: à – íîðìàëüíèé çàêîí
ðîçïîä³ëó; á – ëîãàðèôì³÷íîíîðìàëüíèé çàêîí ðîçïîä³ëó

à á

Ðèñ. 4. Ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó âì³ñòó âàíàä³þ ó ïðèðîäíèõ âîäàõ Ïîëòàâùèíè: FF –
âèá³ðêîâà; FNor2 – íîðìàëüíà çà îö³íêàìè ÌÍÊ; FNor5 – ì³í³ìóì êðèòåð³þ Êîë-
ìîãîðîâà â ³íòåðâàë³.
Ïðèì³òêà: Ë³í³ÿ ãðàô³êà âèá³ðêîâî¿ ôóíêö³¿ ë³âîðó÷ â³ä ïåðøî¿ ñõîäèíêè îçíà÷àº, ùî
òàì öÿ ôóíêö³ÿ íåâèçíà÷åíà
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Для  всіх мікроелементів, крім Co, Cr, Pb та Zn, було проведено іден-
тичну обробку. З метою полегшення сприйняття одержаних результатів
для подальшої демонстрації вибрано результати, отримані цією процеду-
рою за критерієм Колмогорова, ненормовані відхилення, оскільки оцінки,
за іншими критеріями (МНК, нормовані та ненормовані відхилення, Кол-
могорова, нормовані відхилення) різняться несуттєво. Результати пере-
вірки зазначеним критерієм зображено у графічному вигляді (рис. 5) на
прикладі вмісту ванадію.

На рис. 5 видно, що оптимальною виявилася нормальна модель з
оцінками, отриманими за   методом мінімуму критерію Колмогорова
(функцію розподілу, яку побудовано зазначеним методом, зображено на
рис. 4). Дещо гіршу апроксимацію демонструють нормальні моделі з
оцінками МНК (ненормовані відхилення) та оцінками мінімуму критерію
Колмогорова по точках спостережень. Порівняння оцінок числових ха-
рактеристик розподілів мікроелементів показало помітно вищу якість
оцінок, одержаних на підставі моделей зрізаних розподілів.

Висновки. Розв’язано проблему адекватного оцінювання параметрів
статистичних розподілів вмістів мікроелементів у природних водах за
умов відсутності спостережень, нижчих за поріг чутливості. За створе-
ним програмним модулем отримано стійкі оцінки функцій та щільностей
розподілів без того спотворення, яке зазвичай виявляли у подібних ситуа-
ціях. Запропонований метод дає змогу значно уточнювати оцінки інтег-

Ðèñ. 5. Ãðàô³÷íå â³äîáðàæåííÿ êðèòåð³þ Êîëìîãîðîâà. Äëÿ ã³ïîòåçè íîðìàëüíîãî çà-
êîíó ç îö³íêàìè: 0 – ìåòîäîì ñèìåòðèçàö³¿, 1 – ÌÍÊ, íåíîðìîâàí³ â³äõèëåííÿ, 2 –
ÌÍÊ, íîðìîâàí³ â³äõèëåííÿ, 3 – ì³í³ìóìó êðèòåð³þ Êîëìîãîðîâà ïî òî÷êàõ ñïîñòå-
ðåæåíü, 4 – ì³í³ìóìó êðèòåð³þ Êîëìîãîðîâà â ³íòåðâàë³; äëÿ ã³ïîòåçè ëîãíîðìàëüíîãî
çàêîíó ç îö³íêàìè: 5 – ìåòîäîì ñèìåòðèçàö³¿, 6 – ÌÍÊ, íåíîðìîâàí³ â³äõèëåííÿ, 7 –
ì³í³ìóìó êðèòåð³þ Êîëìîãîðîâà. Ïóíêòèðíîþ ë³í³ºþ ïîêàçàíî ð³âåíü êðèòåð³þ ò³º¿
ìîäåë³, ó ÿêî¿ â³í âèÿâèâñÿ ì³í³ìàëüíèì
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ральних характеристик, що мають суттєве значення для вирішення зав-
дань екологічного моніторингу водних об’єктів.

Розроблений метод може бути використаний для розв’язання подібних
проблем під час досліджень інших геологічних об’єктів і показників їх
речовинного складу.

1. Імовірнісна оцінка забруднення природного середовища на основі моделювання
розподілів вмісту хімічних елементів (на прикладі поверхневих вод Полтавської об-
ласті) / М.Н. Жуков [та ін.] // Вісник Київського національного університету імені
Тараса Шевченка. Геологія. – 2012. – № 58. – С. 52–57.

2. Жуков М.Н. Оцінка ефективності моделей розподілу вмісту важких металів у
поверхневих водах (на прикладі Полтавської області) / М.Н. Жуков, А.В. Клипа,
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Модель усеченного распределения содержания гидрохимических данных

А.В. Клипа, Н.Н. Жуков
Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко,
ул. Владимирская, 64/13, Киев 01601, Украина,
e-mail: Klypaaa@bigmir.net, jukov42@ukr.net

Описано моделирование распределений содержания микроэлементов в природ-
ных водах на основе усеченного нормального и логнормального распределений.
Применение моделей для обработки гидрохимических данных позволило решить
метрологическую проблему, связанную с недостаточной чувствительностью из-
мерительного прибора. Доказано, что модели усеченного распределения дают
более точные оценки числовых характеристик распределений и, как следствие,
интегральных характеристик экологического состояния водных объектов. Разра-
ботанный метод может быть использован для решения подобных проблем при
исследовании других геологических объектов. Применение созданного програм-
много модуля дает возможность производить все необходимые расчеты в автома-
тизированном режиме.
Ключевые слова: гидрохимические данные, модель усеченного распределения,
вероятностно-статистическое распределение, интегральные характеристики, мик-
роэлементы, природные воды.
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Model truncated distribution of content hydrochemical data

A. Klypa, M. Zhukov
Taras Shevchenko National University of Kyiv, 64/13 Volodymyrska Str., Kyiv 01601,
Ukraine, e-mail: Klypaaa@bigmir.net, jukov42@ukr.net

The object of the study was modeling distributions of trace elements in natural waters
based on the truncated normal and lognormal distribution. To accomplish this goal was
necessary to develop a method for estimating the parameters of both models and
implement it for hydrochemical data processing. The method makes possible to
extrapolate the density distribution curve in the left side of the cutoff point based on
evaluation of the available parameters observations on the right side. Extrapolation in
the left side of the cutoff point has been done based on symmetric method, method of
the least squares and method of Kolmogorov. As a result, the method for estimating the
parameters of both models was developed and implemented for hydrochemical data.
The use of these models to handle hydrochemical data helped to solve metrological
problem associated with insufficient sensitivity of measuring device. Proved that the
truncated distribution models gives accurate estimates of numerical characteristics of
distributions as a result integral characteristics of the ecological state of water bodies are
more accurate. The software module provides a stable evaluation of function and density
of distributions without distortion, which is usually practiced in similar situations. The
method can be used to solve such problems in the study of other geological objects. The
software module allows make all the necessary calculations in automatic mode.
Keywords: hydrochemical data, model truncated distribution, probability and statistical
distribution, integral characteristics, trace elements, natural waters.
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