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НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ IЗ КЛАСIВ Srp,θB У РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI

We obtain order estimates for approximations of functions from the classes Srp,θB(Rd) by entire functions in the metric
of the space L∞. In particular, exact-order estimates for the corresponding approximation characteristics are established in
the one-dimensional case.

Получены порядковые оценки приближения функций из классов Srp,θB(Rd) целыми функциями в метрике про-
странства L∞. В частности, в одномерном случае установлены точные по порядку оценки соответствующих ап-
проксимативных характеристик.

У цiй роботi дослiджуються апроксимативнi характеристики функцiй з класiв Srp,θB(Rd), d > 1,

у просторi Lq(Rd) [1, 2]. Встановлюються оцiнки наближення функцiй iз цих класiв цiлими
функцiями, носiй перетворення Фур’є яких зосереджено у схiдчастому гiперболiчному хрестi
i при цьому похибка наближення оцiнюється у рiвномiрнiй метрицi. Слiд зазначити, що в
процесi отримання оцiнок суттєву роль вiдiграє декомпозицiйне зображення норм функцiй iз
даних класiв, встановлене П. I. Лiзоркiним та С. М. Нiкольським [3].

1. Основнi позначення та допомiжнi твердження. Нехай Rd — d-вимiрний евклiдiв прос-
тiр з елементами x = (x1, . . . , xd) i (x, y) = x1y1 + . . .+ xdyd. Lq(Rd), 1 6 q 6∞, — простiр
вимiрних функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi скiнченною нормою

‖f‖q :=

 ∫
Rd

|f(x)|qdx

1/q

, 1 6 q <∞,

‖f‖∞ := ess sup
x∈Rd

∣∣f(x)
∣∣.

Для функцiї f(x), заданої на Rd, визначимо рiзницю 1-го порядку з кроком h за змiнною
xj таким чином:

∆h,jf(x) = f(x1, . . . , xj−1, xj + h, xj+1, . . . , xd)− f(x)

i, вiдповiдно, l-го порядку, l ∈ N,

∆l
h,jf(x) =

l︷ ︸︸ ︷
∆h,j . . .∆h,j f(x).

Нехай задано вектори h = (h1, . . . , hd), hj ∈ R, j = 1, d, та k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z+,

j = 1, d. Тодi мiшана рiзниця k-го порядку з векторним кроком h визначається рiвнiстю

∆k
hf(x) = ∆k1

h1,1
∆k2
h2,2

. . .∆kd
hd,d

f(x).

Крiм цього покладемо ed = {1, 2, . . . , d}, d ∈ N, i e = {j1, . . . , jm}, m ∈ N, m 6 d, 1 6 j1 <

< j2 < . . . < jm 6 d, e ⊂ ed. Задамо невiд’ємний вектор re = (rj1 , . . . , rjm), rj > 0, j = 1, d, i
r̄e = (r̄1, . . . , r̄d), де
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r̄i =

ri, i ∈ e,

0, i ∈ ed\e.

Простори Srp,θB(Rd), 1 6 p, θ 6 ∞, де r — заданий вектор iз невiд’ємними координатами,
означаються таким чином (див. [3, 4]):

1) якщо 1 6 θ <∞, то

Srp,θB(Rd) =
{
f ∈ Lp(Rd) : ‖f‖Srp,θB(Rd) <∞

}
,

де норма задається рiвнiстю

‖f‖Srp,θB(Rd) = ‖f‖p +
∑
e⊂ed

 2∫
0

. . .

2∫
0

∏
j∈e

h
−θrj−1
j

∥∥∆ke

hef(·)
∥∥θ
p

∏
j∈e

dhj

1/θ

; (1)

2) якщо θ =∞, то

Srp,∞B(Rd) =
{
f ∈ Lp(Rd) : ‖f‖Srp,∞B(Rd) <∞

}
i

‖f‖Srp,∞B(Rd) = ‖f‖p +
∑
e⊂ed

sup
h>0

∏
j∈e

h
−rj
j

∥∥∆ke

hef(·)
∥∥
p
, (2)

де kj > rj , j = 1, d. Зазначимо, що простори функцiй Srp,θB(Rd) були введенi Т. I. Амановим [4]
i при значеннi параметра θ = ∞ збiгаються з просторами SrpH(Rd), якi ввiв С. М. Нiколь-
ський [5].

Далi, з метою спрощення записiв будемо використовувати замiсть Srp,θB(Rd) i SrpH(Rd)
позначення Srp,θB та SrpH вiдповiдно. Крiм цього, будемо вважати, що координати вектора
r = (r1, . . . , rd) впорядкованi таким чином: 0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rd.

Наведемо еквiвалентне означення норми функцiй iз просторiв Srp,θB [3], яким будемо корис-
туватися у подальших мiркуваннях. Для цього нагадаємо означення перетворення Фур’є (див.,
наприклад, [6]), з використанням якого дається вiдповiдне означення.

Нехай S = S(Rd) — простiр Л. Шварца основних, нескiнченно диференцiйовних на Rd

комплекснозначних функцiй ϕ, що спадають на нескiнченностi разом зi своїми похiдними
швидше за будь-який степiнь |x|−1 (див., наприклад, [6], [7] (гл. 2)). Через S′ позначимо простiр
лiнiйних неперервних функцiоналiв над S. Зазначимо, що елементами простору S′ є узагальненi
функцiї. Якщо f ∈ S′ i ϕ ∈ S, то запис 〈f, ϕ〉 означає значення f на ϕ.

Перетворення Фур’є Fϕ : S → S визначається за формулою

(Fϕ)(λ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(t)e−i(λ,t)dt ≡ ϕ̃(λ),

де λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Rd, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd i (λ, t) =
∑d

i=1
λiti — скалярний добуток в Rd

векторiв λ i t.
Обернене перетворення Фур’є задається таким чином:
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(F−1ϕ)(t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(λ)ei(λ,t)dλ ≡ ϕ̂(t).

Перетворення Фур’є узагальнених функцiй (для нього ми зберiгаємо те ж позначення)
визначається формулою

〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉, 〈f̃ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̃〉,

де f ∈ S′, a ϕ ∈ S.
Обернене перетворення узагальнених функцiй також позначимо F−1f, i визначається воно

аналогiчно до прямого перетворення Фур’є за правилом

〈F−1f, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉, 〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉.

Зазначимо, що для кожного 1 < p < ∞ iснує природне неперервне вкладення Lp в S′, i в
цьому сенсi функцiї з Lp(Rd) ототожнюються з елементами з S′.

Крiм цього, для кожного вектора s = (s1, . . . , sd), sj ∈ Z+, j = 1, d, розглянемо множини

Q2s =
{
λ ∈ Rd : η(sj)2

sj−1 6 |λj | < 2sj , j = 1, d
}
,

ρ(s) :=
{
k = (k1, . . . , kd) : η(sj)2

sj−1 6 |kj | < 2sj , kj ∈ Z, j = 1, d
}
,

де η(0) = 0 i η(t) = 1, t > 0.

Нехай A ⊂ Rd — деяка множина. Позначимо через χA характеристичну функцiю множини
A i для f ∈ Lp(Rd) покладемо

δ∗s(f, x) = F−1(Ff · χQ2s
).

У прийнятих позначеннях простори Srp,θB, 1 < p <∞, r > 0, можна означити таким чином [3]:

Srp,θB :=
{
f ∈ Lp(Rd) : ‖f‖Srp,θB <∞

}
,

де

‖f‖Srp,θB �

(∑
s>0

2(s,r)θ
∥∥δ∗s(f, ·)∥∥θp

)1/θ

(3)

при 1 6 θ <∞ i

‖f‖SrpH � sup
s>0

2(s,r)
∥∥δ∗s(f, ·)∥∥p. (4)

У випадку, коли ‖f‖Srp,θB 6 1, будемо говорити, що функцiя f належить класу Srp,θB,

зберiгаючи при цьому для класiв Srp,θB тi ж самi позначення, що i для просторiв Srp,θB.
Для додатних послiдовностей µ1(N) та µ2(N) запис µ1 � µ2 означає, що iснує стала C > 0

така, що µ1(N) 6 Cµ2(N). Спiввiдношення µ1 � µ2 рiвносильне тому, що виконуються поряд-
ковi нерiвностi µ1 � µ2 та µ1 � µ2. Зазначимо, що всi сталi Ci, i = 1, 2, . . . , якi зустрiчаються
у роботi, можуть залежати тiльки вiд параметрiв, що входять в означення класу, метрики, в
якiй вимiрюється похибка наближення, та вимiрностi простору Rd.

Сформулюємо теорему, яка буде використана в процесi викладу результатiв.
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Теорема A [8, c. 150]. Якщо 1 6 p 6 p′ 6∞, то для цiлої функцiї експоненцiального типу
g = gν ∈ Lp(Rd) має мiсце нерiвнiсть (рiзних метрик)

‖gν‖Lp′ (Rd) 6 2d

 d∏
j=1

νk


1
p−

1
p′

‖gν‖Lp(Rd).

2. Наближення функцiй iз класiв Srp,θ цiлими функцiями. Означимо апроксимативну
характеристику, яку будемо дослiджувати.

Нехай r = (r1, . . . , rd) — вектор з цiлочисловими координатами. Поставимо йому у вiдпо-
вiднiсть вектор γ = (γ1, . . . , γd), γj = rj/r1, j = 1, d, а вектору γ в свою чергу — вектор γ′, де
γ′j = γj , якщо j = 1, ν i 1 < γ′j < γj , j = ν + 1, d.

Для f ∈ Lq(Rd) i γ = (γ1, . . . , γd), γj > 0, j = 1, d, позначимо

SQγn(f, x) =
∑

(s,γ)6n

δ∗s(f, x). (5)

Зазначимо, що SQγn(f, x) — цiла функцiя зi спектром на множинi

Qγn =
⋃

(s,γ)6n

Q2s .

Множина Qγn називається схiдчастим гiперболiчним хрестом i при цьому mes Qγn � 2nnd−1

(див., наприклад, [3]).
Введемо ще такi позначення:

EQγn(f)∞ = ‖f(·)− SQγn(f, ·)‖∞ (6)

i, вiдповiдно, для функцiонального класу Srp,θB(Rd)

EQγn(Srp,θB)∞ = sup
f∈Srp,θB

EQγn(f)∞. (7)

Зауважимо, що в одновимiрному випадку сумi (5) вiдповiдає сума

S2n(f, x) =
∑
s6n

δ∗2s(f, x),

де

δ∗2s(f, x) = F−1(Ff · χ2s),

χ2s — характеристична функцiя пiвiнтервалiв (−2s,−2s−1] та [2s−1, 2s), s ∈ Z+, тобто S2n(f, x)

— цiла функцiя зi спектром на iнтервалi (−2n; 2n). Величини (6) та (7) у випадку d = 1 позна-
чатимемо E2n(f)∞ та E2n(Srp,θB)∞ вiдповiдно.

Спочатку сформулюємо i доведемо теорему щодо наближення класiв Srp,θB в метрицi прос-
тору L∞ функцiями вигляду (5).

Зазначимо, що у процесi доведення одержаних результатiв будемо використовувати деякi
мiркування, запропонованi А. С. Романюком [9], з вiдповiдною модифiкацiєю до наближення
цiлими функцiями.

Має мiсце така теорема.
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Теорема 1. Нехай 1 < p <∞, r1 >
1

p
, 1 6 θ 6∞. Тодi справджується порядкова оцiнка

EQγn(Srp,θB)∞ � 2
−n

(
r1−1

p

)
n

(ν−1)
(

1−1
θ

)
.

Доведення. Нехай f належить Srp,θB. Тодi, використавши нерiвнiсть Мiнковського та тео-
рему A, можемо записати∥∥f(·)− Sγn(f, ·)

∥∥
∞ =

∥∥∥∥f(·)−
∑

(s,γ)6n

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
∞

6
∑

(s,γ)>n

∥∥δ∗s(f, ·)∥∥∞ �
�

∑
(s,γ)>n

2
‖s‖1
p
∥∥δ∗s(f, ·)∥∥p. (8)

Щоб продовжити оцiнку (8), розглянемо спочатку випадок, коли 1 6 θ <∞. Тодi, застосу-
вавши до останньої суми нерiвнiсть Гельдера (з вiдповiдною модифiкацiєю при θ =∞), будемо
мати

∑
(s,γ)>n

2
‖s‖1
p
∥∥δ∗s(f, ·)∥∥p 6

 ∑
(s,γ)>n

2(s,r)θ
∥∥δ∗s(f, ·)∥∥θp


1
θ
 ∑

(s,γ)>n

2
−
(
s,r−1

p

)
θ
θ−1

1−1
θ

�

� ‖f‖Srp,θB

 ∑
(s,γ)>n

2
−
(
s,r−1

p

)
θ
θ−1

1−1
θ

6

6

 ∑
(s,γ)>n

2
−(s,γ̄)

(
r1−1

p

)
θ
θ−1

1−1
θ

= I1, (9)

де γ̄ = (γ̄1, . . . , γ̄d) — вектор з координатами γ̄j =
rj − 1/p

r1 − 1/p
, j = 1, d, а r − 1

p
позначає вектор

з координатами rj −
1

p
, j = 1, d. Якщо j = 1, ν, то γ̄j = γj , i 1 < γj 6 γj , якщо j = ν + 1, d.

Тодi, використавши вiдоме спiввiдношення (див., наприклад, [10, c. 11])∑
(s,γ)>n

2−(s,γ) � 2nnν−1,

отримаємо оцiнку величини I1

I1 � 2
−n

(
r1−1

p

)
n

(ν−1)
(

1−1
θ

)
. (10)

Отже, згiдно з (8) – (10) будемо мати

sup
f∈Srp,θB

∥∥f(·)− Sγn(f, ·)
∥∥
∞ � 2

−n
(
r1−1

p

)
n

(ν−1)
(

1−1
θ

)
.
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Нехай тепер θ =∞. Тодi, беручи до уваги, що∥∥δ∗s(f, ·)∥∥p � 2−(s,r),

для останньої суми у (8) можемо записати

∑
(s,γ)>n

2
‖s‖1
p
∥∥δ∗s(f, ·)∥∥p � ∑

(s,γ)>n

2
−
(
s,r−1

p

)
=

∑
(s,γ)>n

2
−(s,γ̄)

(
r1− 1

p

)
� 2

−n
(
r1−1

p

)
nν−1. (11)

Таким чином, спiвставляючи (8) i (11), отримуємо оцiнку

sup
f∈Srp,θB

∥∥f(·)− Sγn(f, ·)
∥∥
∞ � 2

−n
(
r1−1

p

)
nν−1.

Теорему доведено.

У наступному твердженнi ми розглянемо одновимiрний випадок i встановимо точну за
порядком оцiнку величини E2n(Srp,θB)∞.

Теорема 2. Нехай d = 1. Тодi при 1 < p < ∞, r1 >
1

p
i 1 6 θ 6 ∞ має мiсце

спiввiдношення

E2n(Srp,θB)∞ � 2
−n

(
r1−1

p

)
. (12)

Доведення. Оцiнку зверху в (12) одержано в теоремi 1 при ν = 1.

Для встановлення вiдповiдної оцiнки знизу побудуємо екстремальну функцiю, для якої буде
мати мiсце спiввiдношення

E2n(f)∞ � 2
−n

(
r1−1

p

)
.

Для k ∈ N покладемо

Dk(x) =

√
2

π

(
2 sin

x

2
cos

2k + 1

2
x

)
· x−1

i вiдповiдно

D 1
2
(x) = D0(x) =

√
2

π

sinx

x
.

У подальших мiркуваннях суттєве значення має той факт, що (див. [1])

FDk(x) = χk(x),

де

χk(x) =


1, k < |x| < k + 1,

1

2
, |x| = k або |x| = k + 1,

0 — в iнших випадках,
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χ0(x) =


1, |x| < 1,

1

2
, |x| = 1,

0, |x| > 1.

Вiдповiдно для оберненого перетворення будемо мати

F−1χk(t) = Dk(x).

Розглянемо функцiю

f(x) = C12
−n

(
r1+1−1

p

) ∑
k∈ρ(n+1)

Dk(x), C1 > 0.

Нагадаємо, що ρ(n+ 1) =
{
k : 2n 6 k < 2n+1, k ∈ N

}
.

Покажемо, що дана функцiя належить класу Srp,θB. Попередньо зазначимо, що має мiсце
така порядкова рiвнiсть (див., наприклад, [1]):∥∥∥∥∥∥

∑
k∈ρ(n)

Dk(·)

∥∥∥∥∥∥
p

� 2
n
(

1−1
p

)
, 1 < p <∞. (13)

У випадку 1 6 θ <∞, використавши (3) та (13), отримаємо

‖f‖Srp,θB �
(

2(n+1)rθ
∥∥δ∗n+1(f, ·)

∥∥θ
p

)1
θ � 2nrθ2

−n
(
r+1−1

p

)
θ

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈ρ(n+1)

Dk(·)

∥∥∥∥∥∥
p

� 1.

Аналогiчно встановлюємо, що ‖f‖Srp,∞B � 1.

Отже, f належить Srp,θB.
За рахунок вибору функцiї f маємо SγQn(f, ·) = 0. Таким чином, отримаємо

∥∥f(·)− S2n(f, ·)
∥∥
∞ =

∥∥f(·)
∥∥
∞ � 2

−n
(
r+1−1

p

) ∥∥∥∥∥∥
∑

k∈ρ(n+1)

Dk(·)

∥∥∥∥∥∥
∞

= 2
−n

(
r+1−1

p

)
I2. (14)

Щоб продовжити (14), оцiнимо величину I2. Маємо

I2 =

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈ρ(n+1)

Dk(·)

∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∥
2n+1−1∑
k=2n

Dk(·)

∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
√

2

π

sin 2n+1x− sin 2nx

x

∥∥∥∥∥
∞

� 2n.

Отже, ∥∥f(·)− S2n(f, ·)
∥∥
∞ � 2

−n
(
r+1−1

p

)
2n = 2

−n
(
r−1

p

)
.

Оцiнки знизу в (12) встановлено.
Теорему доведено.
На завершення зазначимо наступне. Вiдшуканню точних за порядком оцiнок величини

EQγn(Srp,θB)q присвячено роботи [1, 2]. Дослiдження величини наближення за допомогою цiлих
функцiй з носiєм їх перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi на класах SΩ

p,θB,

якi є узагальненням класiв Srp,θB, проводилися у роботах [11, 12].
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