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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ ДИХОТОМИЯ И ОГРАНИЧЕННЫЕ РЕШЕНИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ ФРЕШЕ

We obtain necessary and sufficient conditions for the existence of bounded solutions of linear differential equations in the
Fréchet space. The solutions are constructed with the use of strong generalized inverse operator.

Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь у прос-
торi Фреше. Розв’язки побудовано з використанням сильного узагальнено-оберненого оператора.

1. Введение. Одним из центральных вопросов качественной теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений является вопрос о поведении решений на бесконечности. Экспоненциаль-
но дихотомические на всей оси системы представляют собой класс систем, решения которых
могут как убывать к нулю с экспоненциальной скоростью, так и неограниченно возрастать.
Ограниченные на всей оси решения для таких систем в конечномерном случае рассматривались
еще О. Перроном, А. Майзелем [1, 2] и далее в известных работах В. Коппеля [3], Р. Саккера,
Дж. Селла [4 – 6], Ю. Митропольского, А. Самойленко, В. Кулика [7 – 9], а в бесконечномерных
банаховых пространствах — в монографиях М. Крейна [10], Ю. Далецкого и М. Крейна [11],
Х. Массеры и Х. Шеффера [12], Ф. Хартмана [13], И. Чуешова [14].

В статьях К. Палмера [15, 16] условие экспоненциальной дихотомии на всей оси одно-
родной дифференциальной системы было ослаблено и заменено условием экспоненциальной
дихотомии на полуосях и впервые была доказана нетеровость1 соответствующего операто-
ра при решении задачи об ограниченных на всей оси решениях. Дальнейшее развитие этой
идеи нашло свое отражение в работах [17, 18], где с использованием обобщенно-обратных
операторов и псевдообратных по Муру – Пенроузу матриц изучалась задача о существовании
ограниченных на всей оси решений при линейных и нелинейных возмущениях системы. Эти
и другие результаты нашли свое отражение в монографии [19].

Понятие экспоненциальной дихотомии для эволюционных уравнений с неограниченными
операторными коэффициентами систематически изучалось в монографии Д. Хенри [20]. В
работе Х. Родригеса, Дж. Филхо [21] доказан аналог альтернативы Фредгольма (в предполо-
жении экспоненциальной дихотомии на полуосях соответствующего однородного уравнения).
Исследованию фредгольмовости оператора соответствующего дифференциального уравнения
с неограниченными коэффициентами посвящены статьи [22 – 24]. В данной работе приво-
дятся некоторые результаты, полученные авторами в этом направлении за последние годы.
Эти результаты были анонсированы на международной конференции „Боголюбовские чтения

1В англоязычной литературе такие операторы называют фредгольмовыми.
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DIF-2013. Дифференциальные уравнения, теория функций и их приложения”, посвященной
75-летию со дня рождения академика А. М. Самойленко [25].

2. Ограниченные решения дифференциальных уравнений в банаховом пространстве.
В банаховом пространстве B рассмотрим дифференциальное уравнение

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (1)

в котором вектор-функция f(t) действует из R в банахово пространство B,

f(t) ∈ BC(R,B) : =
{
f(·) : R→ B, f(·) ∈ C(R,B), |||f ||| = sup

t∈R
‖f(t)‖B <∞

}
,

BC(R,B) — банахово пространство функций, непрерывных и ограниченных на R; оператор-
нозначная функция A(t) является сильно непрерывной с нормой |||A||| = supt∈R ‖A(t)‖ < ∞,
а решение x = x(t) уравнения

x(t) = x0 +

t∫
t0

(A(s)x(s) + f(s))ds

непрерывно дифференцируемо в каждой точке t ∈ R и удовлетворяет уравнению (1) всюду на
R. Нужно найти решение x(t) уравнения (1) в банаховом пространстве функций BC1(R,B),

непрерывно дифференцируемых на R и ограниченных вместе с производной. Предположим,
что однородное уравнение

dx(t)

dt
= A(t)x(t), (2)

допускает экспоненциальную дихотомию на полуосях R+ и R− с проекторами P и Q соответ-
ственно, т. е. существуют проекторы P (P 2 = P ), Q(Q2 = Q) и константы k1,2 ≥ 1, α1,2 > 0

такие, что

‖U(t)PU−1(s)‖ ≤ k1e−α1(t−s), t ≥ s,

‖U(t)(I − P )U−1(s)‖ ≤ k1e−α1(s−t), s ≥ t, для всех t, s ∈ R+

и

‖U(t)QU−1(s)‖ ≤ k2e−α2(t−s), t ≥ s,

‖U(t)(I −Q)U−1(s)‖ ≤ k2e−α2(s−t), s ≥ t, для всех t, s ∈ R−,

где U(t) = U(t, 0) — эволюционный оператор [11] уравнения (1) такой, что
dU(t)

dt
= A(t)U(t),

U(0) = I — единичный оператор. Для уравнения (1) доказан [26] следующий результат.
Теорема 1. Предположим, что однородное уравнение (2) является экспоненциально дихо-

томичным на полуосях R+ и R− с проекторами P и Q соответственно. Если оператор

D = P − (I −Q) : B→ B, (3)

действующий из банахова пространства B в себя, обобщенно-обратим, то:
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(i) для того чтобы существовали решения уравнения (1), ограниченные на всей оси, необ-
ходимо и достаточно, чтобы вектор-функция f(t) ∈ BC(R,B) удовлетворяла условию

+∞∫
−∞

H(t)f(t)dt = 0, (4)

где

H(t) = PN(D∗)QU
−1(t) = PN(D∗)(I − P )U−1(t);

(ii) при выполнении условия (4) решения уравнения (1), ограниченные на всей оси, имеют
вид

x0(t, c) = U(t)PPN(D)c+ (G[f ])(t) для всех c ∈ B, (5)

где (G[f ])(t) [26] — обобщенный оператор Грина задачи об ограниченных на всей оси решениях,
D− — оператор, обобщенно-обратный к операторуD, PN(D) = I−D−D и PN(D∗) = I−DD−
— проекторы, c — произвольный элемент банахова пространства B.

Замечания. 1. Обобщенная обратимость оператора D [19] означает следующее:

(i) оператор D нормально разрешим (R(D) = R(D) = ImD);

(ii) подпространство N(D) = kerD имеет прямое дополнение в B;

(iii) подпространство R(D) имеет прямое дополнение в B.

При выполнении этих условий для оператора D всегда существует обобщенно-обратный
оператор D−, определяемый равенствами

DD−D = D, D−DD− = D−.

2. В конечномерном случае, когда B = Rn и оператор D представляет (n × n)-мерную
матрицу, свойства (i) – (iii) всегда выполняются (потому что подпространства N(D) и N(D∗) =

= cokerD конечномерные). Заметим, что условие (4) равносильно ортогональности неодно-
родности уравнения (1) решениям соответствующего однородного сопряженного уравнения, и
в таком случае приходим к известной лемме К. Палмера [15].

3. Приложения теории обобщенно-обратных операторов и псевдообратных матриц к ис-
следованию поставленной задачи позволяют как пояснить ранее известные результаты, так и
получить новые факты. Так, если мы рассмотрим уравнение в Rn в предположении, что соот-
ветствующее линейное однородное уравнение имеет э-дихотомию на полуосях, то оператор

(Lx)(t) = ẋ(t)−A(t)x(t)

может быть лишь нетеровым [18]. В случае же, когда мы рассматриваем уравнение в банаховом
пространстве B, поставленная задача имеет значительно больше вариантов решения. Согласно
классификации С. Крейна [27], из теоремы 1 следует, что оператор (Lx)(t) может быть или
1) нормально разрешимым оператором (ImL = ImL), или 2) d-нормальным (ImL = ImL,

dim cokerL < ∞), или 3) n-нормальным (ImL = ImL, dimkerL < ∞), или 4) нетеровым
(indL = dimkerL− dim cokerL <∞), или 5) фредгольмовым (indL = 0).
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3. Дифференциальные уравнения с неограниченными операторными коэффициента-
ми. На основании предложенного выше подхода стало возможным провести аналогичное
исследование уравнений с неограниченными операторными коэффициентами. Приведем опре-
деления, необходимые для решения поставленной задачи.

В банаховом пространстве B рассмотрим однородное дифференциальное уравнение

dx

dt
= A(t)x, t ∈ J, (6)

где при каждом t ∈ J ⊂ R оператор A(t) является замкнутым с плотной областью определения
D(A(t)) = D ⊂ B, не зависящей от t.

Определение 1. Семейство ограниченных линейных операторов в банаховом простран-
стве B {T (t, s) | t ≥ s; t, s ∈ J} называется эволюционным оператором, если выполняются
следующие условия:

(i) T (s, s) = I, s ∈ J ;
(ii) T (t, σ)T (σ, s) = T (t, s), t ≥ σ ≥ s в J.

Если T (t, s) дополнительно удовлетворяет условию
(iii) ∀x ∈ B отображение (t, s) 7→ T (t, s)x непрерывно, t ≥ s,

то говорят, что T (t, s) — сильно непрерывный эволюционный оператор (или семейство сильно
непрерывных эволюционных операторов).

Если задача Коши, порожденная уравнением (6) и начальным условием x(s, s, x0) = x0 ∈ D,
равномерно корректна [28], то можно определить для t ≥ s на J линейный оператор T (t, s) :
D → B по правилу

T (t, s)x0 = x(t, s, x0).

В этом случае говорят, что T (t, s) — эволюционный оператор, ассоциированный с уравнением
(6), а решения понимаются в слабом (обобщенном) смысле.

Определение 2. Семейство эволюционных операторов {T (t, s) | t ≥ s; t, s ∈ J} допус-
кает экспоненциальную дихотомию на J, если существуют проекторнозначная оператор-
функция {P (t) | t ∈ J} в L(B) и действительные константы α > 0 и M ≥ 1 такие, что:

(i) T (t, s)P (s) = P (t)T (t, s), t ≥ s;
(ii) сужение T (t, s) �N(P (s)), t ≥ s, оператора T (t, s) на ядро N(P (s)) проектора P (s)

осуществляет изоморфизм из N((P (s)) на N(P (t)); определим T (s, t) как обратный

T (s, t) = (T (t, s) �N(P (s)))
−1 : N(P (t))→ N(P (s));

(iii) ‖T (t, s)P (s)‖ ≤Me−α(t−s), t ≥ s;
(iv) ‖T (t, s)(I − P (s))‖ ≤Me−α(s−t), s ≥ t.
При фиксированном t ≥ s оператор T (t, s) будет ограниченным линейным оператором и,

так как множество D плотно в B, его можно расширить на все пространство B по непре-
рывности, что в дальнейшем и предполагается. Расширенный эволюционный оператор на все
пространство будем обозначать так же.

Нас будет интересовать случай экспоненциальной дихотомии на полуосях R−, R+. Про-
екторнозначные функции, определенные на полуосях, будем обозначать через P+(t) для всех
t ≥ 0 и P−(t) для всех t ≤ 0 с константами M1, α1 и M2, α2 соответственно.

По аналогии с теоремой 1 доказан [29] критерий существования слабых ограниченных на
всей оси решений неоднородного уравнения
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dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), t ∈ R. (7)

Теорема 2. Пусть {T (t, s) | t ≥ s ∈ R} является сильно непрерывным эволюционным
оператором, ассоциированным с уравнением (6). Предположим, что выполнены следующие
условия:

1) T (t, s) является экспоненциально дихотомичным на полуосях R+ и R− с проекторно-
значными оператор-функциями P+(t) и P−(t) соответственно;

2) оператор D = P+(0)− (I − P−(0)) является обобщенно-обратимым.
Тогда:
1) для того чтобы существовали слабые ограниченные на всей оси решения уравнения (7),

необходимо и достаточно, чтобы вектор-функция f ∈ BC(R,B) удовлетворяла условию

+∞∫
−∞

H(t)f(t)dt = 0, (8)

где H(t) = PN(D∗)P−(0)T (0, t);

2) при выполнении условия (8) слабые ограниченные на всей оси решения уравнения (7)
имеют вид

x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ B, (9)

где

(G[f ])(t, s) =



∫ t

s
T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞

t
T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)P+(s)D
−
[ ∫ ∞

s
T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+

∫ s

−∞
T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ

]
, t ≥ s,∫ t

−∞
T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −

∫ s

t
T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)(I − P−(s))D−
[ ∫ ∞

s
T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ

]
, s ≥ t,

— обобщенный оператор Грина задачи об ограниченных на всей оси решениях, c — произвольный
элемент банахова пространства B.

Замечание 4. Теорема 2 дает возможность находить обобщенные (слабые) ограниченные
решения уравнения (7). Отметим, что многие уравнения в частных производных могут быть
записаны в операторном виде [30] и исследованы с помощью такого подхода [31].

Замечание 5. В случае, когда проекторы P+(0) и P−(0) коммутируют, оператор D все-
гда имеет обобщенно-обратный, совпадающий с D [29]. В этом случае из приведенной выше
теоремы вытекают, как следствие, результаты работы [21]. Кроме того, поскольку любой фред-
гольмов оператор является обобщенно-обратимым, случай, рассмотренный в [24], следует из
теоремы 2.
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4. Ограниченные решения в локально выпуклых пространствах и пространствах
Фреше. Исследование дифференциальных уравнений в локально выпуклых пространствах
и пространствах Фреше является актуальной задачей в связи с приложениями в математи-
ческой физике. В данном пункте показана возможность провести аналогичное исследование
существования обобщенных ограниченных на всей оси решений операторных уравнений в
таких пространствах.

В полном локально выпуклом пространствеE рассмотрим неоднородное дифференциальное
уравнение

dx(t)

dt
= A(t)x+ f(t), t ∈ J, (10)

где для каждого t ∈ J A(t) — линейная замкнутая оператор-функция с независимой от вре-
мени t плотной областью определения D(A(t)) = D ⊂ E, вектор-функция f(t) ограничена и
непрерывна на J.

Предположим, что существует ограниченная оператор-функция U(t), t ∈ J, с областью
определения D(U(t)) = D такая, что для каждого x ∈ D удовлетворяет уравнению

d

dt
U(t)x = A(t)U(t)x, U(0) = I.

Поскольку множество D плотно в E, U(t) можно расширить по непрерывности на все про-
странство E. Оператор-функцию U(t) традиционно будем называть эволюционным операто-
ром, соответствующим однородному уравнению

dx(t)

dt
= A(t)x(t), t ∈ J. (11)

Будем дополнительно предполагать [36], что при каждом t эволюционный оператор U(t) имеет
ограниченный обратный U−1(t) : E → E.

Определение 3. Вектор-функцию u(t) будем называть обобщенным (слабым) решением
уравнения (10), если u(t) непрерывна и равенство

u(t) = U(t)U−1(τ)u(τ) +

t∫
τ

U(t)U−1(s)f(s)ds, t ≥ τ, (12)

выполняется для любого t ∈ J.
Определение 4. Будем говорить, что уравнение (11) допускает экспоненциальную дихо-

томию на J, если существует проектор P ∈ L(E) такой, что для произвольной полунормы
q ∈ SpecE существуют полунорма p ∈ SpecE и константы K ≥ 1, α > 0 такие, что
выполняются неравенства

q(U(t)PU−1(s)ξ) ≤ Ke−α(t−s)p(ξ), t ≥ s,

q(U(t)(I − P )U−1(s)ξ) ≤ Ke−α(s−t)p(ξ), s ≥ t,

для всех ξ ∈ E, specE — множество всех полунорм, заданных на E.
Данное определение, введенное в работе [31], позволяет исследовать вопрос о существо-

вании обобщенных ограниченных решений по аналогии с тем, как это делалось в банаховом
пространстве.
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Теорема 3. Пусть однородное уравнение (11) является экспоненциально дихотомичным
на полуосях R+ и R− с проекторами P+ и P− соответственно. Тогда:

1) уравнение (10) имеет ограниченные решения тогда и только тогда, когда операторное
уравнение

P+ξ1 − (I − P−)ξ2 = g (13)

имеет решения относительно ξ1, ξ2 ∈ E, где

g =

0∫
−∞

P−U
−1(τ)f(τ)dτ +

+∞∫
0

(I − P+)U
−1(τ)f(τ)dτ ;

2) при выполнении условия разрешимости (13) уравнение (10) имеет ограниченные на всей
оси решения, которые определяются следующим образом:

x(t, ξ1, ξ2) =



U(t)P+ξ1 −
∫ +∞

t
U(t)P+U

−1(τ)f(τ)dτ+

+

∫ t

0
U(t)(I − P+)U

−1(τ)f(τ)dτ, t ≥ 0,

U(t)(I − P−)ξ2 +
∫ t

−∞
U(t)P−U

−1(τ)f(τ)dτ−

−
∫ 0

t
U(t)(I − P−)U−1(τ)f(τ)dτ, t ≤ 0.

(14)

Рассмотрим вспомогательный оператор S := (P+, P− − I) и вектор ξ = (ξ1, ξ2). Тогда
уравнение (13) можно записать в виде

Sξ = g.

Однако, в отличие от теорем 1 и 2, условие PN(S∗)g = 0 в общем случае не гарантирует
разрешимости уравнения (13), поскольку введенный оператор S, вообще говоря, не является
нормально разрешимым и поэтому уравнение (13) может быть не разрешимо. В этом случае
представление (14) дает обобщенные (слабые) ограниченные решения только на полуосях. Для
получения полного результата необходимы дополнительные условия на оператор P+− I +P−,

позволяющие получить разрешимость уравнения (13). Поэтому будем рассматривать то же
уравнение, но в пространстве Фреше F. Его геометрия позволяет ввести понятие сильного
обобщенно-обратного оператора и тем самым уточнить теорему 3 и сформулировать более
полный результат. Приведем соответствующие определения, введенные в [33].

Определение 5. Пусть L : F1 → F2 — линейный ограниченный оператор, действующий
из пространства Фреше F1 в пространство Фреше F2, а подпространства X ⊂ F1 и Y ⊂ F2

такие, что выполняется условие

F1 = N(L)⊕X,F2 = R(L)⊕ Y, (15)

т. е. подпространства N(L), R(L) топологически дополняемые. Тогда соответствующую
пару (X,Y ) будем называть обобщенной L-допустимой парой (см. также [34]).
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Рассмотрим сужение оператора L на X : LXx = Lx, x ∈ X, LX : X → R(L) (построенный
таким образом оператор будет линейным, непрерывным и инъективным). Пополним пространст-
воX доX по системе полунорм ‖x‖n = ‖LXx‖n, которые определяют топологию пространства
F2, и расширим оператор LX на пополненное пространство X (расширенный оператор будем
обозначать LX ). Тогда оператор LX : X → R(L) будет осуществлять гомеоморфизм между
пространствами X и R(L) (в силу теоремы Банаха об обратном операторе). Будем обозначать
через F 1 = X ⊕ N(L) расширенное исходное пространство, а через L : F 1 → F2 оператор
L = LXPX , где PX — проектор на подпространство X.

Определение 6. Пусть L — линейный ограниченный оператор, действующий из прос-
транства Фреше F1 в пространство Фреше F2, a (X,Y ) — обобщенная L-допустимая пара.
Тогда отображение

L−X,Y : F2 → F 1,

L−X,Y y = L
−1
X y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y,

будем называть сильным (X,Y )-обобщенно-обратным к L (по аналогии с [34]).

Замечание 6. Если пространство Фреше раскладывается в алгебраическую прямую сумму
подпространств, то оно раскладывается и в топологическую прямую сумму этих же подпро-
странств [35]. Наличие этого факта делает исследование уравнения (13) в пространстве Фреше
проще, чем в общих топологических пространствах, и позволяет дополнить теоремы 1 – 3 до
следующего утверждения.

Теорема 4. Пусть однородное уравнение (11) является экспоненциально дихотомичным
на полуосях R+ и R− с проекторами P+ и P− соответственно, а оператор

D = P+ − I + P− : F → F

— сильным (X,Y )-обобщенно-обратимым.

Тогда:

1) для того чтобы существовали обобщенные, ограниченные на всей оси решения урав-
нения (10), необходимо и достаточно, чтобы вектор-функция f ∈ BC(R, F ) удовлетворяла
условию

+∞∫
−∞

H(t)f(t)dt = 0, (16)

где H(t) = (I −DD−X,Y )P−U−1(t);

2) при выполнении условия (16) обобщенные решения уравнения (10) будут иметь вид

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t) ∀c ∈ F , (17)

где
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(G[f ])(t) =



∫ t

0
U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ −

∫ +∞

t
U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−
X,Y

[ ∫ ∞
0

U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+

∫ 0

−∞
U−1(τ)P−f(τ)dτ

]
, t ≥ 0,∫ t

−∞
U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ −

∫ 0

t
U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D−X,Y

[ ∫ ∞
0

U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+

∫ 0

−∞
U−1(τ)P−f(τ)dτ

]
, t ≤ 0,

— обобщенный оператор Грина, расширенный на F .
С учетом введенных определений детали методики доказательства теоремы 4 такие же, как

и в доказательствах теорем 1 – 3.
Следствие. Пусть однородное уравнение (11) в полном локально выпуклом пространстве

E допускает экспоненциальную дихотомию на всей оси с проектором P. Тогда для произ-
вольной ограниченной на всей оси и непрерывной вектор-функции f существует единственное
ограниченное решение уравнения (10). Это решение имеет вид

x(t) =

+∞∫
−∞

G(t, τ)f(τ)dτ, (18)

где

G(t, τ) =


U(t)PU−1(τ), t ≥ τ,

−U(t)(I − P )U−1(τ), t < τ.

Замечание 7. В случае, когда E — квазиполное бочечное пространство и оператор A(t) =
= A : E → E регулярный, получим результаты из [36, с. 183].

5. Пример. Рассмотрим уравнение (10) в виде счетной системы с диагональным оператором

A(t) = diag
{
th t, . . . , th t︸ ︷︷ ︸

k

,−th t,−th t, . . .
}

в пространствах l2loc(C)
(
с системой полунорм

∥∥(x1, x2, . . . , xn, . . .)∥∥2n,l2loc =
∑n

i=1
|xi|2, n ∈

∈ N
)

или Кете с различными весовыми векторами (определение см., например, в [36]). Тогда

уравнение (10) является экспоненциально дихотомичным на полуосях с проекторами

P+ = diag
{
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k

, 1, 1, . . .
}
, P− = diag

{
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, 0, . . .
}

соответственно.
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Эволюционный оператор имеет вид

U(t) = diag

{
et + e−t

2
, . . . ,

et + e−t

2︸ ︷︷ ︸
k

,
2

et + e−t
,

2

et + e−t
, . . .

}
.

Таким образом, согласно теореме 4 имеем

D = P+ − I + P− = 0, PN(D) = PN(D∗) = I,

а так как dimR[PN(D∗)P−] = k, оператор PN(D∗)P− является конечномерным, H(t) =

= diag{Hk(t), 0}, где Hk(t) = diag{2/(et + e−t), . . . , 2/(et + e−t)} — (k × k)-мерная матри-
ца. Необходимое и достаточное условие существования обобщенных ограниченных решений в
пространстве Фреше принимает вид

+∞∫
−∞

Hk(t)f(t)dt = 0 ⇔



∫ +∞

−∞

f1(t)

et + e−t
dt = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫ +∞

−∞

fk(t)

et + e−t
dt = 0.

В заключение заметим, что предложенное определение экспоненциальной дихотомии в
пространстве Фреше (или более общих топологических векторных пространствах) обобщает
классическое, а в случае банахова пространства совпадает с ним. Благодаря этому теорема 4
согласуется с теоремами 1 и 3, а в случае банахова пространства дополняет их. Конструкция
сильного обобщенно-обратного оператора дает возможность (теорема 4) получить условия су-
ществования обобщенных (слабых) ограниченных решений и тогда, когда множество значений
оператора D не является замкнутым.
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