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ПРО IНВАРIАНТНI ПIДПРОСТОРИ У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ ГАРДI

We consider the description of translation invariant subspaces of a weighted Hardy space in the half plane. The obtained
result includes the Beurling – Lax theorem for the Hardy space as a special case. We discuss the problem of generalization
of the definition of inner function.

Представлено описание трансляционно-инвариантных подпространств в одном весовом пространстве Харди в полу-
плоскости. Полученный результат содержит как частный случай теорему Берлинга – Лакса для пространства Харди.
Обсуждается вопрос об обобщении понятия внутренней функции.

1. Вступ. Нехай Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi аналiтичних у пiвплощинi C+ =

= {z : Rez > 0} функцiй, що задовольняють умову

‖f‖Hp := sup
x>0


+∞∫
−∞

∣∣f(x+ iy)
∣∣pdy


1/p

< +∞.

Цьому простору присвячено велику кiлькiсть дослiджень. Необхiднi нам властивостi простору
Hp(C+) мiстяться, наприклад, у монографiї [1]. Зокрема, кожна функцiя f ∈ Hp(C+) має
майже скрiзь на уявнiй осi кутовi граничнi значення f(iy) i f(iy) ∈ Lp(−∞; +∞). Простори
Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, є банаховими i

‖f‖Hp =


+∞∫
−∞

|f(iy)|pdy


1/p

.

Окрiм цього (див. [2]), простiрHp(C+) можна визначити i як простiр аналiтичних в C+ функцiй,
для яких

‖f‖∗Hp = sup
−π

2
<ϕ<π

2


+∞∫
0

∣∣f(reiϕ)∣∣pdr


1/p

< +∞,

причому 2−1/p‖f‖Hp ≤ ‖f‖∗Hp ≤ ‖f‖Hp . Для p = 2 цей результат ранiше встановив
М. М. Джрбашян [3]. Для кожної функцiї f ∈ Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, iснує сингулярна гранична
функцiя hf , що визначена з точнiстю до адитивної сталої та значень у точках неперервностi
рiвнiстю

hf (t2)− hf (t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

log
∣∣f(x+ iy)

∣∣dy − t2∫
t1

log
∣∣f(iy)∣∣dy. (1)

Функцiя hf є незростаючою i h′f (t) = 0 для майже всiх t ∈ R. Справджується також наступне
твердження [1].
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Лема 1. Якщо f ∈ Hp(C+), 1 ≤ p < +∞ i f 6≡ 0, то має мiсце зображення

f(z) = eia0+a1z exp

 1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t+ iz)
log
∣∣f(it)∣∣dt

 ·Bf (z) · S∗f (z),
де a0 ∈ R, Bf — добуток Бляшке, побудований за послiдовнiстю нулiв функцiї f,

a1 = lim
x→+∞

log
∣∣f(x)∣∣
x

≤ 0,

S∗f (z) = exp

 1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t+ iz)
dh(t)

 .

Функцiю If (z) := ea1zBf (z)S
∗
f (z) називають внутрiшнiм множником функцiї f ∈ Hp(C+).

Вiдомо, що коли f ∈ Hp(C+), то f/If ∈ Hp(C+) i Iff1 ∈ Hp(C+) для кожної функцiї f1 ∈
∈ Hp(C+). Через SP(G,H) позначатимемо замикання лiнiйної оболонки системи

{
G(z)eτz : τ ≤

≤ 0
}

в банаховому просторi H. Функцiя G ∈ H називається циклiчною в банаховому просторi
H, якщо SP(G,H) = H. П. Лакс [4], модифiкуючи результати А. Бьорлiнга [5], встановив, що
функцiя G ∈ H2(C+) є циклiчною в H2(C+) тодi i тiльки тодi, коли IG є константою. Вiн
також показав, SP

(
G,Hp(C+)

)
= IG ·H2(C+). Рiзноманiтнi застосування цих результатiв та їх

узагальнення можна знайти в [11 – 13].

Б. Винницький [6] розглянув простiр функцiй Hp
σ(C+), σ ≥ 0, 1 ≤ p < +∞, аналiтичних в

C+ , для яких

‖f‖p
Hp
σ
:= sup
−π

2
<ϕ<π

2


+∞∫
0

∣∣f(reiϕ)∣∣pe−prσ| sinϕ|dr
 < +∞.

Функцiї з цього простору мають майже скрiзь на уявнiй осi кутовi граничнi значення f(iy),
f(iy)e−σ|y| ∈ Lp(R) i [14]

‖f‖p
Hp
σ
= max

ϕ∈{−π2 ;0;π2 }


+∞∫
0

∣∣f(reiϕ)∣∣pe−prσ| sinϕ|dr
.

Цей простiр є банаховим. Функцiя f ∈ Hp
σ(C+) має сингулярну граничну функцiю hf , що

визначається рiвнiстю (1). При цьому hf є незростаючою, h′(t) = 0 для майже всiх t ∈ R.
Нехай log z — така гiлка натурального логарифма в C+, що log 1 = 0. У статтях [7 – 10]

показано, що функцiя G ∈ H2
σ(C+) є циклiчною в H2

σ(C+) тодi i тiльки тодi, коли G(z) 6= 0

для кожного z ∈ C+, hG ≡ const i

G(z) exp

(
2σ

π
z log z − cz

)
6∈ H2(C+) для кожного c ∈ R. (2)

Метою цiєї статтi є дослiдження SP
(
G,H2

σ(C+)
)

у випадку, коли умова (2) не виконується.
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2. Основний результат.

Теорема 1. Нехай σ > 0, µ(z) = e
2σ
π z log ze−cz i функцiя G ∈ H2

σ(C+) є такою, що

χ(z) := G(z)µ(z) ∈ H2(C+) (3)

для деякого c ∈ R. Тодi SP
(
G,H2

σ(C+)
)
=

1

µ
IχH

2(C+).

Доведення. Нехай Q ∈ SP(G,H2
σ

(
C+)

)
. Тодi знайдеться послiдовнiсть ηn скiнченних лi-

нiйних комбiнацiй функцiй системи
{
eτz : τ ≤ 0

}
така, що послiдовнiсть (Gηn) збiгається

в H2
σ(C+) до Q. Тодi послiдовнiсть (Gηn) є фундаментальною в H2

σ(C+). Але
∣∣µ(z)∣∣ =

= e−
2σ
π rϕ sinϕ+

2σ
π x log x−cx, якщо z = x + iy = reiϕ ∈ C+. Тому Gηnµ ∈ H2(C+). Окрiм

цього,

∥∥Gηn −Gηm∥∥2H2
σ(C+)

≥
+∞∫
−∞

∣∣G(iy)ηn(iy)−G(iy)ηm(iy)∣∣2∣∣µ(iy)∣∣2dy ≥

≥
+∞∫
−∞

∣∣G(iy)ηn(iy)µ(iy)−G(iy)ηm(iy)µ(iy)∣∣2dy,
тому (Gηnµ) є фундаментальною у просторi H2(C+). Оскiльки Iχ(iy) = 1 майже скрiзь
i Gηnµ/Iχ ∈ H2(C+), то послiдовнiсть (Gηnµ/Iχ) також є фундаментальною у просторi

H2(C+). Нехай Gηnµ/Iχ
H2(C+)−−−−−→ ν ∈ H2(C+). Тодi Gηnµ

H2(C+)−−−−−→ νIχ. Отже,

G(z)ηn(z)e
2σ
π z log ze−cz → ν(z)Iχ(z) рiвномiрно на кожному компактi з C+. Тому G(z)ηn(z)→

→ ν(z)Iχ(z)e
−2σ
π z log zecz рiвномiрно на кожному компактi з C+. З iншого боку, G(z)ηn(z) →

→ Q(z) у просторi H2
σ(C+), тому G(z)ηn(z) → Q(z) рiвномiрно на кожному компактi з C+.

Отже, Q(z) = ν(z)Iχ(z)e
−2σ
π z log zecz = ν(z)Iχ(z)/µ(z) для деякої функцiї ν ∈ H2(C+). Тому

якщо Q ∈ SP
(
G,H2

σ(C+)
)
, то Q ∈ 1

µ
IχSP

(
G,H2(C+)

)
.

Нехай теперQ ∈ 1

µ
IχH

2(C+). ТодiQ = Iχν/µ для деякої функцiї ν ∈ H2(C+). За теоремою

Лакса – Бьорлiнга знайдеться послiдовнiсть ηn скiнченних лiнiйних комбiнацiй функцiй системи{
eτz : τ ≤ 0

}
така, що послiдовнiсть (ηnχ) збiгається в H2(C+) до νIχ. Тодi

+∞∫
−∞

∣∣G(iy)ηn(iy)−Q(iy)
∣∣2e−2σ|y|dy =

+∞∫
−∞

∣∣G(iy)ηn(iy)−Q(iy)
∣∣2∣∣µ(iy)∣∣2dy =

=

+∞∫
−∞

∣∣G(iy)ηn(iy)µ(iy)−Q(iy)µ(iy)
∣∣2dy =

+∞∫
−∞

∣∣ηn(iy)χ(iy)− ν(iy)Iχ(iy)∣∣2dy → 0, n→∞.

Окрiм цього,
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+∞∫
0

∣∣G(x)ηn(x)−Q(x)
∣∣2dx =

+∞∫
0

∣∣∣∣ηn(x)χ(x)µ(x)
− ν(x)Iχ(x)

µ(x)

∣∣∣∣2 dx =

=

+∞∫
0

∣∣ηn(x)χ(x)− ν(x)Iχ(x)∣∣2 1

µ2(x)
dx =

=

+∞∫
0

∣∣ηn(x)χ(x)− ν(x)Iχ(x)∣∣2e− 4σ
π
x log x+2cxdx ≤ c1

+∞∫
0

∣∣ηn(x)χ(x)− ν(x)Iχ(x)∣∣2dx
для деякої сталої c1. Оскiльки

+∞∫
0

∣∣ηn(x)χ(x)− ν(x)Iχ(x)∣∣2dx→ 0, n→ +∞,

то

+∞∫
0

∣∣G(x)ηn(x)−Q(x)
∣∣2dx→ 0, n→ +∞.

Окрiм цього,

∥∥Gηn −Q∥∥2H2
σ(C+)

= max


+∞∫
0

∣∣G(iy)ηn(iy)−Q(iy)
∣∣2e−2σ|y|dy ;

0∫
−∞

∣∣G(iy)ηn(iy)−Q(iy)
∣∣2e−2σ|y|dy; +∞∫

0

∣∣G(x)ηn(x)−Q(x)
∣∣2dx

.
Тому Gηn

H2
σ(C+)−−−−−→ Q, якщо n→∞. Отже, Q ∈ SP

(
G,H2

σ(C+)
)
.

Теорему доведено.

Теорема 2. Нехай σ > 0, µ(z) = e
2σ
π z log z−cz i функцiя G ∈ H2

σ(C+) є такою, що викону-
ється умова (3) для деякого c ∈ R. Тодi

SP (G;H2
σ

(
C+)

)
=

1

µ̃
Iχ̃H

2(C+), (4)

де

c̃ = lim
x→+∞

 ln |G(x)|+ 2σ

π
x log x

x

, χ̃(z) := G(z)µ̃(z), µ̃(z) = e
2σ
π z log z−c̃z.
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Доведення. Оскiльки χ(z) = G(z)µ(z) ∈ H2(C+), то limx→+∞
ln |G(x)|+ 2σ

π x log x− cx
x

≤
≤ 0. Тому c̃ ≤ c. Окрiм цього, функцiя χ̃(z) := G(z)µ̃(z) належить до H2(C+), бо χ̃(z) :=

:= G(z)µ̃(z) = G(z)µ(z)
µ̃(z)

µ(z)
= G(z)µ(z)e(c−c̃)z = χ(z)e(c−c̃)z i c − c̃ ≤ 0, до того ж

Iχ̃(z) = Iχ(z)e
(c−c̃)z i

1

µ̃(z)
Iχ̃(z) =

1

e
2σ
π z log z−c̃z

Iχ(z)e
(c−c̃)z =

1

e
2σ
π z log z−cz

Iχ(z) =
1

µ(z)
Iχ(z).

Тому виконується (4).

Зауваження 1. Оскiльки
∣∣µ(z)∣∣ = e−

2σ
π rϕ sinϕ+ 2σ

π
x log x−cx, то з умови G(z)µ(z) ∈ H2(C+)

випливає, що G ∈ H2
σ(C+).

Зауваження 2. Якщо виконуються умови теореми 2, то функцiю I∗G =
1

µ̃
Iχ̃ природно

назвати внутрiшнiм множником функцiї G ∈ H2
σ(C+).
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