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О СТИРАНИИ ОСОБЕННОСТЕЙ ФУНКЦИЙ
С НУЛЕВЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ ПО ШАРАМ НА СФЕРЕ

We study functions on a sphere with pricked point whose integrals over all admissible “hemispheres” are equal to zero. A
condition is established under which the point is a removable set for this class of functions. It is shown that this condition
cannot be omitted or substantially weakened.

Вивчаються функцiї на сферi з виколотою точкою, що мають нульовi iнтеграли по всiх припустимих „пiвсферах”.
Знайдено умову, за якої точка є усувною множиною для такого класу функцiй. Показано, що цю умову не можна
вiдкинути або суттєво полiпшити.

1. Введение. Одной из интересных проблем теории отображений, привлекающей внимание
широкого круга специалистов, является проблема „устранимости”, которая состоит в следую-
щем. ПустьM и N — многообразия, D — область вM и E ⊂ D — замкнутое относительно D
множество. Возникает вопрос: в каком случае любое отображение f : D \E → N из заданного
класса можно продолжить до отображения f : D → N с сохранением класса? Если указанное
продолжение существует, то множество E называют устранимым множеством в рассматрива-
емом классе отображений.

Проблема устранимости исследовалась многими авторами в различных постановках. На-
пример, известны соответствующие результаты в многомерном комплексном анализе, теории
квазиконформных отображений и их обобщений, теории гармонических функций и других
областях (см. [1 – 5]). В последние годы активно развиваются геометрические аспекты теории
периодичности в среднем на однородных пространствах (см. [6 – 9]). Однако результатов по
проблеме устранимости здесь получено мало. Все известные случаи относятся, в основном, к
евклидову пространству и касаются лишь функций специального профиля (радиальные функ-
ции и их обобщения) (см. [7], гл. 3.2, [10], теорема 4).

В данной работе изучаются функции на сфере с выколотой точкой, имеющие нулевые
интегралы по всем допустимым „полусферам”. Найдено условие, при котором точка является
устранимым множеством для такого класса функций. Показано также, что это условие нельзя
опустить или существенно улучшить.

2. Формулировка основного результата. Пусть S2 = {ξ ∈ R3 : |ξ| = 1}, ξ1, ξ2, ξ3 —
декартовы координаты точки ξ ∈ S2, S = S2 \ (0, 0,−1), S ′ = S \ (0, 0, 1). Положим

Ceven(S ′) =
{
f ∈ C(S ′) : f(−ξ) = f(ξ) ∀ξ ∈ S ′

}
.

Обозначим через SO(3) группу вращений пространства R3. Определим класс F равенством

F =

f ∈ C(S) :
∫
τH

f(ξ)dξ = 0 ∀τ ∈ SO(3) : τH ⊂ S

 ,

где H = {ξ ∈ S2 : ξ3 ≥ 0}, dξ — элемент площади на сфере.
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Основным результатом данной работы является следующая теорема.
Теорема 1. (i) Пусть f ∈ F и

f(ξ) = o

(
1

(1 + ξ3)3/2

)
при ξ → (0, 0,−1). (1)

Тогда f ∈ Ceven(S ′).
(ii) Существует функция f ∈ F \ Ceven(S ′) такая, что

f(ξ) = O

(
1

(1 + ξ3)3/2

)
при ξ → (0, 0,−1).

Теорема 1 показывает, что точка (0, 0,−1) является устранимым множеством для функций
класса F при выполнении условия (1). Таким образом, любая функция f ∈ F , удовлетворяю-
щая (1), имеет нулевые интегралы по всем полусферам на S2. Интегральное преобразование,
ставящее в соответствие функции f ∈ C(S2) ее интегралы по всевозможным полусферам, вве-
дено П. Функом в [11]. Вопросы, связанные с обращением преобразования Функа, изучались в
[11 – 13]. Отметим также, что в [12] найдены образы различных функциональных пространств
под действием указанного преобразования.

3. Вспомогательные утверждения. Будем использовать следующие стандартные обозна-
чения (см. [14]): N, Z, Z+ — множества натуральных, целых и целых неотрицательных чисел

соответственно,
(m
n

)
— биномиальные коэффициенты, Γ — гамма-функция, (z)j =

Γ(z + j)

Γ(z)
,

j ∈ Z+, — символ Похгаммера, F (a, b; c; z) — гипергеометрическая функция Гаусса, Pµν —
функция Лежандра первого рода на (−1, 1), т. е.

Pµν (x) =
2µ
√
π

(1− x2)µ/2

F

(
−ν + µ

2
,
1 + ν − µ

2
;
1

2
;x2
)

Γ

(
1− ν − µ

2

)
Γ

(
1 +

ν − µ
2

) − 2xF

(
1− ν − µ

2
, 1 +

ν − µ
2

;
3

2
;x2
)

Γ

(
1 + ν − µ

2

)
Γ

(
−ν + µ

2

)
.

Из этого определения Pµν следует формула

Pµν (x) cos(π(ν + µ))− Pµν (−x) =

=
2µ+2√π cos2

(π
2

(ν + µ)
)

Γ

(
1 + ν − µ

2

)
Γ

(
−ν + µ

2

) xF
(

1− ν − µ
2

,
ν − µ

2
+ 1;

3

2
;x2
)

(1− x2)µ/2
−

−
2µ+1√π sin2

(π
2

(ν + µ)
)

Γ

(
1− ν − µ

2

)
Γ

(
1 +

ν − µ
2

) F
(
−ν + µ

2
,
1 + ν − µ

2
;
1

2
;x2
)

(1− x2)µ/2
. (2)

В частности,
Pµν (x)(−1)ν+µ = Pµν (−x) при ν + µ ∈ Z+. (3)
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Лемма 1. Пусть k, n ∈ Z+, k > 2n. Тогда

P−k2n (x) = (1− x)k/2
2n∑
p=0

γk,n,p(1 + x)p−k/2, (4)

где

γk,n,p =
(k − 2n)2n(−2n)p(2n+ 1)p

(k + 2n)!(1− k)pp!2p
.

Доказательство. Согласно [14] (гл. 3, п. 3.4 (6)) имеем

P−k2n (x) =
1

k!

(
1− x
1 + x

)k/2
F

(
−2n, 2n+ 1; k + 1;

1− x
2

)
=

=
1

k!

(
1− x
1 + x

)k/2 2n∑
j=0

(−1)j(−2n)j(2n+ 1)j
(1 + k)jj!2j

(x− 1)j =

=
1

k!
(1− x)k/2

2n∑
p=0

 2n∑
j=p

(−2n)j(2n+ 1)j
(1 + k)jj!

(
j

p

) (−1)p

2p
(1 + x)p−k/2. (5)

Поскольку (z)p+q = (z)p(z + p)q, внутренняя сумма в (5) преобразуется к виду

2n∑
j=p

(−2n)j(2n+ 1)j
(1 + k)jj!

(
j

p

)
=

2n−p∑
q=0

(−2n)p+q(2n+ 1)p+q
(1 + k)p+qp!q!

=

=
(−2n)p(2n+ 1)p

(1 + k)pp!

2n−p∑
q=0

(−2n+ p)q(2n+ 1 + p)q
(1 + k + p)qq!

. (6)

Усеченный гипергеометрический ряд Гаусса в (6) выражается через обобщенную гипергеомет-
рическую функцию 3F2 по формуле

2n−p∑
q=0

(−2n+ p)q(2n+ 1 + p)q
(1 + k + p)qq!

=

=
(4n+ 1)!

(2n− p)!(2n+ p+ 1)!
3F2

p− 2n, 2n+ 1 + p, k + 2n+ 1; 1

k + p+ 1, 2n+ p+ 2


(см. [14], гл. 4, п. 4.5). Тогда, используя равенство

3F2

 −N, a, b; 1

c, 1 + a+ b− c−N

 =
(c− a)N (c− b)N
(c)N (c− a− b)N

(см. [15], гл. 7, п. 7.4.4 (88)), получаем
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2n−p∑
q=0

(−2n+ p)q(2n+ 1 + p)q
(1 + k + p)qq!

=
(4n+ 1)!

(2n− p)!(2n+ p+ 1)!

(k − 2n)2n−p(p− 2n)2n−p
(1 + k + p)2n−p(−4n− 1)2n−p

.

Учитывая, что

(−z)j(−1)j =
Γ(z + 1)

Γ(z + 1− j)
,

отсюда находим

2n−p∑
q=0

(−2n+ p)q(2n+ 1 + p)q
(1 + k + p)qq!

=
(k − p− 1)!(k + p)!

(k + 2n)!(k − 2n− 1)!
. (7)

Комбинируя (5), (6) и (7), приходим к (4).
Лемма 2. Пусть

am,n(x) = (x+ 2n−m)m−1(x+ 2n− 1)m−1, m, n = 1, . . . , p, p ≥ 2,

4p(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1(x) a1,2(x) . . . a1,p(x)

a2,1(x) a2,2(x) . . . a2,p(x)

. . . . . . . . . . . .

ap,1(x) ap,2(x) . . . ap,p(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Тогда

4p(x) =

p−1∏
j=1

(
p−j+1∏
n=2

γn(x+ 2j − 2)

)
, (8)

где
γn(x) = 2(n− 1)(2x+ 2n− 1).

Доказательство. Вычтем из (j+1)-й строки определителя4p(x) j-ю строку, умноженную
на (x− j + 1)(x+ j), где j = p− 1, p− 2, . . . , 1. Учитывая, что

aj+1,n(x)− aj,n(x)(x− j + 1)(x+ j) = aj,n(x)γn(x),

имеем

4p(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

0 γ2(x) γ3(x) . . . γp(x)

0 a2,2(x)γ2(x) a2,3(x)γ3(x) . . . a2,p(x)γp(x)

0 a3,2(x)γ2(x) a3,3(x)γ3(x) . . . a3,p(x)γp(x)

. . . . . . . . . . . . . . .

0 ap−1,2(x)γ2(x) ap−1,3(x)γ3(x) . . . ap−1,p(x)γp(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

a2,2(x) a2,3(x) . . . a2,p(x)

a3,2(x) a3,3(x) . . . a3,p(x)

. . . . . . . . . . . .

ap−1,2(x) ap−1,3(x) . . . ap−1,p(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p∏
n=2

γn(x).

Поскольку am,n(x+ 2) = am,n+1(x), отсюда получаем соотношение

4p(x) = 4p−1(x+ 2)

p∏
n=2

γn(x),

которое влечет равенство (8).
Обозначим через [x] целую часть числа x ∈ R.
Лемма 3. Пусть k ∈ N, k ≥ 3 и

lim
x→−1+0

(1 + x)3/2
[(k−1)/2]∑
n=1

cnP
−k
2n (x) = 0 (9)

для некоторых констант cn ∈ C. Тогда все cn равны нулю.
Доказательство. По лемме 1 имеем

(1 + x)3/2
[(k−1)/2]∑
n=1

cnP
−k
2n (x) = (1− x)k/2

[(k−1)/2]∑
n=1

2n∑
p=0

cnγk,n,p(1 + x)p+(3−k)/2 =

= (1− x)k/2

(
2[(k−1)/2]∑

p=1

(
[(k−1)/2]∑
n≥p/2

cnγk,n,p

)
1

(1 + x)(k−3)/2−p
+

1

(1 + x)(k−3)/2

(k−3)/2∑
n=1

cnγk,n,0

)
.

Тогда из условия (9) заключаем, что числа cn удовлетворяют системе линейных уравнений

(k−3)/2∑
n=1

cnγk,n,0 = 0,

(k−3)/2∑
n≥p/2

cnγk,n,p = 0, 1 ≤ p ≤
[
k − 3

2

]
.

Полагая

ηk,p =
(−1)p

(1− k)pp!2p
,

видим, что определитель этой системы равен

γk,1,0 γk,2,0 . . . γk,[(k−1)/2],0 ηk,0 ηk,1 . . . ηk,[(k−3)/2] 4[(k−1)/2](2).
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Указанное произведение отлично от нуля на основании леммы 2. Отсюда cn = 0 для любого

n = 1, . . . ,

[
k − 1

2

]
.

Введем сферические координаты ϕ, θ на S2 следующим образом:

ξ1 = sin θ sinϕ, ξ2 = sin θ cosϕ, ξ3 = cos θ, ϕ ∈ (0, 2π), θ ∈ (0, π).

Поставим в соответствие функции f ∈ C(S) ряд Фурье

f(ξ) ∼
∑
k∈Z

fk(ξ),

где
fk(ξ) = fk(θ)e

ikϕ,

fk(θ) =
1

2π

2π∫
0

f(sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, cos θ)e−ikϕdϕ.

Лемма 4. Пусть функция f принадлежит C(S). Тогда для того чтобы функция f при-
надлежала F , необходимо и достаточно, чтобы для любого k ∈ Z имело место равенство

fk(ξ) =
∞∑
n=1

cn,kP
−k
2n (cos θ)eikϕ, cn,k ∈ C, (10)

где ряд (10) сходится в пространстве распределений D′(S).

Доказательство. Из [7] (теорема 2.3.3) следует, что функция f принадлежит F в том и
только в том случае, когда для любого k ∈ Z

fk(ξ) =
∑
ν∈Z

cν,kP
−|k|
ν (cos θ)eikϕ, cn,k ∈ C, (11)

где Z = {ν > 1 : P−1ν (0) = 0} и ряд (11) сходится в D′(S). Учитывая, что

P−1ν (0) =
1

2
√
π

sin
(π

2
ν
) Γ

(ν
2

)
Γ

(
ν + 3

2

)
(см. [14], гл. 3, п. 3.4 (20)), получаем требуемое.

4. Доказательство теоремы 1. Из (2), леммы 4 и асимптотического равенства

P−32 (x) ∼
√

2

30(1 + x)3/2
, x→ −1 + 0

(см. [14], гл. 3, п. 3.9.2 (14)) следует, что всем требованиям утверждения (ii) удовлетворяет
функция

ξ → P−32 (ξ3)
(ξ2 + iξ1)

3

(1− ξ23)3/2
, ξ ∈ S.

Докажем первое утверждение. Пусть f принадлежит F и выполнено условие (2). Положим
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ταξ = (ξ1 cosα− ξ2 sinα, ξ1 sinα+ ξ2 cosα, ξ3).

Используя формулу

fk(ξ) =
1

2π

2π∫
0

f(ταξ)e
ikαdα, k ∈ Z, (12)

получаем
(1 + ξ3)

3/2|fk(ξ)| ≤ sup
α∈[0,2π]

(1 + (ταξ)3)
3/2|f(ταξ)|,

откуда
lim

ξ3→−1
(1 + ξ3)

3/2fk(ξ) = 0. (13)

Далее, лемма 4 и равенства (3), (12) показывают, что fk ∈ Ceven(S ′) при |k| ≤ 2. Аналогично,
если |k| ≥ 3, то для некоторых констант cn функция

Φ(ξ) = fk(ξ)−
[(|k|−1)/2]∑

n=1

cnP
−|k|
2n (cos θ)eikϕ

является четной в S ′. Тогда

lim
ξ3→−1

Φ(ξ)(1− ξ23)3/2 = lim
ξ3→1

Φ(ξ)(1− ξ23)3/2 = 0

(см. [12], [14], гл. 3, п. 3.9.2 (8)). Отсюда и из (13) делаем вывод, что

lim
ξ3→−1

(1 + ξ3)
3/2

[(|k|−1)/2]∑
n=1

cnP
−|k|
2n (ξ3) = 0.

Теперь по лемме 3 все cn равны нулю и fk ∈ Ceven(S ′) для любого k ∈ Z. Это влечет
утверждение (i). Таким образом, теорема 1 доказана.
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