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ТОЧКОВI ВЗАЄМОДIЇ НА ПРЯМIЙ I БАЗИСИ РIСА З \bfitdelta -ФУНКЦIЙ

We present the description of a relationship between the Sobolev spaces W 1
2 (\BbbR ) and W 2

2 (\BbbR ) and the Hilbert space \ell 2 .
Let Y be a finite or countable set of points on \BbbR and let d := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ | y\prime  - y\prime \prime | , y\prime , y\prime \prime \in Y, y\prime \not = y\prime \prime \} . By using this
relationship, we prove that if d = 0, then the systems of delta-functions \{ \delta (x  - yj), yj \in Y, \} and their derivatives
\{ \delta \prime (x  - yj), yj \in Y, \} do not form Riesz bases in the closures of their linear spans in the Sobolev spaces W - 1

2 (\BbbR ) and
W - 2

2 (\BbbR ) but, conversely, form these bases in the case where d > 0. We also present the description of the Friedrichs and
Krein extensions and prove their transversality. Moreover, the construction of a basis boundary triple and the description
of all nonnegative selfadjoint extensions of the operator A\prime are proposed.

Приведено описание некоторой связи пространств Соболева W 1
2 (\BbbR ), W 2

2 (\BbbR ) и гильбертова пространтсва \ell 2. Пусть
Y — конечная или исчислимая монотонная последовательность точек на \BbbR и d := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ | y\prime  - y\prime \prime | , y\prime , y\prime \prime \in Y, y\prime \not = y\prime \prime \} .
С помощью этой связи доказано, что при условии d = 0 системы дельта-функций \{ \delta (x  - yj), yj \in Y, \} и их
производных \{ \delta \prime (x - yj), yj \in Y, \} не образуют базисы Риса в замыкании своих линейных оболочек в гильбертовых
пространствахW - 1

2 (\BbbR ),W - 2
2 (\BbbR ), а при условии d > 0 — образуют. Дано описание расширений Фридрихся и

Крейна, продемонстрирована их трансверсальность, приведены конструкция базисной граничной тройки и описание
всех неотрицательных самосопряженных расширений оператора A\prime .

1. Вступ. Нехай Y – скiнченна або зчисленна монотонна послiдовнiсть точок на \BbbR , що
задовольняє умову:

d := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ | y\prime  - y\prime \prime | , y\prime , y\prime \prime \in Y, y\prime \not = y\prime \prime \} > 0. (1)

Диференцiальний оператор A\prime у гiльбертовому просторi L2(\BbbR ):

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime ) =
\bigl\{ 
f \in W 2

2 (\BbbR ) : f \prime (y) = 0, y \in Y
\bigr\} 
, A\prime :=  - d2

dx2
. (2)

є щiльно визначеним невiд’ємним та симетричним з рiвними iндексами дефекта та є основою
для дослiдження гамiльтонiанiв на дiйснiй вiсi, що вiдповiдають точковим \delta \prime взаємодiям [1]
(див. також [4, 8, 16, 17, 23, 24]).

Зауважимо, що спряжений оператор має вигляд [?]:

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) = \{ g \in W 2
2 (\BbbR \setminus Y ) : g\prime (y+) = g\prime (y - ), y \in Y \} , A\prime \ast =  - d2

dx2
, (3)

та A\prime є звуженням невiд’ємного самоспряженого оператора A:

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A) =W 2
2 (\BbbR ), A =  - d2

dx2
. (4)

Символом \BbbJ позначимо множину iндексiв послiдовностi точок Y .
Базис \{ ej\} простору \frakH , який можна отримати з ортонормованого базису за допомогою

перетворення обмеженим оператором, для якого iснує обернений, називається базисом еквiва-
лентним ортонормованому або базисом Риса [12].

Теорема 1. [12] Зчисленна множина векторiв \{ ej\} утворює базис Риса у сепарабельному
гiльбертовому просторi \frakH тодi i тiльки тодi, коли \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{ ej\} = \frakH та iснують двi констан-
ти c1 > 0 i c2 > 0 такi, що для кожного n \in \BbbN та кожного набору комплексних чисел
\{ a1, a2, . . . an\} виконується рiвнiсть
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c2

n\sum 
j=1

| aj | 2 \leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
n\sum 

j=1

ajej

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

\frakH 

\leq c1

n\sum 
j=1

| aj | 2.

Якщо \{ ej\} j\in \BbbN утворює базис Риса в \frakH , то кожний f \in \frakH має розкладання f =
\sum 
j\in \BbbN 

ajej таке,

що
\sum 
j\in \BbbN 

| aj | 2 <\infty , та навпаки, якщо
\sum 
j\in \BbbN 

| aj | 2 <\infty , то ряд
\sum 
j\in \BbbN 

ajej збiгається у \frakH .

У цiй роботi ми встановлюємо певний зв’язок мiж простором Соболєва W 1
2 (\BbbR ) та гiльбер-

товим простором \ell 2 . Також певнi зв’язки мiж просторами W 1
2 (\BbbR ), W 2

2 (\BbbR ), W 2
2 (\BbbR \setminus Y ) та \ell 2

було встановлено в [14] та за їх допомогою доведено базиснiсть Риса систем дельта-функцiй
Дiрака \{ \delta (x  - yj)\} j\in \BbbJ та їх похiдних \{ \delta \prime (x  - yj)\} j\in \BbbJ . Випадки \BbbR 2 та \BbbR 3 було розглянуто в
[15], також у роботi М. Маламуда i К. Шмюдгена [22] доведено, що умова d > 0 є необхiдною
та достатньою, щоби система функцiй

\Bigl\{ 
exp( - | x - yj | )

| x - yj | , j \in \BbbJ 
\Bigr\} 

утворювала базис Риса у дефе-

ктному пiдпросторi мiнiмального оператора Шредiнгера в \BbbR 3 . Влистивiсть базисностi Риса
дельта-функцiй Дiрака використовується для опису розширення Фрiдрiхса оператора A\prime , для
опису властивостей диз’юнктностi та трансверсальностi екстремальних розширень Крейна та
Фрiдрiхса, для побудови граничних трiйок, обчисленнi функцiї Вейля та для параметризацiї
усiх невiд’ємних самоспряжених розширень (див., наприклад, [4, 14, 22]).

Використовуючи звя’зок просторiв Соболєва W 1
2 (\BbbR ) i W 2

2 (\BbbR ) з гiльбертовим простором
\ell 2 , ми доводимо, що за умови d = 0 (d > 0) – системи функцiй \{ \delta \prime (x  - yj)\} j\in \BbbJ , \{ \delta (x  - 
yj)\} j\in \BbbJ не утворюють (утворюють) базиси Риса у своїх лiнiйних оболонках; за умови d > 0

описано розширення Фрiдрiхса та Крейна та доведено їх трансверсальнiсть, побудовано базиснi
граничнi трiйки та дано опис усiх невiд’ємних самоспряжених розширень опертора A\prime .

2. Невiд’ємнi самоспряженi розширення.
Нехай H сепарабiльний гiльбертiв простiр та нехай \scrA щiльно визначений невiд’ємний

симетричний оператор ((\scrA f, f) \geq 0, \forall f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA )). Оператор \scrA має хоча б одне невiд’ємне
самоспряжене розширення \scrA F – фрiдрiхсове розширення (розширення за Фрiдрiхсом) [?, 13].
Позначимо через \scrA [\cdot , \cdot ] замикання пiвторалiнiйної форми \scrA [f, g] = (\scrA f, g), де f, g \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA ),

та нехай \scrD [\scrA ] – область визначення цього замикання. Згiдно першої теореми о зображеннi [13]
iснує невiд’ємний самоспряжений оператор \scrA F асоцiйований з формою \scrA [\cdot , \cdot ]:

(\scrA Fh, \psi ) = \scrA [h, \psi ], \psi \in \scrD [\scrA ], h \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA F ).

Очевидно, що \scrA \subset \scrA F \subset \scrA \ast , де \scrA \ast спряжений оператор до \scrA . Зауважимо, що \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA F ) =

\scrD [\scrA ] \cap \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA \ast ). За другою теоремою о зображеннi [13]:

\scrD [\scrA ] = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA 1/2
F ) та \scrA [\phi , \psi ] = (\scrA 1/2

F \phi ,\scrA 1/2
F \psi ), \phi , \psi \in \scrD [\scrA ].

М.Г. Крейн у своїй роботi [20] вiдкрив ще одне розширення з екстремальною властивiстю
мiнiмальностi, це розширення називають – розширення Крейна оператора \scrA та позначають
\scrA K . Оператор \widetilde \scrA є невiд’ємним самоспряженим розширенням оператора \scrA тодi i тiльки тодi,
коли виконується нерiвнiсть \scrA K \leq \widetilde \scrA \leq \scrA F у сенсi асоцiйованих замкнених квадратичних
форм [20]. У цьому сенсi розширення Фрiдрiхса є максимальним, а розширення Крейна –
мiнiмальним.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2017, т. 69, № 12



ТОЧКОВI ВЗАЄМОДIЇ НА ПРЯМIЙ I БАЗИСИ РIСА З \delta -ФУНКЦIЙ 1617

Два самоспряжених розширення \widetilde \scrA 1 i \widetilde \scrA 2 симетричного оператора \scrA називають диз’юн-
ктними, якщо \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} ( \widetilde \scrA 1) \cap \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} ( \widetilde \scrA 2) = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA ); та трансверсальними, якщо \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} ( \widetilde \scrA 1) +

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} ( \widetilde \scrA 2) = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\scrA \ast ). Зауважимо, що з трансверсальностi випливає диз’юнктнiсть.
Нехай S замкнений щiльно визначений симетричний оператор у гiльбертовому просторi H

з рiвними iндексами дефекту: n\pm (S) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (\frakN \pm i) \leq \infty . Тодi, для оператора S\ast iснує та не
єдиний простiр граничних значень.

Означення 1 [9, 11, 12, 18]. Трiйка \Pi = \{ \scrH ,\Gamma 0,\Gamma 1\} , де \scrH гiльбертiв простiр, \Gamma 0, \Gamma 1 лi-
нiйнi вiдображення \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (S\ast ) \rightarrow \scrH , називається граничною трiйкою або простором граничних
значень для оператора S\ast , якщо для усiх f, g \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (S\ast ) виконується тотожнiсть Грiна:

(S\ast f, g)H  - (f, S\ast g)H = (\Gamma 1f,\Gamma 0g)\scrH  - (\Gamma 0f,\Gamma 1g)\scrH (5)

i вiдображення \bfGamma : f \mapsto \rightarrow \{ \Gamma 0f,\Gamma 1f\} є сюр’єкцiєю \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(\scrA \ast ) \rightarrow \scrH \oplus \scrH .
З кожною граничною трiйкою \Pi = \{ \scrH ,\Gamma 0,\Gamma 1\} для оператора S\ast пов’язанi два самоспря-

жених розширення S0 та S1 оператора S : S0 = S\ast \upharpoonright \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} (\Gamma 0) i S1 = S\ast \upharpoonright \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} (\Gamma 1). Зауважимо,
що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (\scrH ) = n\pm (S).

Розширення \widetilde S оператора S називається квазi-самоспряженим або власним, якщо S \subset \widetilde S \subset 
S\ast . Гранична трiйка \{ \scrH ,\Gamma 0,\Gamma 1\} називається базисною, якщо SF = S0 та SK = S1 [2, 3].

Теорема 2 [3]. Нехай S щiльно визначений невiд’ємний симетричний оператор з транс-
версальними розширеннями за Фрiдрiхсом та Крейном та \Pi = \{ \scrH ,\Gamma 0,\Gamma 1\} базисна гранична
трiйка для S\ast . Тодi вiдображення

\widetilde S := S\Theta \rightarrow \Theta := \bfGamma (\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\widetilde S)) = \{ (\Gamma 0f,\Gamma 1f), f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (\widetilde S)\} 
встановлює бiєктивну вiдповiднiсть мiж усiма невiд’ємними самоспряженими лiнiйними вiд-
ношеннями \Theta у \scrH та усiма невiд’ємними самоспряженими розширеннями S\Theta \subseteq S\ast оператора
S .

3. Оснащенi гiльбертовi простори.
Нехай A – необмежений самоспряжений оператор у гiльбертовому просторi H та нехай

H+2 \subset H+1 \subset H \subset H - 1 \subset H - 2

– ланцюжок оснащених гiльбертових просторiв [7, 19], побудованих за допомогою оператора
A:

H+2 = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(A), H+1 = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(| A| 1/2)

з нормами

| | f | | k =

\biggl( \bigm\| \bigm\| \bigm\| | A| k/2f\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 + \| f\| 2
\biggr) 1/2

, k = 1, 2.

Гiльбертовi простори з вiд’ємними iндексами H - k (k = 1, 2) – це попвнення H по нормах
| | f | |  - k = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\| g\| k=1
| (f, g)| .

Оператор A має неперервне продовження \bfA \in \scrL (Hk, Hk - 2), k = 0, 1 (H0 := H ) та
| \bfA | 1/2 \in \scrL (Hk, Hk - 1), k =  - 1, 0 це продовження | A| 1/2 . Резольвента Rz = (A  - zI) - 1 ,
z \in \rho (A) має продовження \bfR z = (\bfA  - zI) - 1 \in \scrL (H - k, H - k+2), k = 0, 1, 2 [19].

Нехай \Phi – пiдпростiр у H - 2 такий, що \Phi \cap H = \{ 0\} , тодi оператор \scrA , визначений наступним
чином [19]
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\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(\scrA ) =
\Bigl\{ 
f \in H+2 : (f, \varphi ) = 0, \forall \varphi \in \Phi 

\Bigr\} 
, \scrA = A \upharpoonright \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(\scrA ) (6)

є замкненим щiльно визначеним симетричним з iндексами дефекта, що дорiвнюють \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Phi ).
Для дефектного простору \frakN z(\scrA ) = \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\scrA \ast  - zI) справедлива формула \frakN z(\scrA ) = \bfR z\Phi . Бiльш
того, якщо A невiд’ємний самоспряжений оператор та \scrA визначено формулами (6), то мають
мiсце такi твердження.

Пропозицiя 1 [19]. Оператор A є розширенням за Фрiдрiхсом оператора \scrA тодi и тiльки
тодi, коли \Phi \cap H - 1 = \{ 0\} .

Теорема 3 [5, 6, 20, 21]. Припустимо, що A є фрiдрiхсовим розширенням оператора \scrA .
Розширення Крейна \scrA K оператора \scrA та оператор A трансверсальнi тодi й лише тодi, коли
виконується включення \bfA 1/2H - 1 \supset \Phi .

Простори Соболєва утворюють ланцюжок гiльбертових просторiв:

W 2
2 (\BbbR ) \subset W 1

2 (\BbbR ) \subset L2(\BbbR ) \subset W - 1
2 (\BbbR ) \subset W - 2

2 (\BbbR )

Трiйки W 2
2 (\BbbR ) \subset L2(\BbbR ) \subset W - 2

2 (\BbbR ) i W 1
2 (\BbbR ) \subset L2(\BbbR ) \subset W - 1

2 (\BbbR ) – оснащенi гiльбертовi
простори, тобто простiр W - 2

2 (\BbbR ) (вiдповiдно, W - 1
2 (\BbbR )) є множиною усiх неперервних антилi-

нiйних функцiоналiв над W 2
2 (\BbbR ) (вiдповiдно, над W 1

2 (\BbbR )) [7].
Вiдомо [?], що (\delta y)

\prime = \delta \prime (x - y) \in W - 2
2 (\BbbR ) \setminus W - 1

2 (\BbbR ), (\delta y) = \delta (x - y) \in W - 1
2 (\BbbR ) \setminus L2(\BbbR ),

де \delta (x - y) та \delta \prime (x - y) – дельта-функцiя Дiрака та її похiнда.
Визначимо наступнi простори:

\Phi = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n} \{ \delta \prime (x - y), y \in Y \} (замикання у W - 2
2 (\BbbR )),

\Psi = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n} \{ \delta (x - y), y \in Y \} (замикання у W - 1
2 (\BbbR )).

Зауважимо [?], що \Phi \cap L2(\BbbR ) = \{ 0\} , \Psi \cap L2(\BbbR ) = \{ 0\} . Тодi, \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime ) = \{ f \in W 2
2 (\BbbR ) : (f, \varphi ) =

0, \varphi \in \Phi \} . Позначимо

H+2 = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A) =W 2
2 (\BbbR ), H+1 = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A1/2) =W 1

2 (\BbbR ),
H - 1 =W - 1

2 (\BbbR ), H - 2 =W - 2
2 (\BbbR ).

Зауважимо, що за теоремою вкладання [7] при s > n/2 простiр Соболєва W s
2 (\Omega ) неперерв-

но вкладено в простiр неперервних функцiй C(\Omega ), де \Omega \subset \BbbR n .
Наслiдок 1. \{ g \in W 1

2 (\BbbR \setminus Y ) : g(y+) = g(y - ), y \in Y \} = W 1
2 (\BbbR ).

4. Зв’язок просторiв Соболєва та гiльбертова простору \ell 2 .
Пропозицiя 2. Для будь-якої послiдовностi \{ cj , j \in \BbbJ \} \in \ell 2 iснує функцiя f(x) з простору

Соболєва W 1
2 (\BbbR ) така, що

\{ f \prime (yj)\} j\in \BbbJ /\in \ell 2(\BbbJ ), \{ f(yj)\} j\in \BbbJ \in \ell 2(\BbbJ ), yj \in Y,

та, бiльш того, \{ cjf \prime (yj)\} j\in \BbbJ /\in \ell p(\BbbJ ), 1 \leq p <\infty .

Доведення. Нехай \{ ck, k \in \BbbJ \} – послiдовнiсть з \ell 2 . Якщо iснують ck = 0, то видалимо
нульовi елементи та далi розглядаємо пiдпослiдовнiсть без нулiв. Не втрачаючи загальностi,
припустимо, що ck \not = 0, \forall k \in \BbbJ . Розглянемо функцiю з носiєм \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p} (gk) = [ - ak; 3ak]:

g\prime k(x) =

\left\{     
ak+x
akck

,  - ak \leq x < 0,
ak - x
akck

, 0 \leq x < 2ak,
x - 3ak
akck

, 2ak \leq x \leq 3ak,
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де ak = b| ck| 4 , b = d
4c , c = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | ck| , k \in \BbbJ \} . Тодi

gk(x) =

\left\{           

(ak+x)2

2akck
,  - ak \leq x < 0,

2a2k - (ak - x)2

2akck
, 0 \leq x < ak,

2a2k - (ak - x)2

2akck
, ak \leq x < 2ak,

(x - 3ak)
2

2akck
, 2ak \leq x \leq 3ak.

Очевидно, що gk(x) \in W 1
2 (\BbbR ), k \in \BbbJ . Нехай f(x) =

\sum 
j\in \BbbJ 

gj(x  - yj), де yj \in Y та Y задо-

вольняють умову (1), тодi f(yj) =
b| cj | 4
cj

та, отже, \{ f(yj)\} j\in \BbbJ \in \ell 2(\BbbJ ). Зауважимо,що f \prime (x) =\sum 
j\in \BbbJ 

g\prime j(x - yj) та для будь-якого j \in \BbbJ виконується f \prime (yj) = 1/cj . Отже, \{ f \prime (yj)\} j\in \BbbJ /\in \ell 2(\BbbJ ) та

\{ cjf \prime (yj)\} j\in \BbbJ = \{ 1\} j\in \BbbJ /\in \ell p(\BbbJ ), 1 \leq p <\infty .
Очевидно, що | f \prime (x)| 2 =

\sum 
j\in \BbbJ 

| g\prime j(x - yj)| 2 , | f(x)| 2 =
\sum 
j\in \BbbJ 

| gj(x - yj)| 2 та

\int 
\BbbR 
| g\prime j(x)| 2dx = 4

3b| cj | 
2,

\int 
\BbbR 
| gj(x)| 2dx = 23

15b
3| cj | 10.

Отримуємо,

| | f | | 21 =
\sum 
j\in \BbbJ 

yj+3aj\int 
yj - aj

\Bigl( 
| gj(x - yj)| 2 + | g\prime j(x - yj)| 2

\Bigr) 
dx =

=
\sum 
j\in \BbbJ 

3aj\int 
 - aj

\Bigl( 
| gj(x)| 2 + | g\prime j(x)| 2

\Bigr) 
dx =

\sum 
j\in \BbbJ 

\bigl( 
4
3b| cj | 

2 + 23
15b

3| cj | 10
\bigr) 
<\infty .

Отже, f(x) \in W 1
2 (\BbbR ).

Теорема 4. [14] 1) Якщо g \in W 2
2 (\BbbR ), тодi послiдовностi \{ g(yj), yj \in Y \} та \{ g\prime (yj), yj \in 

Y \} належать \ell 2(\BbbJ ). Бiльш того, iснує константа c > 0 така, що для усiх g з W 2
2 (\BbbR ) викону-

ються нерiвностi:

\| \{ g(yj)\} \| \ell 2(\BbbJ ) \leq c\| g\| W 2
2 (\BbbR )

, \| \{ g\prime (yj)\} \| \ell 2(\BbbJ ) \leq c\| g\| W 2
2 (\BbbR )

.

2) Якщо \{ aj , j \in \BbbJ \} , \{ bj , j \in \BbbJ \} \in \ell 2(\BbbJ ), тодi iснує функцiя g \in W 2
2 (\BbbR ) така, що

g(yj) = aj , g
\prime (yj) = bj , \forall j \in \BbbJ .

Наслiдок 2. [14] 1) Якщо f \in W 1
2 (\BbbR ), то послiдовнiсть \{ f(yj), yj \in Y \} належить

\ell 2(\BbbJ ).
2) Для будь-якого \vec{}a = \{ aj , j \in \BbbJ \} з \ell 2(\BbbJ ) iснує функцiя g \in W 1

2 (\BbbR ) така, що g(yj) =

aj , j \in \BbbJ .
5. Базиснiсть Риса \delta -функцiй Дiрака та властивостi розширень Фрiдрiхса i Крейна

оператора A\prime . В силу теореми 4 та наслiдку 2 справедлива наступна теорема.
Теорема 5. [14] Нехай послiдовнiсть точок Y = \{ yj , j \in \BbbJ \} задовольняє умову (1). Тодi

системи функцiй \{ \delta \prime (x - yj)\} j\in \BbbJ i \{ \delta (x - yj)\} j\in \BbbJ утворюють базиси Риса пiдпросторiв \Phi та
\Psi , вiдповiдно.

Теорема 6. Якщо d = 0, то системи функцiй \{ \delta \prime (x - yj)\} j\in \BbbJ i \{ \delta (x - yj)\} j\in \BbbJ не утворюють
базиси Риса пiдпросторiв \Phi i \Psi , вiдповiдно.
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Доведення. Нехай \BbbJ = \BbbN та \psi =
\sum 
j\in \BbbN 

aj\delta (x - yj) \in \Psi \subset H - 1 , де \{ aj > 0, j \in \BbbN \} \in \ell 2(\BbbN ).

Тодi \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
j\in \BbbN 

aj\delta (x - yj)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
 - 1

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| | g| | 1=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\sum 
j\in \BbbN 

ajg(yj)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Оскiльки, d = 0, то iснує хоча б одна пiдпослiдовнiсть \{ yji , i \in \BbbN \} \subset Y , що збiгається. Нехай
yji \rightarrow 0, i \rightarrow \infty . Очевидно, що iснує функцiя g(x) \geq 0 у W 1

2 (\BbbR ) i n0, n1 \in \BbbN такi, що
g(yji) > 1 якщо i > n1 , g(yji) = 0 якщо i < n0 , i g(yji) \rightarrow g(0) якщо yji \rightarrow 0. Тодi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| | g| | 1=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\sum 
j\in \BbbN 

ajg(yj)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| >
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\sum 
j>n1

aj

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
та чисельний ряд є розбiжним у випадку \{ aj , j \in \BbbN \} \in \ell 2 \setminus \ell 1 . Тодi, вiдповiдно до теореми 1
дельта-функцiї \{ \delta (x - yj)\} j\in \BbbJ не утворюють базис Риса у пiдпросторi \Psi . Для системи \{ \delta \prime (x - 
yj)\} j\in \BbbJ доведення аналогiчне.

Далi припускаємо, що Y задовольняє умову (1).
Пропозицiя 3. Справедлива рiвнiсть \Phi \cap H - 1 = \{ 0\} .
Доведення. Нехай \varphi \in \Phi , тодi за теоремою 5

\varphi =
\sum 
j\in \BbbJ 

cj\delta 
\prime (x - yj), де \{ cj , j \in \BbbJ \} \in \ell 2(\BbbJ ).

Припустимо, що \varphi \in H - 1 , тодi | | \varphi | |  - 1 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| | f | | 1=1

| (\varphi , f)| < \infty . Тобто, виконується умова

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| | f | | 1=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \sum j\in \BbbJ cjf \prime (yj)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| <\infty . В силу теореми 2 отримуємо протирiччя.

Нехай оператори A\prime i A визначено формулами (2) i (4), вiдповiдно. Тодi з пропозицiй 1 та 3
отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 3. Оператор A\prime 
F = A є фрiдрiхсовим розширенням оператора A\prime .

Теорема 7. Розширення Фрiдрiхса A\prime 
F i Крейна A\prime 

K оператора A\prime є трансверсальними.
Доведення. Нехай h \in \bfA 1/2H - 1 , тодi iснує f \in H - 1 такий, що h = \bfA 1/2f . Нехай \varphi \in \Phi ,

тодi
\varphi =

\sum 
j\in \BbbJ 

cj\delta 
\prime (x - yj), де yj \in Y, \{ cj , j \in \BbbJ \} \in \ell 2(\BbbJ ).

Вектор \varphi \in \bfA 1/2H - 1 тодi й лише тодi, коли iснує f \in H - 1 такий, що \bfA 1/2f = \varphi .
Нехай g \in H2 , тодi

(h, g) = (\bfA 1/2f, g) = (f,A1/2g) = (f, ig\prime ).

В силу теореми 5

(\varphi , g) =
\sum 
j\in \BbbJ 

cj(\delta 
\prime 
j , g) =  - 

\sum 
j\in \BbbJ 

cj(\delta j , g
\prime ) =  - 

\sum 
j\in \BbbJ 

cjg
\prime 
j(yj).

Зауважимо, що за теоремою 5
\sum 
j\in \BbbJ 

cj\delta j \in H - 1 . Отримуємо, що для будь-якого вектора \varphi \in \Phi 

iснує вектор f \in H - 1 (h \in \bfA 1/2H - 1) такий, що f =  - i
\sum 
j\in \BbbJ 

cj\delta j (h = \varphi ). Отже, \bfA 1/2H - 1 \supset \Phi .

Тодi, з наслiдку 3 та теореми 3 випливає трансверсальнiсть розширень A\prime 
F i A\prime 

K .
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Теорема 8. Розширення Крейна A\prime 
K оператора A\prime має вигляд:

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime 
K) =

\bigl\{ 
g \in W 1

2 (\BbbR \setminus Y ) : g\prime \in W 1
2 (\BbbR ), g\prime (y) = 0, y \in Y

\bigr\} 
,

A\prime 
K =  - d2

dx2
.

(7)

Доведення. Оскiльки розширення Фрiдрiхса A\prime 
F i Крейна A\prime 

K диз’юнктнi, трансверсальнi
та є власними розширеннями оператора A\prime , то \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime 

K) = \{ g \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) : g /\in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A) - \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime )\} .
З рiвностей (3) та \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A) - \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime ) =

\bigl\{ 
g \in W 2

2 (\BbbR ) : g\prime (y) \not = 0, y \in Y \} , отримуємо, що

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime 
K) =

\bigl\{ 
g \in W 2

2 (\BbbR \setminus Y ) : g\prime (y+) = g\prime (y - ), g\prime (y) = 0, y \in Y
\bigr\} 

або

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime 
K) =

\Bigl\{ 
g \in W 1

2 (\BbbR \setminus Y ) :

g\prime \in W 1
2 (\BbbR \setminus Y ), g\prime (y+) = g\prime (y - ), g\prime (y) = 0, y \in Y

\Bigr\} 
З останнього спiввiдношення та наслiдку 1 випливає (7).

6. Базиснi граничнi трiйки для оператора A\prime \ast .
Теорема 9. Нехай оператори A\prime i A визначено формулами (2) i (4), вiдповiдно, множина

точок Y задовольняє умову (1) та z \in \BbbC \setminus [ 0,+\infty ), \mathrm{I}\mathrm{m}
\surd 
z \geq 0, тодi системи функцiй\Biggl\{ 

\varphi k,z :=

\Biggl\{ 
1
2e

i
\surd 
z(x - yk) x < yk,

 - 1
2e

i
\surd 
z(x - yk) x > yk,

k \in \BbbJ 

\Biggr\} 
,\Bigl\{ 

\tau k,z :=
 - i(x - yk)

4
\surd 
z

ei
\surd 
z| x - yk| , k \in \BbbJ 

\Bigr\} (8)

утворюють базиси Риса у замиканнi своїх лiнiйних оболонок та

\frakN z(A
\prime ) = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n} \{ \varphi k,z, k \in \BbbJ \} ,

( - A - zI) - 1\frakN z(A
\prime ) = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n} \{ \tau k,z, k \in \BbbJ \} ; (9)

До того ж,

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(A\prime \ast ) =

\Biggl\{ 
f = f0 +

\sum 
j\in \BbbJ 

afj\varphi j(x) +
\sum 
j\in \BbbJ 

bfj\tau j(x), \{ afj\} , \{ bfj\} j\in \BbbJ \in \ell 2(\BbbJ )

\Biggr\} 
,

A\prime \ast f =  - f \prime \prime 0  - 
\sum 
j\in \BbbJ 

afj\varphi j(x) +
\sum 
j\in \BbbJ 

bfj (\varphi j(x) - \tau j(x)) ,
(10)

де f0 \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime ), \varphi j(x) := \varphi j, - 1(x) i \tau j(x) := \tau j, - 1(x).

Доведення. Нехай \scrF : L2(\BbbR , dx) \rightarrow L2(\BbbR , dp) – перетворення Фур’є: \widehat f(p) = (\scrF f) (p) =
1\surd 
2\pi 

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

R\int 
R

f(x)e - ipxdx. Зауважимо, що (\scrF \delta y)(p) = \widehat \delta y(p) = 1\surd 
2\pi 
e - ipy , (\scrF \delta \prime y)(p) = \widehat \delta \prime y(p) =

ipe - ipy
\surd 
2\pi 

, та перетворення Фур’є \scrF є унiтарним вiдображенням. До того ж

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} ( \widehat A) = \widehat H+2 =

\biggl\{ 
\^f \in L2(\BbbR , dp) :

\int 
\BbbR 
| \widehat f(p)| 2(p4 + 1)dp <\infty 

\biggr\} 
,

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} ( \widehat A1/2) = \widehat H+1 =

\biggl\{ \widehat f \in L2(\BbbR , dp) :
\int 
\BbbR 
| \widehat f(p)| 2(p2 + 1)dp <\infty 

\biggr\} 
,

( \widehat A1/2 \widehat f)(p) = p \widehat f(p), ( \widehat A \widehat f)(p) = p2 \widehat f(p).
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Тодi \widehat \varphi k,z(p) = ( \widehat A  - zI) - 1\widehat \delta \prime k(p) = ipe - ipyk\surd 
2\pi (p2 - z)

та \widehat \tau k,z(p) = ( \widehat A  - zI) - 2\widehat \delta \prime k(p) = ipe - ipyk\surd 
2\pi (p2 - z)2

.

Проводячи зворотнi перетворення Фур’є, отримаємо (8). З унiтарностi \scrF та теореми 5 випливає
(9).

Оскiльки \tau k = (A+ I) - 1\varphi k , то A\tau k = \varphi k  - \tau k . Тодi [10]

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) = \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime )\dotplus \frakN  - 1 \dotplus (A+ I) - 1\frakN  - 1,

A\prime \ast (f0 + f1 + f2) = A\prime f0  - f1 +Af2,

що еквiвалентно (10).
Теорема 10. Нехай \scrH = \ell 2(\BbbJ ) та лiнiйнi оператори G,\Gamma : \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) \rightarrow \scrH визначено

наступним чином (f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast )):

Gf = \{ f(yk - ) - f(yk+)\} k\in \BbbJ = \{ afk\} k\in \BbbJ ,

\Gamma f = \{ (f, \delta \prime k)\} k\in \BbbJ =

\Biggl\{ \sum 
j\in \BbbJ 

e - | yk - yj | 
\bigl( 
 - 1

2afj +
1
4bfj(1 - | yk  - yj | )

\bigr) \Biggr\} 
k\in \BbbJ 

.
(11)

Тодi \Pi = \{ \scrH , G,\Gamma \} є базисною граничною трiйкою оператора A\prime \ast .
Доведення. Нехай f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ), тодi f(yk - ) - f(yk+) = afk(\varphi k(yk - ) - \varphi k(yk+)) = afk ,

оскiльки \varphi k(yk - )  - \varphi k(yk+) = 1 та \varphi j(yk - )  - \varphi j(yk+) = 0, j \not = k; \varphi \prime 
j(x) = 1

2e
 - | x - yj | та

\tau \prime j(x) =  - 1
4e

 - | x - yj | (1 - | x - yj | ). Звiдси випливає (11).
Нехай f, g \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ), тодi f = f0 +

\sum 
j\in \BbbJ 

afj\varphi j(x) +
\sum 
j\in \BbbJ 

bfj\tau j(x) i g = g0 +
\sum 
j\in \BbbJ 

agj\varphi j(x) +\sum 
j\in \BbbJ 

bgj\tau j(x), де f0, g0 \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime ), \{ afj\} , \{ bfj\} , \{ agj\} , \{ bgj\} j\in \BbbJ \in \ell 2(\BbbJ ). Тодi (A\prime \ast f, g) - (f,A\prime \ast g) =\sum 
j,k

(\varphi j , \varphi k)(bfjagk - afjbgk), де (\varphi j , \varphi k) = (\tau j , \delta 
\prime 
k) =  - \tau \prime j(yk) = 1

4e
 - | yk - yj | (1 - | yk - yj | ). З iншого

боку, (\Gamma f,Gg)\scrH  - (Gf,\Gamma g)\scrH = 1
4

\sum 
j,k

e - | yk - yj | (1 - | yk  - yj | )(bfjagk  - afjbgk). Отже, тотожнiсть

Грiна (5) виконується.
Очевидно, оператор G є сюр’єкцiєю. З наслiдку 2 \{ f \prime (yk)\} k\in \BbbJ \in \ell 2(\BbbJ ). З включення

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) = \{ f \in W 1
2 (\BbbR \setminus Y ) : f \prime \in W 1

2 (\BbbR )\} \supset W 2
2 (\BbbR ) та теореми 4 випливає сюр’єктивнiсть

оператора \Gamma .
З наслiдку 1 випливає, що \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} (G) = \{ f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) : f(yk - ) = f(yk+), k \in \BbbJ \} =

\{ f \in W 2
2 (\BbbR \setminus Y ) : f(yk - ) = f(yk+), f \prime (yk - ) = f \prime (yk+), k \in \BbbJ \} =W 2

2 (\BbbR ). Оскiльки, \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} (\Gamma ) =
\{ f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) : f \prime (yk) = 0, k \in \BbbJ \} = \{ f \in W 1

2 (\BbbR \setminus Y ) : f \prime \in W 1
2 (\BbbR ), f \prime (yk) = 0, k \in \BbbJ \} =

\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime 
K), то \Pi = \{ \scrH , G,\Gamma \} – базисна гранична трiйка для A\prime \ast .

З теорем 2, 9, 10 та наслiдку 3 випливає теорема.
Теорема 11. Нехай оператор A\prime задано формулами (2), тодi вiдображення

\Theta \mapsto \rightarrow A\prime 
\Theta = A\prime \ast \upharpoonright 

\Bigl\{ 
f \in \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} (A\prime \ast ) :

\Bigl( 
\{ (f, \delta \prime j), j \in \BbbJ \} ,

\{ f(yj - ) - f(yj+), j \in \BbbJ \} ) \in \Theta \} 

встановлює бiєктивну вiдповiднiсть мiж усiма невiд’ємними самоспряженими розширеннями
оператора A\prime та усiма невiд’ємними самоспряженими лiнiйними вiдношеннями \Theta в \ell 2(\BbbJ ).
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22. Malamud M. M., Schmüdgen K. Spectral theory of Schrödinger operators with infinitely many point interactions and

radial positive definite functions // J. Funct. Anal. – 2012. – 263. – P. 3144 – 3194.
23. Mikhailets V. A. The one-dimensional Schrödinger operator with point interactions // Dokl. Akad. Nauk. – 1994. –

49. – P. 345 – 349.
24. Mikhailets V. A. Spectral properties of the one-dimensional Schrödinger operator with point intersections // Repts

Math. Phys. – 1995. – 36, № 2/3. – P. 495 – 500.

Одержано 14.01.17

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2017, т. 69, № 12


