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О ДРОБНОМ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ
КОМПЛЕКСНЫХ ПОЛИНОМОВ В \bfitL \bfzero 

We establish Bernstein-type inequalities for the fractional integroderivatives of arbitrary algebraic polynomials in the space
L0.

Встановлено нерiвностi типу Бернштейна для дробових iнтегропохiдних довiльних алгебраїчних полiномiв у прос-
торi L0.

Введение. Пусть Pn(z) =
\sum n

k=0
ckz

k — алгебраический полином степени n с комплексными
коэффициентами. Как обычно, функционалы \| Pn\| p \equiv \| Pn\| Lp для 0 \leq p \leq \infty определяются
значениями полинома на единичной окружности | z| = 1 :

\| Pn\| \infty = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| Pn(z)| , | z| = 1

\bigr\} 
,

\| Pn\| p =

\left(  1

2\pi 

2\pi \int 
0

\bigm| \bigm| Pn(e
i\varphi )

\bigm| \bigm| pd\varphi 
\right)  1/p

,

\| Pn\| 0 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
p\rightarrow 0

\| Pn\| p = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left(  1

2\pi 

2\pi \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\bigm| \bigm| Pn(e

i\varphi )
\bigm| \bigm| d\varphi 

\right)  .

Следуя Малеру [1], квазинорму \| Pn\| 0 будем называть мерой полинома Pn(z) и обозна-
чать M(Pn).

Определим дробную производную и дробный интеграл действительного порядка \alpha \geq 0

полинома Pn(z) равенствами

D\alpha Pn(z) =
n\sum 

k=1

ckk
\alpha zk - 1 и I\alpha Pn(z) =

n\sum 
k=0

ck
zk+1

(k + 1)\alpha 
. (1)

Производные и интегралы дробного порядка понимают по-разному в зависимости от класса
рассматриваемых функций и конкретных задач. Наши определения ближе всего к определениям
Флетт из [2, 3] для аналитических внутри единичного круга функций, которые возникли при
изучении потенциалов Бесселя и Рисса.

В настоящей статье изучаются неравенства типа Бернштейна для дробных интегропроиз-
водных порядка 0 \leq \alpha < 1 полиномов Pn(z) в пространстве L0, т. е. неравенства вида

M(D\alpha Pn) \leq A(n, \alpha )M(Pn)

и
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M(I\alpha Pn) \leq B(n, \alpha )M(Pn),

где A(n, \alpha ) и B(n, \alpha ) не зависят от полинома Pn(z).

При \alpha = 1 это оценки типа Бернштейна для производной P \prime 
n(z) и неопределенного ин-

теграла IPn(z) =

\int z

0
Pn(z) dz. Неравенство для интеграла еще называют неравенством типа

Фавара. Обе точные постоянные A(n, 1) и B(n, 1) известны. Значение A(n, 1) = n установлено
Малером в работе [1], а

B(n, 1) =
1

n

\prod 
n/6<k<5n/6

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi k

n
\approx (1, 4)n

n

— вторым автором данной статьи в [5].
Основными результатами настоящей статьи являются две теоремы.
Теорема 1. Для любого полинома Pn(z) степени n \geq 2 и его дробной производной D\alpha Pn(z)

порядка 0 \leq \alpha < 1 выполняется неравенство

M(D\alpha Pn) \leq A(n, \alpha )M(Pn), (2)

где

A(n, 0) =
\prod 

n/6<k<5n/6

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi k

n
\approx (1, 4)n,

A(n, \alpha ) \leq A\alpha n
2\alpha /3A(n, 0), A\alpha = 1, 6 \cdot 22(1 - \alpha )/3, 0 \leq \alpha < 1.

В случае \alpha = 0 неравенство (2) на полиномах Pn(z) = c(1 + z)n, c \in \BbbC , обращается в
равенство.

Теорема 2. Для любого полинома Pn(z) степени n \geq 1 и его дробного интеграла I\alpha Pn(z)

порядка 0 < \alpha < 1 выполняется неравенство

M(I\alpha Pn) \leq B(n, \alpha )M(Pn), (3)

где

B(n, \alpha ) \leq A1 - \alpha n
 - (1+2\alpha )/3(1, 4)n, A1 - \alpha = 1, 6 \cdot 22\alpha /3.

Неравенство (3) ранее было получено авторами в статье [10]. Здесь приводится другой
способ доказательства, улучшающий значение B(n, \alpha ).

Иные результаты относительно дробного интегродифференцирования полиномов авторам
неизвестны. Оценки типа Бернштейна для операторов более общего вида можно найти в рабо-
те [4]. Однако для интегропроизводных (1) применение результатов из [4], по мнению авторов,
не представляется возможным.

Вспомогательные понятия и факты. Напомним некоторые сведения об алгебраических
полиномах. Композицией (по Сеге) полиномов

Qn(z) =

n\sum 
k=0

Ck
nakz

k и Rn(z) =

n\sum 
k=0

Ck
nbkz

k
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называют полином
\sum n

k=0
Ck
nakbkz

k = Qn(z)\otimes Rn(z) (см. [6, с. 75], отд. V).
Важную роль в рассуждениях играет неравенство

\| Qn(z)\otimes Rn(z)\| p \leq M(Rn)\| Qn\| p, (4)

впервые полученное де Брюйн и Спрингер [7] для p = 0, а для всех 0 < p \leq \infty — В. В. Арес-
товым [8].

Неравенство (4) при p = 0 является точным на полиномах Qn(z) = c(1 + z)n, c \in \BbbC .
Нам понадобятся также две леммы.
Лемма 1. Для любого 0 < \alpha < 1 справедливо равенство

k\alpha =
\alpha 

\Gamma (1 - \alpha )

1\int 
0

(1 - tk)
dt

t \mathrm{l}\mathrm{n}1+\alpha (1/t)
, (5)

где \Gamma (\alpha ) — гамма-функция Эйлера.

Доказательство. Проинтегрируем по частям интеграл, определяющий гамма-функцию
Эйлера, при условии на параметр 0 < \alpha < 1 :

\Gamma (\alpha ) =

+\infty \int 
0

x\alpha  - 1d(1 - e - x) = (1 - \alpha )

+\infty \int 
0

1 - e - x

x2 - \alpha 
dx =

=
1 - \alpha 

k1 - \alpha 

+\infty \int 
0

1 - e - kx

x2 - \alpha 
dx =

1 - \alpha 

k1 - \alpha 

1\int 
0

1 - tk

t \mathrm{l}\mathrm{n}2 - \alpha (1/t)
dt.

Отсюда легко следует (5).
Лемма 2. Для неравных по модулю комплексных чисел a, b \in \BbbC и любого n \in \BbbN выполня-

ются неравенства

| an  - bn| \leq | a - b| 
n - 1\sum 
k=0

| a| n - k - 1| b| k, (6)

| an  - bn| \leq | a - b| | a| 
n  - | b| n

| a|  - | b| 
. (7)

Оба неравенства не вызывают сомнений.
Доказательство теоремы 1. Чтобы установить связь между полиномами D\alpha Pn(z) и

Pn(z), воспользуемся композицией полиномов (по Сеге). Пусть

Pn(z) =
n\sum 

k=0

Ck
nakz

k и D\alpha Pn(z) =
n\sum 

k=1

Ck
nakk

\alpha zk - 1.

Тогда

zD\alpha Pn(z) = Pn(z)\otimes R\alpha 
n(z), где R\alpha 

n(z) =

n\sum 
k=1

Ck
nk

\alpha zk = D\alpha (1 + z)n

и M(R\alpha 
n), в силу (4), есть A(n, \alpha ), n = 1, 2, 3, . . . . Нас интересует случай n \geq 2.
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При \alpha = 0 (для производной нулевого порядка) R0
n = (1 + z)n  - 1. Мера полиномов

(1 + z)n  - 1 была подсчитана в [5]:

A(n, 0) = M
\bigl( 
(1 + z)n  - 1

\bigr) 
=

\prod 
n/6<k<5n/6

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi k

n
\approx (1, 4)n, n \geq 2.

Перейдем к основному случаю 0 < \alpha < 1. Представим полином R\alpha 
n(z) в интегральной

форме, заменив множитель k\alpha интегралом (5):

R\alpha 
n(z) =

\alpha 

\Gamma (1 - \alpha )

1\int 
0

\bigl[ 
(1 + z)n  - (1 + tz)n

\bigr] dt

t \mathrm{l}\mathrm{n}1+\alpha (1/t)
.

Отсюда

\bigm| \bigm| R\alpha 
n(z)

\bigm| \bigm| \leq \alpha 

\Gamma (1 - \alpha )

1\int 
0

\bigm| \bigm| (1 + z)n  - (1 + tz)n
\bigm| \bigm| dt

t \mathrm{l}\mathrm{n}1+\alpha (1/t)
. (8)

Мера M(R\alpha 
n) определяется значениями полинома R\alpha 

n на единичной окружности, поэтому,
оценивая

\bigm| \bigm| R\alpha 
n(z)

\bigm| \bigm| , считаем z = ei\varphi , \varphi \in ( - \pi , \pi ). Тогда для любого t \in (0, 1) справедливо
равенство

| 1 + tz| 2 = | 1 + z| 2t+ (1 - t)2. (9)

Дальнейшие рассуждения проведем в два приема: сначала при | 1 + z| > 1, а затем при
| 1 + z| < 1.

Итак, пусть | 1 + z| > 1. По лемме 2 (неравенство (7))

| (1 + z)n  - (1 + tz)n| \leq (1 - t)
| 1 + z| n  - | 1 + tz| n

| 1 + z|  - | 1 + tz| 
=

= (1 - t)
| 1 + z| n  - | 1 + tz| n

| 1 + z| 2  - | 1 + tz| 2
(| 1 + z| + | 1 + tz| ).

Из (9) следует, что

| 1 + z| 2  - | 1 + tz| 2 = (1 - t)(| 1 + z| 2  - 1 + t) > (1 - t)(| 1 + z| 2  - 1)

и, в частности, | 1 + z| > | 1 + tz| , а также

| 1 + z| n  - | 1 + tz| n \leq | 1 + z| n(1 - tn/2)

для любого t \in (0, 1).

Применяя полученные неравенства, продолжаем оценку (8):

| R\alpha 
n(z)| \leq 

2| 1 + z| n+1

| 1 + z| 2  - 1

\alpha 

\Gamma (1 - \alpha )

1\int 
0

(1 - t
n
2 )

dt

t \mathrm{l}\mathrm{n}1+\alpha (1/t)
.

Примечательно, что оценку | R\alpha 
n(z)| мы начинали, используя интеграл (5), и окончательно

пришли к интегралу того же вида. Далее, по лемме 1 для k = n/2 получаем
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| R\alpha 
n(z)| \leq 21 - \alpha n\alpha | 1 + z| n+1

| 1 + z| 2  - 1
. (10)

Пусть теперь | 1+z| < 1. Для оценки | (1+z)n - (1+tz)n| применим лемму 2 (неравенство (6))
и учтем, что | 1 + tz| 2 < | 1 + z| 2t+ 1 - t < 1 при каждом t \in (0, 1):

| (1 + z)n  - (1 + tz)n| < (1 - t)

n - 1\sum 
k=0

| 1 + z| n - k - 1 <
1 - t

1 - | 1 + z| 
.

Это позволяет продолжить оценку (8) для данного случая:

| R\alpha 
n(z)| \leq 

\alpha 

\Gamma (1 - \alpha )

1\int 
0

(1 - t)
dt

t \mathrm{l}\mathrm{n}1+\alpha (1/t)

1

1 - | 1 + z| 
.

Тогда по лемме 1 при k = 1 имеем

| R\alpha 
n(z)| \leq 

1

1 - | 1 + z| 
. (11)

Остается перейти к оценке M(R\alpha 
n), используя неравенства (10) и (11). По определению

M(R\alpha 
n) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left(  1

2\pi 

2\pi \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n} | R\alpha 
n(e

i\varphi )| d\varphi 

\right)  \leq 

\leq 2
2(1 - \alpha )

3 n
2
3
\alpha \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left(   n+ 1

\pi 

2\pi 
3\int 

0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\varphi 

2

\Bigr) 
d\varphi  - 

 - 1

\pi 

\pi \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\bigm| \bigm| \bigm| 1 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\varphi 

2

\bigm| \bigm| \bigm| d\varphi  - 1

\pi 

2\pi 
3\int 

0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 + 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\varphi 

2

\Bigr) 
d\varphi 

\right)   .

Полученные интегралы выразим посредством функции Лобачевского L(x) и воспользуемся ее
табличными значениями (см. [9]):

L(x) =  - 
x\int 

0

\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi d\varphi ,

2

\pi 

\pi /3\int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}(2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi )d\varphi =
2

3
\mathrm{l}\mathrm{n} 2 - 2

\pi 
L(\pi /3) \approx 0,323,

2

\pi 

\pi /2\int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n} | 1 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi | d\varphi =
4

\pi 

\biggl( 
L
\Bigl( \pi 

12

\Bigr) 
+ L

\biggl( 
5\pi 

12

\biggr) \biggr) 
 - 2 \mathrm{l}\mathrm{n} 2 \approx  - 0,777,

2

\pi 

\pi /3\int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
\bigl( 
1 + 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi 

\bigr) 
d\varphi =

4

3
\mathrm{l}\mathrm{n} 2 - 4

\pi 
L
\Bigl( \pi 
3

\Bigr) 
\approx 0,646.
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Окончательно

A(n, \alpha ) = M(R\alpha 
n) \leq 1,6 \cdot 22(1 - \alpha )/3n2\alpha /3A(n, 0). (12)

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Запишем дробный интеграл I\alpha Pn(z) в виде композиции

1

z
I\alpha Pn(z) = Pn(z)\otimes B\alpha 

n (z),

где B\alpha 
n (z) =

\sum n

k=0
Ck
n

zk

(k + 1)\alpha 
= I\alpha (1+z)n. На основании неравенства (4) B(n, \alpha ) = M(B\alpha 

n ).

Заметим также, что между полиномами, составляющими композицию для дробного интеграла
и для дробной производной, существует взаимосвязь

B\alpha 
n (z) =

n+1\sum 
k=1

Ck - 1
n

zk - 1

k\alpha 
=

1

(n+ 1)z

n+1\sum 
k=1

Ck
n+1k

1 - \alpha zk =
1

(n+ 1)z
R1 - \alpha 

n+1(z).

Но тогда, используя оценку (12) меры M(R\alpha 
n), имеем

B(n, \alpha ) = M(B\alpha 
n ) =

1

n+ 1
M(R1 - \alpha 

n+1) \leq 1, 6 \cdot 22\alpha /3n - (1+2\alpha )/3(1, 4)n,

что и требовалось доказать.
Замечание 1. Теорема 1 доказана в предположении, что n \geq 2. В случае n = 1 полином,

составляющий композицию для производной D\alpha P1(z) при любом 0 < \alpha < 1, имеет простой
вид R\alpha 

1 = z и A(1, \alpha ) = M(z) = 1, очевидно, точная постоянная.
Замечание 2. Остался открытым вопрос об окончательности оценок в теоремах 1 и 2

(кроме случая \alpha = 0 в теореме 1). Особое внимание привлекает множитель (1, 4)n. Отметим
только его необходимое наличие для „граничных” коэффициентов A(n, 0) и B(n, 1).

Замечание 3. Благодаря оценке (4), теоремы 1 и 2 обеспечивают выполнение неравенств

\| D\alpha Pn\| p \leq A(n, \alpha )\| Pn\| p и \| I\alpha Pn\| p \leq B(n, \alpha )\| Pn\| p, 0 \leq p \leq \infty .
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