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ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА КОЛЛОКАЦИИ
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

We present the substantiation of the collocation method for a system surface integral equations of the boundary-value
problem of conjugation for the Helmholtz equations. Moreover, we construct a sequence convergent to the exact solution
of the boundary-value problem of conjugation and estimate its error.

Наведено обґрунтування методу колокацiї для системи поверхневих iнтегральних рiвнянь граничної задачi спря-
ження для рiвнянь Гельмгольца. Крiм того, побудовано послiдовнiсть, що збiгається до точного розв’язку граничної
задачi спряження, i наведено оцiнку похибки.

1. Введение и постановка задачи. Известно, что процесс распространения акустических волн
в однородной изотропной среде описывается волновым уравнением, решение которого иссле-
довано, например, в работах [1 – 4] приближенными методами. Одним из методов решения
граничной задачи для уравнения Гельмгольца является приведение их к интегральному урав-
нению. А поскольку интегральные уравнения в замкнутом виде решаются лишь в некоторых
случаях, первостепенное значение приобретает разработка приближенных методов решения
интегральных уравнений с соответствующим теоретическим обоснованием. Отметим, что ряд
работ (см. [5 – 17]) посвящен исследованию приближенных решений интегральных уравнений
различных краевых задач для уравнения Гельмгольца. В настоящей работе изучается при-
ближенное решение граничной задачи сопряжения для уравнений Гельмгольца в трехмерном
пространстве методом интегральных уравнений.

Рассмотрим распространение акустических волн в однородной изотропной среде D \subset \BbbR 3

со скоростью распространения звука c0 и коэффициентом поглощения \gamma 0. Тогда потенциал
скоростей U0 удовлетворяет диссипативному волновому уравнению

\partial 2U0

\partial t2
+ \gamma 0

\partial U0

\partial t
 - c20\Delta U0 = 0,

и, следовательно, для гармонически зависящих от времени акустических волн вида U0(x, t) =

= u0(x)e
 - i\omega 0t с частотой \omega 0 > 0 амплитуда u0 удовлетворяет уравнению Гельмгольца (см. [18,

с. 78])

\Delta u0 + k20u0 = 0 в D, (1.1)

где \Delta — оператор Лапласа, k20 = \omega 0(\omega 0+ i\gamma 0)/c
2
0. Выберем k0 так, чтобы выполнялось условие

\mathrm{I}\mathrm{m} k0 \geq 0. Кроме того, рассматривая распространение акустических волн в однородной изо-
тропной среде \BbbR 3\setminus \=D со скоростью распространения звука c и коэффициентом поглощения \gamma ,
получаем, что амплитуда u удовлетворяет уравнению Гельмгольца

\Delta u+ k2u = 0 в \BbbR 3\setminus \=D, (1.2)

где k2 = \omega (\omega +i\gamma )/c2, \omega > 0 — частота акустической волны вида U(x, t) = u(x) e - i\omega t. Выберем
k опять-таки так, чтобы выполнялось условие \mathrm{I}\mathrm{m} k \geq 0.
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Пусть D — ограниченная область с дважды непрерывно дифференцируемой границей S.

Известно (см. [18, с. 112]), что математическая формулировка задачи дифракции акустиче-
ских волн на теле D с различными акустическими характеристиками в \BbbR 3\setminus \=D и D при-
водит к задаче сопряжения, которая заключается в следующем: найти две функции u \in 
\in C2

\bigl( 
\BbbR 3\setminus \=D

\bigr) \bigcap 
C
\bigl( 
\BbbR 3\setminus D

\bigr) 
и u0 \in C2(D)

\bigcap 
C
\bigl( 
\=D
\bigr) 
, удовлетворяющие уравнениям Гельмголь-

ца (1.1) и (1.2), условию излучения\biggl( 
x

| x| 
, \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u(x)

\biggr) 
 - iku(x) = o

\biggl( 
1

| x| 

\biggr) 
, | x| \rightarrow \infty ,

равномерно по всем направлениям x/| x| и условиям сопряжения

\mu u - \mu 0u0 = f на S,

\partial u

\partial \vec{}n
 - \partial u0

\partial \vec{}n
= g на S,

где \vec{}n(x) — единичная внешняя нормаль в точке x \in S, f и g — заданные непрерывные функции
на S, а \mu и \mu 0 — заданные комплексные числа, причем \mu + \mu 0 \not = 0. Здесь второе граничное
условие понимается в том смысле, что

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
h\rightarrow +0

\biggl( 
\partial u (x+ h\vec{}n(x))

\partial \vec{}n(x)
 - \partial u0 (x - h\vec{}n(x))

\partial \vec{}n(x)

\biggr) 
= g(x), x \in S,

равномерно по x на S. С физической точки зрения надлежащий выбор постоянных \mu и \mu 0
гарантирует непрерывность давления и нормальной скорости акустических волн при переходе
через границу S.

В монографии [18, с. 114] показано, что комбинация потенциалов простого и двойного
слоев

u(x) =

\int 
S

\biggl\{ 
\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(y)
\psi (y) + \mu \Phi k(x, y)\varphi (y)

\biggr\} 
dSy, x \in \BbbR 3\setminus \=D,

u0(x) =

\int 
S

\biggl\{ 
\partial \Phi k0(x, y)

\partial \vec{}n(y)
\psi (y) + \mu 0\Phi k0(x, y)\varphi (y)

\biggr\} 
dSy, x \in D,

с непрерывными плотностями \psi и \varphi является решением задачи сопряжения, если \psi и \varphi —
решения системы интегральных уравнений

(\mu + \mu 0)\psi + (\mu K  - \mu 0K0)\psi +
\bigl( 
\mu 2L - \mu 20L0

\bigr) 
\varphi = 2f,

(\mu + \mu 0)\varphi  - (T  - T0)\psi  - 
\bigl( 
\mu \~K  - \mu 0 \~K0

\bigr) 
\varphi =  - 2g,

(1.3)

где

\Phi k(x, y) = eik| x - y| /(4\pi | x - y| ), \Phi k0(x, y) = \Phi k(x, y)| k=k0 , x, y \in \BbbR 3, x \not = y,

(K\psi )(x) = 2

\int 
S

\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(y)
\psi (y) dSy, K0 = K| k=k0 , x \in S,
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(T\psi )(x) = 2
\partial 

\partial \vec{}n(x)

\left(  \int 
S

\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(y)
\psi (y) dSy

\right)  , T0 = T | k=k0 , x \in S,

(L\varphi )(x) = 2

\int 
S

\Phi k(x, y)\varphi (y) dSy, L0 = L| k=k0 , x \in S,

( \~K\varphi )(x) = 2

\int 
S

\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(x)
\varphi (y) dSy, \~K0 = \~K| k=k0 , x \in S.

В пространстве C(S)\times C(S) введем оператор

A =
1

\mu + \mu 0

\Biggl( 
\mu K  - \mu 0K0 \mu 2L - \mu 20L0

T0  - T \mu 0 \~K0  - \mu \~K

\Biggr) 
.

Тогда систему (1.3) можно записать в виде

(I +A)\chi = h, (1.4)

где I — единичный оператор в C(S)\times C(S), \chi =

\biggl( 
\psi 

\varphi 

\biggr) 
и h =

2

\mu + \mu 0

\biggl( 
f

 - g

\biggr) 
. Следует заметить,

что C(S) \times C(S) является банаховым пространством с нормой \| \chi \| \infty = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ \| \psi \| \infty , \| \varphi \| \infty \} ,
где \| f\| \infty = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x\in S | f(x)| .

К сожалению, до сих пор не исследованы приближенные методы решения систем инте-
гральных уравнений (1.3). В этой статье мы постарались устранить этот пробел.

2. Построение кубатурной формулы. Разобьем S на элементарные области S =
\bigcup N

l=1 S
N
l

такие, что:

1) для каждого l = 1, N область SN
l замкнута и множество

0

SN
l ее внутренних относительно

S точек не пусто, причем \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}
0

SN
l = \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

l и
0

SN
l

\bigcap 0

SN
j = \varnothing при j \in \{ 1, 2, . . . , N\} , j \not = l;

2) для каждого l = 1, N область SN
l представляет собой связный кусок поверхности S с

непрерывной границей;
3) для каждого l = 1, N существует так называемая опорная точка xl \in SN

l такая, что:
3.1) rl(N) \sim Rl(N) (rl(N) \sim Rl(N) \leftrightarrow C1 \leq rl(N)/Rl(N) \leq C2, C1 и C2 — поло-

жительные постоянные, не зависящие от N ), где rl(N) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}x\in \partial SN
l
| x  - xl| и Rl(N) =

= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x\in \partial SN
l
| x - xl| ;

3.2) Rl(N) \leq d/2, где d — радиус стандартной сферы (см. [19, c. 400]);
3.3) rj(N) \sim rl(N) для каждого j = 1, N.

Очевидно, что r(N) \sim R(N) и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}N\rightarrow \infty R(N) = 0, где R(N) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}l=1,N Rl(N), r(N) =

= \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}l=1,N rl(N).

Такое разбиение, как и разбиение единичной сферы на элементарные части, было проведено
в [20].

Пусть Sd(x) и \Gamma d(x) — части соответственно поверхности S и касательной плоскости \Gamma (x)

в точке x \in S, заключенные внутри сферы Bd(x) радиуса d с центром в точке x. Кроме того,
пусть \~y \in \Gamma (x) — проекция точки y \in S. Тогда
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| x - \~y| \leq | x - y| \leq c1(S) | x - \~y| и \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}Sd(x) \leq c2(S)\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s} \Gamma d(x), (2.1)

где c1(S) и c2(S) — положительные постоянные, зависящие лишь от S (если S — сфера, то
c1(S) =

\surd 
2 и c2(S) = 2).

Справедлива следующая лемма.
Лемма 2.1 [20]. Существуют не зависящие от N постоянные C \prime 

0 > 0 и C \prime 
1 > 0, для

которых при любых l, j \in \{ 1, 2, . . . , N\} , j \not = l, и любом y \in SN
j выполняется следующее

неравенство:
C \prime 
0 | y  - xl| \leq | xj  - xl| \leq C \prime 

1 | y  - xl| . (2.2)

Пусть \BbbC 2N — пространство векторов z2N =
\bigl( 
z2N1 , z2N2 , . . . , z2N2N

\bigr) T
, z2Nl \in \BbbC , l = 1, 2N, с

нормой
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}l=1,2N

\bigm| \bigm| z2Nl \bigm| \bigm| , а p2N : C(S) \times C(S) \rightarrow \BbbC 2N — линейный ограниченный
оператор, определяемый формулой

p2N\chi = p2N

\Biggl( 
\psi 

\varphi 

\Biggr) 
=
\Bigl( 
\psi (x1) , \psi (x2) , . . . , \psi (xN ) , \varphi (x1) , \varphi (x2) , . . . , \varphi (xN )

\Bigr) T
и называемый оператором простого сноса, где запись aT означает транспонирование вектора
a. Кроме того, для функции \chi \in C(S)\times C(S) введем модуль непрерывности вида

\omega (\chi , \delta ) = \delta \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\tau \geq \delta 

\=\omega (\chi , \tau )

\tau 
, \delta > 0, где \=\omega (\chi , \tau ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

| x - y| \leq \tau 
x,y\in S

| \chi (x) - \chi (y)| ,

и рассмотрим 2N -мерную матрицу A2N = (alj)
2N
l,j=1 с элементами

alj =
| \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} (l  - j)| 
\mu + \mu 0

\biggl( 
\mu 
\partial \Phi k (xl, xj)

\partial \vec{}n (xj)
 - \mu 0

\partial \Phi k0 (xl, xj)

\partial \vec{}n (xj)

\biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j

при l = 1, N и j = 1, N ;

alj =
| \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} (l  - j +N)| 

\mu + \mu 0

\bigl( 
\mu 2\Phi k (xl, xj - N ) - \mu 20\Phi k0 (xl, xj - N )

\bigr) 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j - N

при l = 1, N и j = N + 1, 2N ;

alj =
| \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} (l  - j  - N)| 

\mu + \mu 0

\partial 

\partial \vec{}n (xl - N )

\biggl( 
\partial (\Phi k0 (xl - N , xj) - \Phi k (xl - N , xj))

\partial \vec{}n (xj)

\biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j

при l = N + 1, 2N и j = 1, N ;

alj =
| \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} (l  - j)| 
\mu + \mu 0

\biggl( 
\mu 0
\partial \Phi k0 (xl - N , xj - N )

\partial \vec{}n (xl - N )
 - \mu 

\partial \Phi k (xl - N , xj - N )

\partial \vec{}n (xl - N )

\biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j - N

при l = N + 1, 2N и j = N + 1, 2N.

Теорема 2.1. Пусть \chi =

\biggl( 
\psi 

\varphi 

\biggr) 
принадлежит пространству C(S)\times C(S). Тогда выраже-

ние
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N\sum 
j=1

al j\psi (xj) +

N\sum 
j=1

al,N+j \varphi (xj)

N\sum 
j=1

aN+l,j \psi (xj) +
N\sum 
j=1

aN+l,N+j \varphi (xj)

\right)       (2.3)

в точках xl, l = 1, N, является кубатурной формулой для (A\chi )(x), причем справедлива оценка\bigm\| \bigm\| p2N (A\chi ) - A2N (p2N\chi )
\bigm\| \bigm\| \leq M

\bigl[ 
\| \chi \| \infty R(N)| \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (\chi ,R(N))

\bigr] 
. (2.4)

Здесь и далее через M обозначены положительные постоянные, разные в различных нера-
венствах.

Доказательство. В работе [21] доказано, что выражения

(L\varphi )N (xl) = 2
N\sum 
j=1
j \not =l

\Phi k (xl, xj)\varphi (xj)\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN
j ,

(K\psi )N (xl) = 2

N\sum 
j=1
j \not =l

\partial \Phi k (xl, xj)

\partial \vec{}n (xj)
\psi (xj)\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j ,

\Bigl( 
\~K\varphi 
\Bigr) N

(xl) = 2
N\sum 
j=1
j \not =l

\partial \Phi k (xl, xj)

\partial \vec{}n (xl)
\varphi (xj)\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j ,

((T  - T0)\psi )
N (xl) = 2

N\sum 
j=1
j \not =l

\partial 

\partial \vec{}n (xl)

\biggl( 
\partial (\Phi k (xl, xj) - \Phi k0 (xl, xj))

\partial \vec{}n (xj)

\biggr) 
\psi (xj)\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}SN

j

в точках xl, l = 1, N, являются кубатурными формулами для интегралов (L\varphi )(x), (K\psi )(x),

( \~K\varphi )(x) и ((T  - T0)\psi ) (x) соответственно, причем

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
l=1,N

\bigm| \bigm| (L\varphi )(xl) - (L\varphi )N (xl)
\bigm| \bigm| \leq M (\| \varphi \| \infty R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (\varphi ,R(N))),

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
l=1,N

\bigm| \bigm| (K\psi )(xl) - (K\psi )N (xl)
\bigm| \bigm| \leq M (\| \psi \| \infty R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (\psi ,R(N))),

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
l=1,N

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( \~K\varphi 
\Bigr) 
(xl) - 

\Bigl( 
\~K\varphi 
\Bigr) N

(xl)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq M (\| \varphi \| \infty R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (\varphi ,R(N))),

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
l=1,N

\bigm| \bigm| ((T  - T0)\psi )(xl) - ((T  - T0)\psi )
N (xl)

\bigm| \bigm| \leq 
\leq M(\| \psi \| \infty R(N)| \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (\psi ,R(N))).

Следовательно, выражения

N\sum 
j=1

al j\psi (xj) +

N\sum 
j=1

al,N+j \varphi (xj)
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и

N\sum 
j=1

aN+l,j \psi (xj) +
N\sum 
j=1

aN+l,N+j \varphi (xj) ,

в точках xl, l = 1, N, являются кубатурными формулами для интегралов

1

\mu + \mu 0

\bigl( 
(\mu K\psi  - \mu 0K0\psi )(x) +

\bigl( 
\mu 2L\varphi  - \mu 20L0\varphi 

\bigr) 
(x)
\bigr) 

и

1

\mu + \mu 0

\Bigl( 
(T0\psi  - T\psi ) (x) +

\bigl( 
\mu 0 \~K0\varphi  - \mu \~K\varphi 

\bigr) 
(x)
\Bigr) 

соответственно. Значит, выражение\left(        

N\sum 
j=1

al j\psi (xj) +
N\sum 
j=1

al,N+j \varphi (xj)

N\sum 
j=1

aN+l,j \psi (xj) +
N\sum 
j=1

aN+l,N+j \varphi (xj)

\right)        
в точках xl, l = 1, N, является кубатурной формулой для (A\chi )(x). Кроме того, принимая
во внимание оценки погрешностей кубатурных формул для интегралов (L\varphi )(x), (K\psi )(x),

( \~K\varphi )(x) и
\bigl( 
(T  - T0)\psi 

\bigr) 
(x), убеждаемся в справедливости оценки (2.4).

Теорема 2.1 доказана.
3. Обоснование метода коллокации. Использовав кубатурную формулу (2.3), систему

интегральных уравнений (1.3) заменим системой алгебраических уравнений относительно
z2N \in \BbbC 2N , являющегося приближенным значением p2N\chi 

\bigl( 
здесь z2Nl , l = 1, N, является

приближенным значением \psi (xl), а z2NN+l, l = 1, N, — приближенным значением \varphi (xl)
\bigr) 
. Эту

систему, в свою очередь, запишем в виде\bigl( 
I2N + A2N

\bigr) 
z2N = h2N , (3.1)

где h2N = p2Nh и I 2N — единичный оператор в \BbbC 2N .

Сформулируем теперь основной результат данной работы.
Теорема 3.1. Пусть h принадлежит пространству C(S)\times C(S). Тогда уравнения (1.4) и

(3.1) имеют единственные решения \chi \ast \in C(S)\times C(S) и z2N\ast \in \BbbC 2N (при N \geq N0) соответ-
ственно, при этом \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}N\rightarrow \infty 

\bigm\| \bigm\| z2N\ast  - p2N\chi \ast 
\bigm\| \bigm\| = 0 с оценкой скорости сходимости\bigm\| \bigm\| z2N\ast  - p2N\chi \ast 

\bigm\| \bigm\| \leq M
\bigl[ 
R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (h,R(N))

\bigr] 
.

Доказательство. Вначале отметим, что здесь мы будем пользоваться теоремой Г. М. Вай-
никко о сходимости для линейных операторных уравнений (см. [22]). При этом воспользуемся
обозначениями, необходимыми определениями и предложениями из работы [22].

Проверим выполнение условий теоремы 4.2 из работы [22, с. 14]. В работе [18, с. 114]
доказано, что \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(I + A) = \{ 0\} . Очевидно, что операторы I2N + A2N фредгольмовы с нуле-
вым индексом и система операторов простого сноса P =

\bigl\{ 
p2N

\bigr\} 
является связывающей для
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пространств C(S) \times C(S) и \BbbC 2N . Тогда по определению 1.2 из работы [22, с. 7] h2N
P\rightarrow h, а

согласно теореме 2.1 и определению 2.1 из работы [22, с. 10] I2N +A2N PP\rightarrow I +A. Поскольку
по определению 3.2 из работы [22, с. 11] I2N \rightarrow I устойчиво, то согласно предложению 3.5 из
работы [22, с. 12] и определению 3.3 из работы [22, с. 11] осталось проверить условие компакт-
ности, которое в силу предложения 1.1 из работы [22, с. 8] равносильно условию: для любой
последовательности

\bigl\{ 
z2N

\bigr\} 
, z2N \in \BbbC 2N ,

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| \leq M, существует относительно компактная
последовательность

\bigl\{ 
A2Nz

2N
\bigr\} 
\subset C(S)\times C(S) такая, что\bigm\| \bigm\| A2N z2N  - p2N

\bigl( 
A2Nz

2N
\bigr) \bigm\| \bigm\| \rightarrow 0 при N \rightarrow \infty .

В качестве
\bigl\{ 
A2Nz

2N
\bigr\} 

выберем последовательность

\bigl( 
A2Nz

2N
\bigr) 
(x) =

\left(        

2N\sum 
j=1

a
(1)
j (x) z2Nj

2N\sum 
j=1

a
(2)
j (x) z2Nj

\right)        ,

где

a
(1)
j (x) =

2

\mu + \mu 0

\left(    \mu \int 
SN
j

\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(y)
dSy  - \mu 0

\int 
SN
j

\partial \Phi k0(x, y)

\partial \vec{}n(y)
dSy

\right)    
при j = 1, N,

a
(1)
j (x) =

2

\mu + \mu 0

\left(    \mu 2 \int 
SN
j - N

\Phi k(x, y)dSy  - \mu 20

\int 
SN
j - N

\Phi k0(x, y)dSy

\right)    
при j = N + 1, 2N,

a
(2)
j (x) =

2

\mu + \mu 0

\int 
SN
j

\partial 

\partial \vec{}n(x)

\Biggl( 
\partial 
\bigl( 
\Phi k0(x, y) - \Phi k(x, y)

\bigr) 
\partial \vec{}n(y)

\Biggr) 
dSy

при j = 1, N,

a
(2)
j (x) =

2

\mu + \mu 0

\left(    \mu 0 \int 
SN
j - N

\partial \Phi k0(x, y)

\partial \vec{}n(x)
dSy  - \mu 

\int 
SN
j - N

\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(x)
dSy

\right)    
при j = N + 1, 2N.

Очевидно, что \bigm| \bigm| \bigl( A2Nz
2N
\bigr) 
(x)
\bigm| \bigm| \leq M

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| \forall x \in S. (3.2)

Возьмем любые точки x\prime , x\prime \prime \in S такие, что | x\prime  - x\prime \prime | = \delta < d/2. Тогда
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2N\sum 
j=1

a
(1)
j (x\prime )z2Nj  - 

2N\sum 
j=1

a
(1)
j (x\prime \prime )z2Nj

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 

2 | \mu | 
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 

| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy + 2 | \mu | 
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 

| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy+
+
2 | \mu | 

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy + 2 | \mu | 
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 

| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy+
+
2 | \mu | 

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\setminus (S\delta /2(x

\prime )
\bigcup 

S\delta /2(x
\prime \prime ))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)
 - \partial \Phi k(x

\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy+
+
2 | \mu 0| 

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k0(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy + 2 | \mu 0| 
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 

| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k0(x
\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy+
+
2 | \mu 0| 

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k0(x
\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy + 2 | \mu 0| 
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 

| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k0(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy+
+
2 | \mu 0| 

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\setminus (S\delta /2(x

\prime )
\bigcup 

S\delta /2(x
\prime \prime ))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k0(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)
 - \partial \Phi k0(x

\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy+
+
2| \mu 2| \| z2N\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \Phi k(x
\prime , y)

\bigm| \bigm| dSy + 2| \mu 2| \| z2N\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \Phi k(x
\prime \prime , y)

\bigm| \bigm| dSy+
+
2
\bigm| \bigm| \mu 2\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \Phi k(x
\prime \prime , y)

\bigm| \bigm| dSy + 2
\bigm| \bigm| \mu 2\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \Phi k(x
\prime , y)

\bigm| \bigm| dSy+
+
2
\bigm| \bigm| \mu 2\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\setminus (S\delta /2(x

\prime )
\bigcup 

S\delta /2(x
\prime \prime ))

\bigm| \bigm| \Phi k(x
\prime , y) - \Phi k(x

\prime \prime , y)
\bigm| \bigm| dSy+

+
2
\bigm| \bigm| \mu 20\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \Phi k0(x
\prime , y)

\bigm| \bigm| dSy + 2
\bigm| \bigm| \mu 20\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \Phi k0(x
\prime \prime , y)

\bigm| \bigm| dSy+
+
2
\bigm| \bigm| \mu 20\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \Phi k0(x
\prime \prime , y)

\bigm| \bigm| dSy + 2
\bigm| \bigm| \mu 20\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \Phi k0(x
\prime , y)

\bigm| \bigm| dSy+
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+
2
\bigm| \bigm| \mu 20\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| 
| \mu + \mu 0| 

\int 
S\setminus (S\delta /2(x

\prime )
\bigcup 

S\delta /2(x
\prime \prime ))

\bigm| \bigm| \Phi k0(x
\prime , y) - \Phi k0(x

\prime \prime , y)
\bigm| \bigm| dSy. (3.3)

Используя неравенство\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq M

| x - y| 
\forall x, y \in S, x \not = y,

и формулу сведения поверхностного интеграла к двойному, получаем\int 
S\delta /2(x

\prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy \leq M

\int 
S\delta /2(x

\prime )

1

| x\prime  - y| 
dSy \leq M\delta ,

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy \leq M\delta .

Кроме того, принимая во внимание неравенства | x\prime \prime  - y| \geq \delta /2 \forall y \in S\delta /2(x
\prime ) и | x\prime  - y| \geq 

\geq \delta /2 \forall y \in S\delta /2(x
\prime \prime ), имеем\int 

S\delta /2(x
\prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy \leq M

\int 
S\delta /2(x

\prime )

1

| x\prime \prime  - y| 
dSy \leq 2M

\delta 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}

\bigl( 
S\delta /2(x

\prime )
\bigr) 
\leq M\delta ,

\int 
S\delta /2(x

\prime \prime )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy \leq M\delta .

Учитывая, что\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)
 - \partial \Phi k(x

\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq M\delta 

| x\prime  - y| 2
\forall y \in S\setminus 

\Bigl( 
S\delta /2(x

\prime )
\bigcup 
S\delta /2(x

\prime \prime )
\Bigr) 
,

находим \int 
S\setminus (S\delta /2(x

\prime )
\bigcup 

S\delta /2(x
\prime \prime ))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \Phi k(x
\prime , y)

\partial \vec{}n(y)
 - \partial \Phi k(x

\prime \prime , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dSy \leq M\delta | \mathrm{l}\mathrm{n} \delta | .

Оценивая остальные слагаемые в неравенстве (3.3), получаем\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2N\sum 
j=1

a
(1)
j (x\prime )z2Nj  - 

2N\sum 
j=1

a
(1)
j (x\prime \prime )z2Nj

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
M
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{l}\mathrm{n} \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \forall x\prime , x\prime \prime \in S.

Аналогично можно показать, что\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2N\sum 
j=1

a
(2)
j (x\prime )z2Nj  - 

2N\sum 
j=1

a
(2)
j (x\prime \prime )z2Nj

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
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\leq M
\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{l}\mathrm{n} \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \forall x\prime , x\prime \prime \in S.

В результате имеем \bigm| \bigm| \bigl( A2Nz
2N
\bigr) 
(x\prime ) - 

\bigl( 
A2Nz

2N
\bigr) 
(x\prime \prime )

\bigm| \bigm| \leq 
\leq M

\bigm\| \bigm\| z2N\bigm\| \bigm\| \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{l}\mathrm{n} \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \forall x\prime , x\prime \prime \in S, (3.4)

а значит,
\bigl\{ 
A2Nz

2N
\bigr\} 
\subset C(S)\times C(S).

Относительная компактность последовательности
\bigl\{ 
A2Nz

2N
\bigr\} 

следует из теоремы Арцела.
Действительно, при условии

\bigm\| \bigm\| zN\bigm\| \bigm\| \leq M равномерная ограниченность непосредственно следует
из неравенства (3.2), а равностепенная непрерывность — из оценки (3.4). Кроме того, принимая
во внимание способ разбиения поверхности S на элементарные части и лемму 2.1, получаем\bigm\| \bigm\| A2N z2N  - p2N

\bigl( 
A2Nz

2N
\bigr) \bigm\| \bigm\| \rightarrow 0 при N \rightarrow \infty .

Тогда, применяя теорему 4.2 из работы [22, с. 14], убеждаемся, что уравнения (1.4) и (3.1)
имеют единственные решения \chi \ast \in C(S) \times C(S) и z2N\ast \in \BbbC 2N , N \geq N0, соответственно,
причем

m0 \delta N \leq 
\bigm\| \bigm\| z2N\ast  - p2N\chi \ast 

\bigm\| \bigm\| \leq M0 \delta N ,

где

m0 = 1/ \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
N\geq N0

\bigm\| \bigm\| I2N +A2N
\bigm\| \bigm\| > 0, M0 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

N\geq N0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigl( I2N +A2N
\bigr)  - 1
\bigm\| \bigm\| \bigm\| < +\infty ,

\delta N =
\bigm\| \bigm\| \bigl( I2N +A2N

\bigr) \bigl( 
p2N\chi \ast 

\bigr) 
 - h2N

\bigm\| \bigm\| .
Принимая во внимание равенство

p2Nh = p2N\chi \ast + p2N (A\chi \ast )

и оценку (2.4), находим

\delta N \leq M (\| \chi \ast \| \infty R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (\chi \ast , R(N))).

Как и при доказательстве оценки (3.4), можно показать, что\bigm| \bigm| (A\chi \ast )(x
\prime ) - (A\chi \ast )(x

\prime \prime )
\bigm| \bigm| \leq M \| \chi \ast \| 

\bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{l}\mathrm{n} \bigm| \bigm| x\prime  - x\prime \prime 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \forall x\prime , x\prime \prime \in S,

т. е.

\omega (A\chi \ast , R(N)) \leq M \| \chi \ast \| R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| .

Тогда, принимая во внимание неравенства

\| \chi \ast \| \infty \leq 
\bigm\| \bigm\| (I +A) - 1

\bigm\| \bigm\| \| h\| \infty 
и

\omega (\chi \ast , R(N)) = \omega (h - A\chi \ast , R(N)) \leq \omega (h,R(N)) + \omega (A\chi \ast , R(N)) ,

завершаем доказательство теоремы.
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Следствие 3.1. Пусть z2N\ast = (z\ast 1 , z
\ast 
2 , . . . , z

\ast 
2N )T — решение системы алгебраических урав-

нений (3.1). Тогда последовательность

uN (x\ast ) =

N\sum 
j=1

\biggl( 
\partial \Phi k (x

\ast , xj)

\partial \vec{}n (xj)
z\ast j + \mu \Phi k (x

\ast , xj) z
\ast 
N+j

\biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}Sj , x\ast \in \BbbR 3/ \=D,

сходится к u(x\ast ), а последовательность

uN0 (x\ast ) =
N\sum 
j=1

\biggl( 
\partial \Phi k0 (x\ast , xj)

\partial \vec{}n (xj)
z\ast j + \mu 0\Phi k0 (x\ast , xj) z

\ast 
N+j

\biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}Sj , x\ast \in D,

— к u0(x\ast ), причем \bigm| \bigm| uN (x\ast ) - u(x\ast )
\bigm| \bigm| \leq M [R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (h,R(N))],\bigm| \bigm| uN0 (x\ast ) - u0(x\ast )
\bigm| \bigm| \leq M [R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (h,R(N))].

Доказательство. Известно, что если функция \chi \ast =

\biggl( 
\psi \ast 
\varphi \ast 

\biggr) 
\in C(S)\times C(S) является реше-

нием уравнения (1.4), то функции

u(x) =

\int 
S

\biggl\{ 
\partial \Phi k(x, y)

\partial \vec{}n(y)
\psi \ast (y) + \mu \Phi k(x, y)\varphi \ast (y)

\biggr\} 
dSy, x \in \BbbR 3\setminus \=D,

и

u0(x) =

\int 
S

\biggl\{ 
\partial \Phi k0(x, y)

\partial \vec{}n(y)
\psi \ast (y) + \mu 0\Phi k0(x, y)\varphi \ast (y)

\biggr\} 
dSy, x \in D,

являются решениями граничной задачи сопряжения. Пусть x\ast \in \BbbR 3/ \=D. Нетрудно показать, что

u(x\ast ) - uN (x\ast ) =
N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\partial \Phi k (x
\ast , y)

\partial \vec{}n(y)
(\psi \ast (y) - \psi \ast (xj)) dSy+

+

N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\partial \Phi k (x
\ast , y)

\partial \vec{}n(y)

\bigl( 
\psi \ast (xj) - z\ast j

\bigr) 
dSy+

+
N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\biggl( 
\partial \Phi k (x

\ast , y)

\partial \vec{}n(y)
 - \partial \Phi k (x

\ast , xj)

\partial \vec{}n (xj)

\biggr) 
\psi \ast (y) dSy+

+

N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\biggl( 
\partial \Phi k (x

\ast , xj)

\partial \vec{}n (xj)
 - \partial \Phi k (x

\ast , y)

\partial \vec{}n(y)

\biggr) 
(\psi \ast (y) - \psi \ast (xj)) dSy+
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+
N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\biggl( 
\partial \Phi k (x

\ast , xj)

\partial \vec{}n (xj)
 - \partial \Phi k (x

\ast , y)

\partial \vec{}n(y)

\biggr) \bigl( 
\psi \ast (xj) - z\ast j

\bigr) 
dSy+

+\mu 

N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\Phi k (x
\ast , y) (\varphi \ast (y) - \varphi \ast (xj)) dSy+

+\mu 
N\sum 
j=1

\int 
SN
j

\Phi k (x
\ast , y)

\bigl( 
\varphi \ast (xj) - z\ast N+j

\bigr) 
dSy+

+\mu 
N\sum 
j=1

\int 
SN
j

(\Phi k (x
\ast , y) - \Phi k (x

\ast , xj))\varphi \ast (y) dSy+

+\mu 

N\sum 
j=1

\int 
SN
j

(\Phi k (x
\ast , xj) - \Phi k (x

\ast , y)) (\varphi \ast (y) - \varphi \ast (xj)) dSy+

+\mu 
N\sum 
j=1

\int 
SN
j

(\Phi k (x
\ast , xj) - \Phi k (x

\ast , y))
\bigl( 
\varphi \ast (xj) - z\ast N+j

\bigr) 
dSy.

Кроме того, функции p(y) =
\partial \Phi k(x

\ast , y)

\partial \vec{}n(y)
и q(y) = \Phi k(x

\ast , y) являются непрерывно дифферен-

цируемыми на поверхности S и, следовательно,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j=1,N

| p(y) - p (xj)| \leq \| \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} p\| \infty R(N) \forall y \in S,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j=1,N

| q(y) - q (xj)| \leq \| \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} q\| \infty R(N) \forall y \in S.

Тогда, принимая во внимание теорему 3.1, получаем\bigm| \bigm| uN (x\ast ) - u(x\ast )
\bigm| \bigm| \leq M

\bigl[ 
R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (h,R(N))

\bigr] 
.

Аналогично можно показать, что если x\ast \in D, то\bigm| \bigm| uN0 (x\ast ) - u0(x\ast )
\bigm| \bigm| \leq M

\bigl[ 
R(N) | \mathrm{l}\mathrm{n}R(N)| + \omega (h,R(N))

\bigr] 
.
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