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ОДНА МНОГОЗНАЧНАЯ ДИСКРЕТНАЯ СИСТЕМА И ЕЕ СВОЙСТВА

We consider one multivalued discrete system and study its properties and the existence of its solution.

Розглянуто одну багатозначну дискретну систему, дослiджено деякi її властивостi та iснування розв’язку.

1. Введение. В 1969 г. F. S. de Blasi и F. Iervolino рассмотрели дифференциальные уравнения
с производной Хукухары [1]. В дальнейшем многие авторы изучали свойства решений диффе-
ренциальных уравнений, интегро-дифференциальные уравнения, уравнения высших порядков,
импульсные и управляемые уравнения, а также дифференциальные включения (см. [2 – 8] и
приведенную в них библиографию).

Многозначные уравнения в последнее время не только изучаются в рамках самостоятельной
теории — многозначных дифференциальных уравнений, но и широко применяются при иссле-
довании обычных дифференциальных включений и нечетких дифференциальных уравнений и
включений (см. [3 – 10] и приведенную в них библиографию).

При численном решение многозначных дифференциальных уравнений часто используются
многозначные дискретные системы [11 – 22]. В данной работе мы рассмотрим одну многознач-
ную дискретную систему, исследуем некоторые ее свойства и докажем условия существования
решения.

2. Основные определения и обозначения. Пусть \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) — пространство непустых
выпуклых компактных подмножеств пространства Rn с метрикой Хаусдорфа

h(A,B) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\bigl\{ 
r \geq 0 : A \subset B + Sr(0), B \subset A+ Sr(0)

\bigr\} 
,

где A,B \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn), Sr(c) = \{ x \in Rn : \| x - c\| \leq r\} .
Кроме обычных теоретико-множественных операций рассмотрим в пространстве \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn)

еще две: операции суммы и умножения на скаляр:

A+B = \{ a+ b : a \in A, b \in B\} и \lambda A = \{ \lambda a : a \in A, \lambda \in R\} .

Справедливы следующие свойства: 1) (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn), h) — полное метрическое пространство,
2) h(A + C,B + C) = h(A,B), 3) h(\lambda A, \lambda B) = | \lambda | h(A,B) для всех A,B,C \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) и
\lambda \in R.

Однако пространство \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) не является линейным пространством относительно при-
веденных операций, так как в общем случае нельзя ввести понятие противоположного для
A \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) элемента, т. е. в общем случае A+ ( - 1)A \not = \{ 0\} , хотя если A \in Rn, то для него
противоположный элемент существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) приводит к неоднознач-
ному введению понятия разности множеств и условиям ее существования. В данной статье мы
будем использовать разность Хукухары [23].

Определение 1 [23]. Пусть X и Y принадлежат \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn). Множество Z \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn)

такое, что X = Y + Z, называется разностью Хукухары множеств X и Y и обозначается
X hY.
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Замечание 1. Известно, что разность Хукухары является частным случаем разности Мин-
ковского [25], когда Y полностью выметает множество X.

Замечание 2. Очевидно, что разность Хукухары двух множеств может не существовать.
Например, если A =

\bigl\{ 
a \in R2 : \| a\| \leq 1

\bigr\} 
, B =

\bigl\{ 
b \in R2 : | bi| \leq 1, i = 1, 2

\bigr\} 
, то разность

Хукухары AhB не существует.
Аналогично, если A, B принадлежат \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) и \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(A) < \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(B), то разность Хукуха-

ры AhB не существует. Например, если A = B =
\bigl\{ 
a \in R2 : \| a\| \leq 1

\bigr\} 
, то разность Хукухары

Ah tB не существует для всех t > 1.

Основными свойствами разности Хукухары являются следующие:
1) если разность Хукухары двух множеств AhB существует, то она единственная;
2) AhA = \{ 0\} для всех A, принадлежащих \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn);

3) (A+B)hB = A для всех A и B, принадлежащих \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn);

4) если разности Хукухары AhB и C hD существуют, то

(AhB) + (C hD) = (A+ C)h(B +D) = A+ C hB hD.

Замечание 3. Однако, если разности Хукухары AhB и C hD существуют, то равенства

(AhB) + (C hD) = (AhB hD) + C и (AhB) + (C hD) = (AhD) + (C hB)

могут не выполняться, так как разности в правой части могут не существовать.
Например, если A,B =

\bigl\{ 
a \in R2 : \| a\| \leq 1

\bigr\} 
, C,D =

\bigl\{ 
b \in R2 : | bi| \leq 1, i = 1, 2

\bigr\} 
, то

равенство
(Ah tB) + (C hkD) = (A+ C)h(tB + kD) = A+ C h tB hkD

будет выполняться для всех t, k \in (0, 1), но равенства

(Ah tB) + (C hkD) = (Ah tB hkD) + C и (Ah tB) + (C hkD) = (AhkD) + (C h tB)

не выполняются, так как разности в правой части не существуют для всех t, k \in (0, 1).

3. Многозначная дискретная система. Рассмотрим многозначную дискретную систему

X(i) = X(i - 1) + \Phi (\varphi (i - 1))F (i - 1, X(i - 1))h\Phi ( - \varphi (i - 1))G(i - 1, X(i - 1)), (1)

где i \in I = \{ 0, 1, . . . , N\} , F,G(\cdot , \cdot ) : I \times \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) \rightarrow \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) — многозначные отображения,

\varphi (\cdot ) : I \rightarrow \{  - 1, 0, 1\} , \Phi (\varphi ) =

\Biggl\{ 
1, \varphi > 0,

0, \varphi \leq 0.

Возьмем произвольное X0 \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) и последовательность \varphi =
\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
.

Определение 2. Последовательность множеств
\bigl\{ 
X(i)

\bigr\} N

i=0
называется решением сис-

темы (1), соответствующим паре (X0, \varphi ), если X(0) = X0 и для каждого i \in \{ 1, . . . , N\} 
справедливо тождество

X(i) \equiv X(i - 1) + \Phi (\varphi (i - 1))F (i - 1, X(i - 1))h\Phi ( - \varphi (i - 1))G(i - 1, X(i - 1)).

Замечание 4. Если последовательность \varphi =
\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
такая, что \varphi (i) \in \{ 0, 1\} для всех

i \in I, то решение системы (1) существует для любого X0 \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) и X(0) = X0,
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X(i) =

\left\{   X(i - 1) + F (i - 1, X(i - 1)), если \varphi (i - 1) = 1,

X(i - 1), если \varphi (i - 1) = 0,
для всех i \in \{ 1, . . . , N\} .

Каждый элемент решения системы (1) в этом случае можно записать в виде

X(i) = X0 +
\sum 

j\in Ji - 1

F (j,X(j)),

где J i - 1 = \{ 1, . . . , i - 1\} 
\bigcap 
J, J = \{ i : i \in I, \varphi (i) = 1\} .

Замечание 5. Если последовательность \varphi =
\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
такая, что \varphi (i) = 1 для всех i \in I и

X(i) = Y (i\Delta ), F (i,X(i)) = \Delta \cdot R(i\Delta , Y (i\Delta )), \Delta = T/N, R : [0, T ]\times \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) \rightarrow \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn),

то решение многозначной дискретной системы (1) определяет многозначные вершины ломаной
Эйлера для дифференциального уравнения с производной Хукухары [2, 3, 11]

DhY (t) = R(t, Y (t)), Y (0) = X0, (2)

где Y : [0, T ] \rightarrow \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) — многозначное отображение, DhY (t) — производная Хукухары [23].

Замечание 6. Если последовательность \varphi =
\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
такая, что \varphi (i) =  - 1 для всех

i \in I, то система (1) имеет вид

X(i) = X(i - 1)hG(i - 1, X(i - 1)). (3)

Очевидно, что разность Хукухары в системе (3) может не существовать и, следовательно,
данная система может не иметь решения.

Сформулируем условия существования решения системы (3).
Пусть CC(Rn), n \geq 2, — пространство непустых строго выпуклых замкнутых подмножеств

пространства Rn [25] и всех элементов пространства Rn.

Замечание 7. Если A и B принадлежат CC(Rn) и A+C = B, то C принадлежит CC(Rn)

[25].
Замечание 8. Если A и B принадлежат CC(Rn) и существует c \in Rn такое, что A+c \subset B,

то существует C \in CC(Rn) такое, что A+ C = B, т. е. C = B hA [25].
Теорема 1. Пусть система (3) удовлетворяет следующим условиям:
1) G : I \times CC(Rn) \rightarrow CC(Rn);

2) для всех i \in I, X \in CC(Rn) и \psi \in Rn (\| \psi \| = 1) выполняется неравенство\bigm| \bigm| C(X,\psi ) + C(X, - \psi )
\bigm| \bigm| \geq \bigm| \bigm| C(G(i,X), \psi ) + C(G(i,X), - \psi )

\bigm| \bigm| ,
где C(A,\psi ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}a\in A(a1\psi 1 + . . .+ an\psi n), A \in CC(Rn).

Тогда для любого X0 \in CC(Rn) существует решение системы (3).
Доказательство. Возьмем любое X0 \in CC(Rn). Тогда из условия 1 теоремы следует, что

G(0, X0) принадлежит CC(Rn).

Поскольку из условия 2 теоремы имеем\bigm| \bigm| C(X0, \psi ) + C(X0, - \psi )
\bigm| \bigm| \geq \bigm| \bigm| C(G(0, X0), \psi ) + C(G(0, X0), - \psi )

\bigm| \bigm| 
для всех \psi \in Rn (\| \psi \| = 1), то множество G(0, X0) вложимо в множество X0 [25], т. е.
существует некоторый вектор c \in Rn такой, что G(0, X0) + c \subset X0. Тогда, согласно замеча-
нию 8, разность Хукухары X0

hG(0, X0) существует и X(1) = X0
hG(0, X0) \in CC(Rn).
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Далее аналогично можно доказать, что разности Хукухары X(i)hG(s,X(i)) существуют и
X(i+ 1) = X(i)hG(i,X(i)) \in CC(Rn) для всех i \in I.

Теорема 1 доказана.

Замечание 9. Если последовательность \varphi =
\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
такая, что \varphi (i) =  - 1 для всех i \in I

и X(i) = Y (i\Delta ), G(i,X(i)) = \Delta \cdot R(i\Delta , Y (i\Delta )), \Delta = T/N, R : [0, T ]\times CC(Rn) \rightarrow CC(Rn),

то решение многозначной дискретной системы (3) определяет многозначные вершины ломаной
Эйлера для дифференциального уравнения с обобщенной производной Хукухары [24, 26]

DY h\Phi ( - \phi (t))R(t, Y ) = \Phi (\phi (t))R(t, Y ), Y (0) = X0, (4)

где \phi (t) \equiv  - 1, Y : [0, T ] \rightarrow CC(Rn) — многозначное отображение, DY (t) — обобщенная
производная Хукухары [24, 26].

Замечание 10. Каждый элемент решения системы (3) можно представить в виде

X(i) = X0
h

i - 1\sum 
j=0

G(j,X(j)).

Теперь рассмотрим общий случай системы (1), когда \varphi (\cdot ) : I \rightarrow \{  - 1, 0, 1\} , и докажем
условия существования решения.

Теорема 2. Пусть система (1) удовлетворяет следующим условиям:

1) F,G : I \times CC(Rn) \rightarrow CC(Rn);

2) для всех i \in I, X \in CC(Rn) и \psi \in Rn (\| \psi \| = 1) выполняется неравенство\bigm| \bigm| C(X,\psi ) + C(X, - \psi )
\bigm| \bigm| \geq \bigm| \bigm| C(G(i,X), \psi ) + C(G(i,X), - \psi )

\bigm| \bigm| .
Тогда для любого X0 \in CC(Rn) и любой последовательности \varphi =

\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
существует

решение системы (1).

Доказательство. Возьмем любое X0 \in CC(Rn). Тогда из условия 1 теоремы следует,
что F (0, X0) и G(0, X0) принадлежат CC(Rn). Далее возьмем любую последовательность

\varphi =
\bigl\{ 
\varphi (i)

\bigr\} N

i=0
.

Возможны три случая:

1) \varphi (0) = 1. Тогда X(1) = X0 + F (0, X0) и, следовательно, X(1) существует и принадле-
жит CC(Rn).

2) \varphi (0) = 0. Тогда X(1) = X0 и, следовательно, X(1) существует и принадлежит CC(Rn).

3) \varphi (0) =  - 1. Тогда X(1) = X0
hG(0, X0). Поскольку из условия 2 теоремы имеем\bigm| \bigm| C(X0, \psi ) + C(X0, - \psi )

\bigm| \bigm| \geq \bigm| \bigm| C(G(0, X0), \psi ) + C(G(0, X0), - \psi )
\bigm| \bigm| 

для всех \psi \in Rn (\| \psi \| = 1), то множество G(0, X0) вложимо в множество X0, т. е. существует
некоторый вектор c \in Rn такой, что G(0, X0)+ c \subset X0. Тогда, согласно замечанию 8, разность
Хукухары X0

hG(0, X0) существует и X(1) принадлежит CC(Rn).

Далее аналогично можно доказать, что для всех i \in I множества X(i) существуют и
принадлежат CC(Rn).

Теорема 2 доказана.
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Замечание 11. Каждый элемент решения системы (1) можно представить в виде

X(i) = X0 +
\sum 

j\in Ji - 1
1

F (j,X(j))h
\sum 

j\in Ji - 1
 - 1

G(j,X(j)), (5)

где J i - 1
1 = \{ 1, . . . , i - 1\} 

\bigcap 
J1, J1 = \{ i : i \in I, \varphi (i) = 1\} , J i - 1

 - 1 = \{ 1, . . . , i - 1\} 
\bigcap 
J - 1, J - 1 = \{ i :

i \in I, \varphi (i) =  - 1\} .
Замечание 12. Выражение (5) нельзя записать в виде

X(i) = X0
h

\sum 
j\in Ji - 1

 - 1

G(j,X(j)) +
\sum 

j\in Ji - 1
1

F (j,X(j)),

так как разность Хукухары X0
h
\sum 

j\in Ji - 1
 - 1

G(j,X(j)) может не существовать (см. замечание 3).

Замечание 13. Рассмотрим дифференциальное уравнение с обобщенной производной Ху-
кухары [24, 26]

DY h\Phi ( - \phi (t))R1(t, Y ) = \Phi (\phi (t))R2(t, Y ), Y (0) = X0, (6)

где \phi (\cdot ) принадлежит C\theta ([0, T ]; [ - 1, 1]), C\theta ([0, T ]; [ - 1, 1]) — множество непрерывных функций,
которые удовлетворяют следующим условиям:

1) если \phi (\tau ) = 0 и \phi (\tau + 0) > 0, то \phi (t) > 0 для всех t \in (\tau , \tau + \theta ];

2) если \phi (\tau ) = 0 и \phi (\tau + 0) < 0, то \phi (t) < 0 для всех t \in (\tau , \tau + \theta ];

3) если \phi (\tau ) = 0 и | \phi (\tau  - 0)| > 0, \phi (\tau + 0) = 0, то \phi (t) = 0 для всех t \in [\tau , \tau + \theta ],

Y : [0, T ] \rightarrow CC(Rn) — многозначное отображение, DY (t) — обобщенная производная Хуку-
хары [24, 26], R1, R2 : [0, T ]\times CC(Rn) \rightarrow CC(Rn) — многозначные отображения.

Обозначим через \{ \tau i\} точки отрезка [0, T ] такие, что в данных точках \phi (\tau i) = 0 и выпол-
няется одно из следующих условий: 1) | \phi (\tau i  - 0)| > 0 и \phi (\tau i + 0) = 0; 2) \phi (\tau i  - 0) = 0 и
| \phi (\tau i + 0)| > 0; 3) | \phi (\tau i  - 0)| > 0 и | \phi (\tau i + 0)| > 0.

Теперь возьмем m \in N такое, что \Delta =
T

m
< \theta , и определим точки \{ si\} следующим

образом: si = i \cdot \Delta , i = 0,m.

Пусть \{ ti\} = \{ \tau i\} 
\bigcup 
\{ si\} и количество элементов этого множества равно N + 1.

Определим последовательность \varphi = \{ \varphi (i)\} Ni=0 следующим образом:

\varphi (i) =

\left\{         
1, \phi (ti) > 0 или \phi (ti) = 0, \phi (ti + 0) > 0,

0, \phi (ti) = 0 и \phi (ti + 0) = 0,

 - 1, \phi (ti) < 0 или \phi (ti) = 0, \phi (ti + 0) < 0,

i = 0, N.

Теперь определим X(i) = Y (ti), F (i,X(i)) = (ti+1  - ti) \cdot R2(ti, Y (ti)), G(i,X(i)) =

= (ti+1  - ti) \cdot R1(ti, Y (ti)) и запишем многозначную дискретную систему вида (1). Решение
данной многозначной дискретной системы определяет многозначные вершины ломаной Эйлера
для дифференциального уравнения с обобщенной производной Хукухары (6).

Замечание 14. Можно получить аналогичные результаты, если вместо пространства CC(Rn)

рассмотреть пространство всех непустых M -строго выпуклых замкнутых подмножеств про-
странства Rn [25, 27] и всех элементов пространства Rn, т. е. MCC(Rn).
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