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ЗАДАЧА ПРО ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ ПЛОЩИНИ
З ВIЛЬНИМИ ПОЛЮСАМИ

We study a problem of nonoverlapping domains with free poles on radial systems. Our main results strengthen and
generalize several known results obtained in the investigation of this problem.

Вивчається проблема геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної про неперетиннi областi з вiльними полю-
сами на променевих системах. Основнi результати роботи посилюють та узагальнюють отриманi ранiше результати
щодо цiєї задачi.

1. Вступ. Екстремальнi задачi про неперетиннi областi складають вiдомий напрямок гео-
метричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Детальнiше з iсторiєю цього питання можна
ознайомитися в роботах [1 – 27] (див. також екстремальнi задачi iншого вигляду, якi пов’язанi з
теорiєю вiдображень, оцiнками ємностi та модуля на площинi й у просторi [28 – 35]). Бiльшiсть
таких задач зводиться до визначення максимуму добутку внутрiшнiх радiусiв на системах по-
парно неперетинних областей, щодо задовольняють певнi умови. Варто вiдмiтити, що важливе
значення при розв’язуваннi таких задач має теорiя квадратичних диференцiалiв, зокрема ре-
зультати, якi описують локальну i глобальну структуру їхнiх траєкторiй [1, 9, 11]. У данiй статтi
посилено та узагальнено деякi результати цiєї теорiї.

Кожнiй екстремальнiй задачi, згiдно з вiдомим принципом О. Тейхмюлера, вiдповiдає пев-
ний квадратичний диференцiал (див. [11, с. 49]). До середини 70-х рокiв минулого столiття
основнi екстремальнi проблеми в задачах про неперетиннi областi були пов’язанi з такими
задачами, яким вiдповiдають квадратичнi диференцiали з фiксованими полюсами.

У 1968 р. П. М. Тамразов [21] привернув увагу спецiалiстiв до дослiдження екстремальних
задач, яким вiдповiдають квадратичнi диференцiали, полюси яких не фiксованi, а до певної
мiри є вiльними. Як вiдомо, екстремальним задачам про неперетиннi областi вiдповiдають
квадратичнi диференцiали з полюсами другого порядку.

В роботi [5] цю iдею П. М. Тамразова було застосовано до екстремальних задач про непе-
ретиннi областi, якi отримали назву „екстремальнi задачi про неперетиннi областi з вiльними
полюсами на колi”.

В данiй статтi вивчаються двi вiдомi задачi про екстремальне розбиття комплексної площи-
ни. Для того щоб їх сформулювати, наведемо необхiднi означення.

Нехай \BbbN i \BbbR — множини натуральних i дiйсних чисел вiдповiдно, \BbbC — комплексна площина,

\BbbC = \BbbC 
\bigcup 
\{ \infty \} — її одноточкова компактифiкацiя, \BbbR + = (0,\infty ), \chi (t) =

1

2
(t + t - 1), t \in \BbbR +, —
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функцiя Жуковського, r(B, a) — внутрiшнiй радiус областi B \subset \BbbC вiдносно точки a \in B (див.,
наприклад, [1, 9, 10]). Внутрiшнiй радiус областi B пов’язаний iз узагальненою функцiєю Грiна
gB(z, a) областi B (див. [1]) спiвввiдношеннями

gB(z, a) =  - \mathrm{l}\mathrm{n} | z  - a| + \mathrm{l}\mathrm{n} r(B, a) + o(1), z \rightarrow a,

gB(z,\infty ) = \mathrm{l}\mathrm{n} | z| + \mathrm{l}\mathrm{n} r(B,\infty ) + o(1), z \rightarrow \infty .

Задача 1 (В. М. Дубiнiн [9]). Показати, що максимум добутку

In(\gamma ) = r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r (Bk, ak) , (1)

де B0, B1, B2,. . . ,Bn, n \geq 2, — попарно неперетиннi областi в \BbbC , a0 = 0, | ak| = 1, k = 1, n,

i \gamma \leq n, досягається для деякої конфiгурацiї з областей Bk i точок ak, якi мають n-кратну
симетрiю.

Ця проблема вивчалась у багатьох роботах (див., наприклад, [1 – 15]). На даний час отримано
лише окремi результати, повнiстю вона не розв’язана.

В 1988 р. у роботi [8] задачу 1 було розв’язано для значень параметра \gamma = 1 i значень
натурального параметра n \geq 2. А саме, було показано, що при умовах задачi 1 виконується
нерiвнiсть

r(B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak) \leq r (D0, 0)
n\prod 

k=1

r (Dk, dk) , (2)

де dk, Dk, k = 0, n, — полюси i круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =  - (n2  - 1)wn + 1

w2(wn  - 1)2
dw2.

Неважко показати, що при \gamma > n екстремальна конфiгурацiя не iснує.

При n = 2, 3 для однозв’язних областей нерiвнiсть (2) випливає з вiдомих результатiв
Г. М. Голузiна [6] i Г. В. Кузьмiної [17].

У 1996 р. Л. В. Ковальов [15] отримав розв’язок задачi 1 при певних досить жорстких
обмеженнях на геометрiю розташування систем точок на одиничному колi, а саме для таких
систем точок, для яких виконуються нерiвностi

0 < \alpha k \leq 2/
\surd 
\gamma , k = 1, n, n \geq 5.

У 2003 р. у роботi [19] отримано розв’язок задачi 1 при \gamma \in (0, 1] для однозв’язних областей
iншим методом.

У монографiї [1] показано, що аналог результату В. М. Дубiнiна [8] (теорема 4) справджу-
ється для довiльного \gamma \in \BbbR +, але починаючи з деякого номера n0(\gamma ).
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2. Узагальнена задача В. М. Дубiнiна. У зв’язку з дослiдженням роботи [1] i введенням
загальних n-променевих систем точок можна розглядати узагальнену задачу В. М. Дубiнiна,
тобто замiсть одиничного кола розглядати n-променеву систему точок, яка пiдпорядкована
певним умовам.

Нехай n \in \BbbN , n \geq 2. Систему точок An :=
\bigl\{ 
ak \in \BbbC : k = 1, n

\bigr\} 
назвемо n-променевою,

якщо | ak| \in \BbbR + при k = 1, n, 0 = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a1 < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a2 < . . . < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} an < 2\pi .

Введемо позначення \Gamma k = \Gamma k(An) := \{ w : \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} ak < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}w < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} ak+1\} , \theta k := \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} ak,

an+1 := a1, \theta n+1 := 2\pi , \alpha k :=
1

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}

ak+1

ak
, \alpha n+1 := \alpha 1, k = 1, n,

\sum n

k=1
\alpha k = 2.

Дана стаття базується на застосуваннi кусково-вiдокремлюючого перетворення, яке було
дослiджено в [9, 10]. Нехай \zeta = \pi k(w) позначає однозначну гiлку багатозначної аналiтичної

функцiї  - i
\bigl( 
e - i\theta kw

\bigr) 1
\alpha k , k = 1, n, яка здiйснює однолисте i конформне вiдображення \Gamma k на

праву пiвплощину Re \zeta > 0.

Для довiльної n-променевої системи точок An = \{ ak\} nk=1 i \gamma \in \BbbR +\cup \{ 0\} введемо „керуючi”
функцiонали:

\scrM (\gamma )(An) :=

n\prod 
k=1

\Biggl[ 
\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) \Biggr] 1 - 1
2
\gamma \alpha 2

k n\prod 
k=1

| ak| 1+
1
4
\gamma (\alpha k+\alpha k - 1),

\scrM (0)(An) :=

n\prod 
k=1

\Biggl[ 
\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) \Biggr] 
n\prod 

k=1

| ak| .

У монографiї [1] було запропоновано метод „керуючих” функцiоналiв, який дозволяє по-
слабити вимоги на геометрiю розмiщення систем точок. Завдяки цьому вдалося узагальнити
постановку задачi В. М. Дубiнiна. Таким чином, на основi вдосконалення методу дослiдження у
2007 – 2018 рр. вдалося просунутись у розв’язаннi цiєї задачi (див., наприклад, [3, 4, 14, 24 – 26]).

Задача 2. Нехай виконано такi умови: \gamma \in (0, n], n \in \BbbN , n \geq 2, An = \{ ak\} nk=1 — n-
променева система точок, a0 = 0, \{ Bk\} nk=0 — система неперетинних областей (тобто Bp\cap Bj =

= \varnothing при p \not = j, p, j = 0, n) таких, що ak \in Bk \subset \BbbC при k = 0, n. Показати, що максимум
функцiонала (1) досягається для деякої конфiгурацiї з областей Bk i точок ak, якi мають n-
кратну симетрiю.

Справджуються такi твердження.
Теорема 1. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i \gamma \in (1, \gamma n], \gamma n = n0,5. Тодi для довiльної n-променевої

системи точок An = \{ ak\} nk=1 такої, що \scrM (\gamma ) (An) \leq 1, \scrM (0)(An) \leq 1, i довiльного набору
взаємно неперетинних областей Bk, ak \in Bk \subset \BbbC , a0 = 0 \in B0 \subset \BbbC , k = 1, n, виконується
нерiвнiсть

r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r (Bk, ak) \leq 
\biggl( 
4

n

\biggr) n

\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

. (3)

Знак рiвностi в (3) досягається, коли точки ak i областi Bk, k = 0, n, є вiдповiдно полюсами
i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =  - (n2  - \gamma )wn + \gamma 

w2(wn  - 1)2
dw2. (4)
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Враховуючи, що для довiльної системи рiзних точок An = \{ ak\} nk=1 одиничного кола вико-
нуються умови \scrM (\gamma ) (An) = 1 i \scrM (0)(An) = 1, як наслiдок отримуємо такий результат.

Теорема 2. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i \gamma \in (1, \gamma n], \gamma n = n0,5. Тодi для довiльної n-променевої
системи точок An = \{ ak\} nk=1 такої, що | ak| = 1, i довiльного набору взаємно неперетинних
областей Bk, ak \in Bk \subset \BbbC , a0 = 0 \in B0 \subset \BbbC , k = 1, n, виконується нерiвнiсть (3).

Знак рiвностi в (3) досягається, коли точки ak i областi Bk, k = 0, n, є вiдповiдно
полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала (4).

3. Застосування вiдокремлюючого перетворення для загальної оцiнки \bfitI \bfitn (\bfitgamma ). При
доведеннi теореми 1 iстотно використовуються iдеї робiт [1, 15] i властивостi вiдокремлюючого
перетворення (див., наприклад, [9, 10]).

Аналогiчно [1] розглянемо введену ранiше систему функцiй

\zeta = \pi k(w) =  - i
\Bigl( 
e - i\theta kw

\Bigr) 1
\alpha k , k = 1, n.

Сiм’я функцiй \{ \pi k(w)\} nk=1 є допустимою для вiдокремлюючого перетворення областей Bk, k =

= 0, n, вiдносно кутiв \{ \Gamma k\} nk=1. Позначимо через \Omega (1)
k , k = 1, n, область площини \BbbC \zeta , отриману

в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини \pi k(Bk
\bigcap 

\Gamma k), яка мiстить точку \pi k(ak), з

її симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi; через \Omega 
(2)
k , k = 1, n, область площини \BbbC \zeta ,

отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини \pi k(Bk+1
\bigcap 
\Gamma k), яка мiстить

точку \pi k(ak+1), з її симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi; Bn+1 := B1, \pi n(an+1) :=

:= \pi n(a1). Крiм того, \Omega (0)
k — область площини \BbbC \zeta , отримана в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини \pi k(B0
\bigcap 

\Gamma k), яка мiстить точку \zeta = 0, з її симетричним вiдображенням
вiдносно уявної осi. Позначимо

\pi k(ak) := \omega 
(1)
k , \pi k(ak+1) := \omega 

(2)
k , k = 1, n, \pi n(an+1) := \omega (2)

n .

З визначення функцiй \pi k випливає, що

| \pi k(w) - \omega 
(1)
k | \sim 1

\alpha k
| ak| 

1
\alpha k

 - 1| w  - ak| , w \rightarrow ak, w \in \Gamma k,

| \pi k(w) - \omega 
(2)
k | \sim 1

\alpha k
| ak+1| 

1
\alpha k

 - 1| w  - ak+1| , w \rightarrow ak+1, w \in \Gamma k,

| \pi k(w)| \sim | w| 
1
\alpha k , w \rightarrow 0, w \in \Gamma k.

Доведемо перше з цих спiввiдношень. В околi точки w = ak величину w можна записати у
виглядi w = ak + (w  - ak). Тодi має мiсце такий розклад у ряд:

 - i
\Bigl( 
e - i\theta kw

\Bigr) 1
\alpha k =  - i

\Bigl( 
e - i\theta k(ak + (w  - ak))

\Bigr) 1
\alpha k =

=  - i

\biggl( 
e - i\theta kak

\biggl( 
1 +

1

ak
(w  - ak)

\biggr) \biggr) 1
\alpha k

=  - i

\biggl( 
| ak| 

\biggl( 
1 +

1

ak
(w  - ak)

\biggr) \biggr) 1
\alpha k

=

=  - i| ak| 
1
\alpha k

\biggl( 
1 +

1

ak
(w  - ak)

\biggr) 1
\alpha k

=  - i| ak| 
1
\alpha k

\biggl( 
1 +

1

ak

1

ak
(w  - ak) + o(1)

\biggr) 
=
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=  - i| ak| 
1
\alpha k  - i

1

\alpha k

| ak| 
1
\alpha k

ak
(w  - ak) + o(1).

Звiдси отримуємо асимптотичну рiвнiсть

| \pi k(w) - \omega 
(1)
k | = 1

\alpha k
| ak| 

1
\alpha k

 - 1
(w  - ak)(1 + o(1)),

де
o(1)

| w  - ak| 
\rightarrow 0, w \rightarrow ak.

Це рiвносильно шуканому спiввiдношенню еквiвалентностi. Два iнших спiввiдношення одер-
жуємо аналогiчно. Тодi, використовуючи вiдповiднi результати, а саме теорему 1.9 роботи [9]
i теорему 2.3.14 [1], отримуємо нерiвнiсть

r (Bk, ak) \leq 

\left[    r
\Bigl( 
\Omega 
(1)
k , \omega 

(1)
k

\Bigr) 
r
\Bigl( 
\Omega 
(2)
k - 1, \omega 

(2)
k - 1

\Bigr) 
1

\alpha k
| ak| 

1
\alpha k

 - 1 1

\alpha k - 1
| ak| 

1
\alpha k - 1

 - 1

\right]    
1/2

, k = 1, n, (5)

r (B0, 0) \leq 

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

r\alpha 
2
k

\Bigl( 
\Omega 
(0)
k , 0

\Bigr) \Biggr] 1/2
. (6)

Умови реалiзацiї знака рiвностi в нерiвностях (5), (6) мiстяться у теоремi 1.9 [9].
Мiркуючи, як i при доведеннi теореми 5.2.1 [1], одержуємо нерiвнiсть для функцiонала (1):

r\gamma (B0, 0)

n\prod 
k=1

r (Bk, ak) \leq 

\leq 
n\prod 

k=1

\Bigl[ 
r
\Bigl( 
\Omega 
(0)
k , 0

\Bigr) \Bigr] \alpha 2
k
2
\gamma 

n\prod 
k=1

\left[    r
\Bigl( 
\Omega 
(2)
k - 1, \omega 

(2)
k - 1

\Bigr) 
r
\Bigl( 
\Omega 
(1)
k , \omega 

(1)
k

\Bigr) 
1

\alpha k - 1\alpha k
| ak| 

1
\alpha k - 1

 - 1| ak| 
1
\alpha k

 - 1

\right]    
1/2

=

=
n\prod 

k=1

\alpha k

n\prod 
k=1

| ak| 

| akak+1| 
1

2\alpha k

\times 

\times 

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

r\gamma \alpha 
2
k

\Bigl( 
\Omega 
(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
\Omega 
(1)
k , \omega 

(1)
k

\Bigr) 
r
\Bigl( 
\Omega 
(2)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) \Biggr] 1/2
. (7)

Розглянемо функцiонал

I3(\sigma ) = r\sigma 
2
(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2), \sigma \in \BbbR +, (8)

де B0, B1, B2 — взаємно неперетиннi областi, ak \in Bk \subset \BbbC , k = 0, 2, a0 = 0. Враховуючи (8),
маємо

In(\gamma ) \leq 
n\prod 

k=1

\alpha k

n\prod 
k=1

| ak| 

| akak+1| 
1

2\alpha k

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

I3 (
\surd 
\gamma \alpha k)

\Biggr] 1/2
. (9)
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У статтi [8], мабуть, уперше повнiстю дослiджено задачу про максимум функцiонала (8)
на трiйках довiльних попарно неперетинних областей B0, B1, B2 розширеної комплексної
площини таких, що ak \in Bk, k = 0, 2, a0 = 0, ak = ( - 1)ki, i отримано нерiвнiсть

r\sigma 
2
(B0, 0)r(B1, i)r(B2, - i) \leq S(\sigma ) =

= 2\sigma 
2+6\sigma \sigma 2

(2 - \sigma ) - 
1
2
(2 - \sigma )2(2 + \sigma ) - 

1
2
(2+\sigma )2 , \sigma \in [0, 2]. (10)

Знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0, B1, B2 є круговими областями
квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4 - \sigma 2)w2  - \sigma 2

w2(w2 + 1)2
dw2.

Зауважимо, що функцiонал (8) при \sigma > 2 є необмеженим.
Вiдомо [16], що функцiонал

Y3(t1, t2, t3, D1, D2, D3, d1, d2, d3) =

=
rt1(D1, d1)r

t2(D2, d2)r
t3(D3, d3)

| d1  - d2| t1+t2 - t3 | d1  - d3| t1 - t2+t3 | d2  - d3|  - t1+t2+t3
, (11)

де tk \in \BbbR +, \{ Dk\} 3k=1 — довiльна система взаємно неперетинних областей таких, що dk \in Dk \subset 
\subset \BbbC , k = 1, 2, 3, iнварiантний вiдносно всiх конформних автоморфiзмiв комплексної площи-
ни \BbbC .

При кожному k = 1, n неважко вказати конформний автоморфiзм \zeta = Tk(z) площини

комплексних чисел \BbbC такий, що Tk(0) = 0, Tk

\Bigl( 
\omega 
(s)
k

\Bigr) 
= ( - 1)si, D

(q)
k := Tk

\Bigl( 
\Omega 
(q)
k

\Bigr) 
, k = 1, n,

s = 1, 2, q = 0, 1, 2.

Iз спiввiдношень (7), (11) отримуємо

In(\gamma ) \leq 

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) 
n\prod 

k=1

| ak| 

| akak+1| 
1

2\alpha k

\times 

\times 

\left\{   
n\prod 

k=1

r\gamma \alpha 
2
k

\Bigl( 
\Omega 
(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
\Omega 
(1)
k , \omega 

(1)
k

\Bigr) 
r
\Bigl( 
\Omega 
(2)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) 
| \omega (1)

k \omega 
(2)
k | \gamma \alpha 2

k | \omega (1)
k  - \omega 

(2)
k | 2 - \gamma \alpha 2

k

\right\}   
1/2

\times 

\times 

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

\bigm| \bigm| \omega (1)
k \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \gamma \alpha 2
k
\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)

k  - \omega 
(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| 2 - \gamma \alpha 2
k

\Biggr] 1/2
, (12)

де \bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k

\bigm| \bigm| \bigm| = | ak| 
1
\alpha k ,

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| = | ak+1| 
1
\alpha k ,\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)

k  - \omega 
(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| = | ak| 
1
\alpha k + | ak+1| 

1
\alpha k , k = 1, n.

(13)

Враховуючи (11) i (12), одержуємо спiввiдношення
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In(\gamma ) \leq 

\leq 
n\prod 

k=1

\alpha k| ak| 

| akak+1| 
1

2\alpha k

\Biggl\{ 
n\prod 

k=1

Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1,\Omega 

(0)
k ,\Omega 

(1)
k ,\Omega 

(2)
k , 0, \omega 

(1)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) \Biggr\} 1/2

\times 

\times 

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \gamma \alpha 2
k
\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)

k  - \omega 
(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| 2 - \gamma \alpha 2
k

\Biggr] 1/2
. (14)

Праву частину нерiвностi (14) позначимо через \Delta . Тодi

\Delta =

n\prod 
k=1

\alpha k| ak| 

| akak+1| 
1

2\alpha k

\times 

\times 

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k  - \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \Biggr) 
\left(  n\prod 

k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k  - \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| 
\right)  

\gamma \alpha 2
k

2

\times 

\times 

\Biggl\{ 
n\prod 

k=1

Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1,\Omega 

(0)
k ,\Omega 

(1)
k ,\Omega 

(2)
k , 0, \omega 

(1)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) \Biggr\} 1/2

.

Iз спiввiдношень (13) безпосередньо випливає, що

n\prod 
k=1

| ak| 

| akak+1| 
1

2\alpha k

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k  - \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \Biggr) =
n\prod 

k=1

| ak| 
1
\alpha k + | ak+1| 

1
\alpha k

| akak+1| 
1

2\alpha k

| ak| =

=
n\prod 

k=1

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

+

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak+1

ak

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) 
| ak| = 2n

n\prod 
k=1

\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) 
| ak| .

Аналогiчно

n\prod 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k  - \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| =
n\prod 

k=1

| ak| 
1
\alpha k | ak+1| 

1
\alpha k

| ak| 
1
\alpha k + | ak+1| 

1
\alpha k

=

=
n\prod 

k=1

\Biggl( 
| ak| 

1
\alpha k + | ak+1| 

1
\alpha k

| akak+1| 
1
\alpha k

\Biggr)  - 1

=
n\prod 

k=1

\Biggl( 
| ak| 

1
\alpha k + | ak+1| 

1
\alpha k

| akak+1| 
1

2\alpha k

\Biggr)  - 1

| akak+1| 
1

2\alpha k =

=

n\prod 
k=1

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

+

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak+1

ak

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr)  - 1 n\prod 
k=1

| ak| 
1
2

\biggl( 
1
\alpha k

+ 1
\alpha k - 1

\biggr) 
=

= 2 - n

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) \Biggr]  - 1 n\prod 
k=1

| ak| 
1
2

\biggl( 
1
\alpha k

+ 1
\alpha k - 1

\biggr) 
,

де an+1 := a1, \alpha 0 := \alpha n. Далi безпосередньо одержуємо
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\left(  n\prod 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \omega (1)
k  - \omega 

(2)
k

\bigm| \bigm| \bigm| 
\right)  

\gamma \alpha 2
k

2

=

= 2 - 
\gamma 
2

\sum n
k=1 \alpha k

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) \Biggr]  - \gamma \alpha 2
k

2 n\prod 
k=1

| ak| 
1
4
\gamma (\alpha k+\alpha k - 1).

Таким чином, пiдсумовуючи викладене вище, отримуємо рiвнiсть

\Delta = 2n

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) 
n\prod 

k=1

\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) 
| ak| \times 

\times 2 - 
\gamma 
2

\sum n
k=1 \alpha k

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

\chi 

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\Biggr) \Biggr]  - \gamma \alpha 2
k

2 n\prod 
k=1

| ak| 
1
4
\gamma (\alpha k+\alpha k - 1)\times 

\times 

\Biggl\{ 
n\prod 

k=1

Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1,\Omega 

(0)
k ,\Omega 

(1)
k ,\Omega 

(2)
k , 0, \omega 

(1)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) \Biggr\} 1/2

=

= 2n - 
\gamma 
2

\sum n
k=1 \alpha 

2
k

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) 
n\prod 

k=1

\biggl[ 
\chi 

\biggl( \bigm| \bigm| \bigm| ak
ak+1

\bigm| \bigm| \bigm| 1
2\alpha k

\biggr) \biggr] 1 - \gamma \alpha 2
k

2

\times 

\times 
n\prod 

k=1

| ak| 1+
1
4
\gamma (\alpha k+\alpha k - 1)

\Biggl\{ 
n\prod 

k=1

Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1,\Omega 

(0)
k ,\Omega 

(1)
k ,\Omega 

(2)
k , 0, \omega 

(1)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) \Biggr\} 1/2

. (15)

Тодi, внаслiдок вказаної вище конформної iнварiантностi функцiонала (11), одержуємо рiвностi

Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1,\Omega 

(0)
k ,\Omega 

(1)
k ,\Omega 

(2)
k , 0, \omega 

(1)
k , \omega 

(2)
k

\Bigr) 
=

= Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1, D

(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , 0, - i, i

\Bigr) 
,

де k = 1, n, i

Y3

\Bigl( \surd 
\gamma \alpha k, 1, 1, D

(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , 0, - i, i

\Bigr) 
=

=
r\alpha 

2
k\gamma 
\Bigl( 
D

(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(1)
k , - i

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(2)
k , i

\Bigr) 
22 - \gamma \alpha 2

k

.

Звiдси

\Delta = 2n - 
\gamma 
2

\sum n
k=1 \alpha 

2
k

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) 
\scrM (\gamma ) (An)\times 

\times 

\left\{   
n\prod 

k=1

r\alpha 
2
k\gamma 
\Bigl( 
D

(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(1)
k , - i

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(2)
k , i

\Bigr) 
22 - \gamma \alpha 2

k

\right\}   
1/2

.
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З останньої рiвностi i нерiвностей (12), (15) остаточно отримуємо оцiнку для функцiонала (1):

In(\gamma ) \leq 2n - 
\gamma 
2

\sum n
k=1 \alpha 

2
k

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) 
\scrM (\gamma )(An) \cdot 2 - n+ \gamma 

2

\sum n
k=1 \alpha 

2
k\times 

\times 

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

r\alpha 
2
k\gamma 
\Bigl( 
D

(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(1)
k , - i

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(2)
k , i

\Bigr) \Biggr] 1/2
\leq 

\leq 

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) 
\scrM (\gamma )(An)

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

r\alpha 
2
k\gamma 
\Bigl( 
D

(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(1)
k , - i

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(2)
k , i

\Bigr) \Biggr] 1/2
.

З урахуванням умов теореми 2

In(\gamma ) \leq 

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) \Biggl[ 
n\prod 

k=1

r\alpha 
2
k\gamma 
\Bigl( 
D

(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(1)
k , - i

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(2)
k , i

\Bigr) \Biggr] 1/2
. (16)

При \gamma \in (0, 1] iз нерiвностi (16) з урахуванням (10) можна отримати оцiнку

In(\gamma ) \leq 

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\alpha k

\Biggr) \Biggl[ 
n\prod 

k=1

S (\alpha k
\surd 
\gamma )

\Biggr] 1/2
. (17)

Для довiльного \gamma > 1 нерiвнiсть (17), власне кажучи, не є правильною. А саме, оскiльки
\alpha k \in (0, 2) i \gamma > 1, то деякi iз виразiв \alpha 2

k\gamma можуть задовольняти спiввiдношення \alpha 2
k\gamma > 4. А в

цьому випадку функцiонал

n\prod 
k=1

r\alpha 
2
k\gamma 
\Bigl( 
D

(0)
k , 0

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(1)
k , - i

\Bigr) 
r
\Bigl( 
D

(2)
k , i

\Bigr) 
є необмеженим (тобто для \alpha k, при яких \alpha 2

k\gamma > 4, знайдеться така послiдовнiсть трiйок областей\bigl( 
D

(0)
p , D

(1)
p , D

(2)
p

\bigr) 
, що значення цього функцiонала прямуватимуть до нескiнченностi при p \in 

\in \infty ). Якщо всi \alpha 2
k\gamma < 4, то формула (17) є правильною. Таким чином, випадок, коли деякi з

величин \alpha 2
k\gamma > 4, потребує додаткового вивчення.

4. Груба нерiвнiсть для оцiнки \bfitI \bfitn (\bfitgamma ). Для подальшого дослiдження нам необхiдно отри-

мати оцiнку функцiонала (1), яка дозволить вивчити випадок \alpha 0 \geq 2
\surd 
\gamma 
. Має мiсце такий

результат.

Лема 1. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i 1 < \gamma \leq n. Тодi для довiльної n-променевої системи
точок An = \{ ak\} nk=1 такої, що \alpha 0

\surd 
\gamma \geq 2, \scrM (\gamma ) (An) \leq 1, \scrM (0)(An) \leq 1, i довiльного набору

взаємно неперетинних областей Bk, ak \in Bk \subset \BbbC , k = 0, n, a0 = 0, виконується нерiвнiсть

In(\gamma ) \leq (0, 4374)
\gamma 
2

\Bigl[ 
2n\alpha 0(2 - \alpha 0)

n - 1(n - 1) - (n - 1)
\Bigr] 1 - \gamma 

n
,

де \alpha 0 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}k \alpha k, \alpha k :=
1

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}

ak+1

ak
, \alpha n+1 := \alpha 1, k = 1, n.
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Доведення. Як зазначено ранiше, у статтi [15] доведено гiпотезу В. М. Дубiнiна при n \geq 5 i
\alpha k

\surd 
\gamma \leq 2, k = 1, n. Результати роботи [15] посилено та узагальнено в публiкацiях [24 – 26]. Для

того щоб провести подальшi мiркування, нам необхiдно дослiдити випадок, коли виконується
спiввiдношення \alpha 0

\surd 
\gamma \geq 2, \alpha 0 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}k \alpha k. Для цього ми використаємо метод, запропонований

при доведеннi теореми 5.2.3 монографiї [1]. Згiдно з цим методом отримуємо

In(\gamma ) = r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r (Bk, ak) =
\bigl( 
r2 (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2)

\bigr) \gamma 
2n \times 

\times 
\bigl( 
r2 (B0, 0) r (B2, a2) r (B3, a3)

\bigr) \gamma 
2n . . .

\bigl( 
r2 (B0, 0) r (Bn, an) r (B1, a1)

\bigr) \gamma 
2n \times 

\times 

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

r(Bk, ak)

\Biggr] 1 - \gamma 
n

.

Неважко показати, що при кожному k = 1, n можна побудувати такий конформний авто-
морфiзм \widetilde w = T (w) комплексної площини, при якому точка a0 = 0 перейде в точку 0, ak — в
i, ak+1 — в  - i; T (B0) = \widetilde B0, T (Bk) = \widetilde Bk, T (Bk+1) = \widetilde Bk+1. Такий конформний автоморфiзм
завжди iснує i до того ж єдиний.

Використовуючи iнварiантнiсть функцiонала (11) для значень параметрiв t1 = 2, t2 = t3 =

= 1, отримуємо спiввiдношення

r2(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

| a0  - ak| 2| a0  - ak+1| 2| ak  - ak+1| 0
=

r2(B0, 0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

| ak| 2| ak+1| 2
=

=
r2(\widetilde B0, 0)r(\widetilde B1, i)r(\widetilde B2, - i)

|  - i| 2| i| 2
.

Використовуючи нерiвнiсть (10) i результати робiт [1, 8], приходимо до висновку, що

r2(\widetilde B0, 0)r(\widetilde B1, i)r(\widetilde B2, - i) \leq r2(E0, 0)r(E1, i)r(E2, - i) \approx 0, 4374,

де E0, E1, E2 — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4 - \sigma 2)w2  - \sigma 2

w2(w2 + 1)2
dw2,

де \sigma =
\surd 
2.

Таким чином, маємо

r2(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1) \leq 0, 4374| ak| 2| ak+1| 2, k = 1, n.

Iз умови \scrM (0)(An) \leq 1 випливає, що
\prod n

k=1
| ak| \leq 1. Тодi виконуються нерiвностi

In(\gamma ) \leq (0, 4374)
\gamma 
2

\Biggl( 
n\prod 

k=1

| ak| 4
\Biggr) \gamma 

2n
\Biggl[ 

n\prod 
k=1

r(Bk, ak)

\Biggr] 1 - \gamma 
n

\leq 

\leq (0, 4374)
\gamma 
2

\Biggl[ 
n\prod 

k=1

r(Bk, ak)

\Biggr] 1 - \gamma 
n

.
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Згiдно з теоремою 5.1.1 [1], справедливою є оцiнка

n\prod 
k=1

r(Bk, ak) \leq 2n
n\prod 

k=1

\alpha k\scrM (0)(An).

Звiдси, враховуючи умови леми 1, отримуємо спiввiдношення

In(\gamma ) \leq (0, 4374)
\gamma 
2

\Biggl[ 
2n

n\prod 
k=1

\alpha k

\Biggr] 1 - \gamma 
n

. (18)

Оскiльки
\sum n

k=1
\alpha k = 2, то, використовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм геометричним i

середнiм арифметичним, приходимо до висновку, що

n\prod 
k=1

\alpha k \leq \alpha 0

n\prod 
k=1,k \not =k0

\alpha k \leq \alpha 0

\left(  
\sum n

k=1,k \not =k0
\alpha k

n - 1

\right)  n - 1

= \alpha 0

\biggl( 
2 - \alpha 0

n - 1

\biggr) n - 1

,

де \alpha 0 := \alpha k0 := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}1\leq k\leq n \alpha k. Таким чином, iз спiввiдношення (18) одержуємо нерiвнiсть для
функцiонала (1):

In(\gamma ) \leq (0, 4374)
\gamma 
2

\Biggl[ 
2n\alpha 0

\biggl( 
2 - \alpha 0

n - 1

\biggr) n - 1
\Biggr] 1 - \gamma 

n

=

= (0, 4374)
\gamma 
2

\Bigl[ 
2n\alpha 0(2 - \alpha 0)

n - 1(n - 1) - (n - 1)
\Bigr] 1 - \gamma 

n
. (19)

Лему 1 доведено.
Значення функцiонала In(\gamma ), яке задається на конфiгурацiї, що визначається квадратичним

диференцiалом (4), вiдiграє фундаментальну роль у подальших розрахунках, тому проведемо
обчислення цiєї величини бiльш детально у наступному пунктi.

Для подальших мiркувань нам необхiдно пiдрахувати значення величини I0n(\gamma ) на системi
кругових областей квадратичного диференцiала (4), тобто обчислити величину

I0n(\gamma ) = r\gamma (D0, 0)
n\prod 

k=1

r (Dk, dk) ,

де Dk i dk — вiдповiдно круговi областi i полюси квадратичного диференцiала (4). Вiдомо [11],
що система кругових областей квадратичного диференцiала утворює систему неперетинних
однозв’язних областей, причому dk \in Dk \subset \BbbC , k = 1, n, d0 = 0.

Лема 2. Справджується рiвнiсть

I0n(\gamma ) =

\biggl( 
4

n

\biggr) n

\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

. (20)
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Доведення. Iз результатiв робiт [1, 8, 9, 15] i властивостей вiдокремлюючого перетворення
маємо

I0n(\gamma ) = r\gamma (D0, 0)

n\prod 
k=1

r (Dk, dk) =

=

\biggl( 
2

n

\biggr) n

\left(      
2

4\gamma 

n2+6

\biggl( 
2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 4\gamma 

n2

\biggl( 
2 - 

2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 1
2

\Bigl( 
2 - 2

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2 \biggl( 
2 +

2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 1
2

\Bigl( 
2+

2
\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

\right)      
n
2

.

Виконуючи нескладнi перетворення, одержуємо

A =

\biggl( 
2 - 

2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 1
2

\Bigl( 
2 - 2

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

= 2
2
\Bigl( 
1 - 

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2 \biggl( 
1 - 

\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2
\Bigl( 
1 - 

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

,

B =

\biggl( 
2 +

2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 1
2

\Bigl( 
2+

2
\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

= 2
2
\Bigl( 
1+

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2 \biggl( 
1 +

\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2
\Bigl( 
1+

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

,

M =

\biggl( 
1 - 

\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2
\Bigl( 
1 - 

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

=

\biggl( 
1 - 

\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2 - 4
\surd 
\gamma 

n
+ 2\gamma 

n2

,

N =

\biggl( 
1 +

\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2
\Bigl( 
1+

\surd 
\gamma 

n

\Bigr) 2

=

\biggl( 
1 +

\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2+
4
\surd 
\gamma 

n
+ 2\gamma 

n2

.

Таким чином, отримуємо

MN =
\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) 2\Bigl( 1+ \gamma 

n2

\Bigr) \left(   1 +

\surd 
\gamma 

n

1 - 
\surd 
\gamma 

n

\right)   
4
\surd 
\gamma 

n

i у пiдсумку

AB = 2
4
\Bigl( 
1+ \gamma 

n2

\Bigr) 
MN = 2

4
\Bigl( 
1+ \gamma 

n2

\Bigr) \Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) 2\Bigl( 1+ \gamma 

n2

\Bigr) \left(   1 +

\surd 
\gamma 

n

1 - 
\surd 
\gamma 

n

\right)   
4
\surd 
\gamma 

n

.

Тодi

I0n(\gamma ) =

\biggl( 
2

n

\biggr) n

\left(      
2

4\gamma 

n2+6

\biggl( 
2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 4\gamma 

n2

2
4\gamma 

n2+4
\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) \Bigl( 2+ 2\gamma 

n2

\Bigr) 
\left(   1 - 

\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
4
\surd 
\gamma 

n

\right)      
n
2

=
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=

\biggl( 
2

n

\biggr) n 2

\Bigl( 
4\gamma 

n2+2
\Bigr) 

n
2

\biggl( \surd 
\gamma 

n

\biggr) 2\gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

=

\biggl( 
2

n

\biggr) n 2n
\biggl( \surd 

\gamma 

n

\biggr) 2\gamma 
n

2
2\gamma 
n\Bigl( 

1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

=

=

\biggl( 
4

n

\biggr) n

\biggl( 
2
\surd 
\gamma 

n

\biggr) 2\gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

=

\biggl( 
4

n

\biggr) n

\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

.

Отже, остаточно приходимо до виразу (20).
Уперше значення для I0n(\gamma ) отримано у статтi [8] при \gamma = 1, для довiльного \gamma — в роботi

[15]. Форму виразу I0n(\gamma ), яка використовується в данiй статтi, було запропоновано в [1].
Лему 2 доведено.

5. Дослiдження випадку \bfitalpha 0
\surd 
\bfitgamma \geq \bftwo . В цьому пунктi ми наведемо всi необхiднi нерiвностi

для аналiзу випадку \alpha 0
\surd 
\gamma \geq 2.

Нехай

\Lambda n(\gamma ) =
In(\gamma )

I0n(\gamma )
=

r\gamma (B0, 0)
\prod n

k=1
r(Bk, ak)

r\gamma (D0, 0)
\prod n

k=1
r(Dk, dk)

, (21)

\tau n(\gamma ) = (0, 4374)
\gamma 
2

\Bigl[ n
4

\Bigr] \gamma +1
\biggl[ 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr] n - 1 - \gamma n - 1
n
\biggl( 
n

\gamma 

\biggr) \gamma 
n \Bigl( 

1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n \times 

\times 

\left(   1 +

\surd 
\gamma 

n

1 - 
\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma \biggl( 

4
\surd 
\gamma 

\biggr) 1 - \gamma 
n
\biggl( 

n

n - 1

\biggr) n - 1 - \gamma n - 1
n

. (22)

Лема 3. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i 1 < \gamma \leq n. Тодi для довiльної n-променевої системи

точок An = \{ ak\} nk=1 такої, що \alpha 0 \geq 
2
\surd 
\gamma 
, \scrM (\gamma ) (An) \leq 1, \scrM (0) (An) \leq 1, i довiльного набору

взаємно неперетинних областей Bk, ak \in Bk \subset \BbbC , k = 0, n, a0 = 0, виконується нерiвнiсть

\Lambda n(\gamma ) \leq \tau n(\gamma ).

Доведення. З урахуванням спiввiдношень (19) – (21) маємо оцiнку

\Lambda n(\gamma ) \leq 
(0, 4374)

\gamma 
2
\bigl[ 
2 \cdot 2n - 1\alpha 0(2 - \alpha 0)

n - 1(n - 1) - (n - 1)
\bigr] 1 - \gamma 

n

\biggl( 
4

n

\biggr) n - 1 - \gamma (1 - 1
n)
\biggl( 
4

n

\biggr) \gamma +1 - \gamma 
n
\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n \Bigl( 

1 - \gamma 

n2

\Bigr)  - n - \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 
, (23)

де \alpha 0 \geq 
2
\surd 
\gamma 
>

2

n
.

Розглянемо полiном (див. рис. 1)
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Рис. 1. Графiк функцiї y = x(2 - x)n - 1(n - 1) - (n - 1), n = 12.

Pn(x) = x(2 - x)n - 1, x \in (0, 2].

Полiном Pn(x) монотонно зростає на промiжку

\biggl( 
0,

2

n

\biggr) 
вiд значення Pn(0) = 0 до Pn

\biggl( 
2

n

\biggr) 
i монотонно спадає на промiжку

\biggl( 
2

n
, 2

\biggr) 
вiд значення Pn

\biggl( 
2

n

\biggr) 
до Pn(2) = 0. Таким чином,

Pn(x) має єдиний максимум у точцi x =
2

n
на промiжку (0, 2). Тодi зрозумiло, що на вiдрiзку

2
\surd 
\gamma 
\leq x \leq 2, \gamma \in (1, n), виконується нерiвнiсть

x(2 - x)n - 1 \leq 2n - 1 2
\surd 
\gamma 

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) n - 1

. (24)

Тепер iз (23) з урахуванням нерiвностi (24) отримуємо

\Lambda n(\gamma ) \leq 
(0, 4374)

\gamma 
2

\Biggl[ 
2 \cdot 2n - 1 2

\surd 
\gamma 

\biggl( 
2 - 2

\surd 
\gamma 

\biggr) n - 1\biggl( 1

n - 1

\biggr) n - 1
\Biggr] 1 - \gamma 

n

\biggl( 
4

n

\biggr) n - 1 - \gamma + \gamma 
n
\biggl( 
4

n

\biggr) \gamma +1\biggl( 4

n

\biggr)  - \gamma 
n
\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n \Bigl( 

1 - \gamma 

n2

\Bigr)  - n - \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 
. (25)

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 10



ЗАДАЧА ПРО ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ ПЛОЩИНИ З ВIЛЬНИМИ ПОЛЮСАМИ 1313

Далi маємо

\Lambda n(\gamma ) \leq 

\leq 
(0, 4374)

\gamma 
2

\biggl( 
4
\surd 
\gamma 

\biggr) 1 - \gamma 
n

\cdot 4(n - 1)(1 - \gamma 
n)
\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) (n - 1)

\biggl( 
1 - 

\gamma 

n

\biggr) \biggl( 
1

n - 1

\biggr) (n - 1)(1 - \gamma 
n)

nn - 1 - \gamma + \gamma 
n

4n - 1 - \gamma + \gamma 
n

\biggl( 
4

n

\biggr) \gamma +1\biggl( 4

n

\biggr)  - \gamma 
n
\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n \Bigl( 

1 - \gamma 

n2

\Bigr)  - n - \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

=

= (0, 4374)
\gamma 
2

\biggl( 
4
\surd 
\gamma 

\biggr) 1 - \gamma 
n

\cdot 4n - 1 - \gamma + \gamma 
n

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) n - 1 - \gamma + \gamma 
n
\biggl( 

n

n - 1

\biggr) n - 1 - \gamma + \gamma 
n

\times 

\times 41 - n+\gamma  - \gamma 
n

\Bigl( n
4

\Bigr) \gamma +1
\biggl( 
4

n

\biggr) \gamma 
n
\biggl( 
n2

4\gamma 

\biggr) \gamma 
n \Bigl( 

1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 +

\surd 
\gamma 

n

1 - 
\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

.

Отже,
\Lambda n(\gamma ) \leq \tau n(\gamma ).

Лему 3 доведено.
6. Монотоннiсть \bfittau \bfitn (\bfitgamma ) по \bfitgamma . В даному пунктi ми дослiдимо важливу властивiсть уведених

у (22) функцiй \tau n(\gamma ), а також, з урахуванням цiєї властивостi, доведемо, що \tau n(\gamma ) < 1 при всiх
\gamma \in (1, \gamma n].

Лема 4. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i 1 \leq \gamma 1 < \gamma 2 \leq n. Тодi виконується нерiвнiсть

\tau n(\gamma 1) < \tau n(\gamma 2),

де \tau n(\gamma ) визначено у (22).
Доведення. Позначимо чисельник правої частини нерiвностi (25) через mn(\gamma ):

mn(\gamma ) = (0, 4374)
\gamma 
2

\Biggl[ 
2n

2
\surd 
\gamma 

\biggl( 
2 - 2

\surd 
\gamma 

\biggr) n - 1

(n - 1) - (n - 1)

\Biggr] 1 - \gamma 
n

.

Тодi справджуються спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{n}(mn(\gamma )) =
\gamma 

2
\mathrm{l}\mathrm{n} 0, 4374+

+
\Bigl( 
1 - \gamma 

n

\Bigr) \biggl[ 
n \mathrm{l}\mathrm{n} 4 - 1

2
\mathrm{l}\mathrm{n} \gamma + (n - 1) \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) 
 - (n - 1) \mathrm{l}\mathrm{n}(n - 1)

\biggr] 
,

[\mathrm{l}\mathrm{n}(mn(\gamma ))]
\prime 
\gamma =

\mathrm{l}\mathrm{n} 0, 4374

2
 - \mathrm{l}\mathrm{n} 4 +

1

2n
\mathrm{l}\mathrm{n} \gamma  - n - 1

n
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) 
+

n - 1

n
\mathrm{l}\mathrm{n}(n - 1)+

+
\Bigl( 
1 - \gamma 

n

\Bigr) 1

2\gamma 

\biggl( 
n - 1
\surd 
\gamma  - 1

 - 1

\biggr) 
.
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Оскiльки виконуються нерiвностi

0 <
1

2
\mathrm{l}\mathrm{n} 0, 4374 + \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1

4

\biggr) 
+

11

12
\mathrm{l}\mathrm{n} 11 <

1

2
\mathrm{l}\mathrm{n} 0, 4374 + \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1

4

\biggr) 
+

n - 1

n
\mathrm{l}\mathrm{n}(n - 1)

i

 - n - 1

n
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) 
\geq 0,

\Bigl( 
1 - \gamma 

n

\Bigr) 1

\gamma 

\biggl( 
n - 1
\surd 
\gamma  - 1

 - 1

\biggr) 
\geq 0,

то легко бачити, що mn(\gamma ) монотонно зростає при вказаних у лемi параметрах n, \gamma .

Нехай \gamma \in (1;n ]. Беручи до уваги, що функцiя

(0, 4374)
\gamma 
2

\Biggl[ 
2n

2
\surd 
\gamma 

\biggl( 
2 - 2

\surd 
\gamma 

\biggr) n - 1

(n - 1) - (n - 1)

\Biggr] 1 - \gamma 
n

при фiксованому n монотонно зростає по \gamma на промiжку (1;n ], а функцiя I0n(\gamma ) монотонно
спадає по \gamma на тому ж промiжку, оскiльки

(\mathrm{l}\mathrm{n} I0n(\gamma ))
\prime =

1

n
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
4\gamma 

n2  - \gamma 

\biggr) 
+

1
\surd 
\gamma 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
n - \surd 

\gamma 

n+
\surd 
\gamma 

\biggr) 
< 0

при кожному фiксованому n, отримуємо

\tau n(\gamma 1) < \tau n(\gamma 2).

Лему 4 доведено.
Безпосередньо iз леми 4 випливає таке твердження.
Лема 5. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, \gamma 0 \in (1, n] i \tau n(\gamma 0) = 1. Тодi виконується нерiвнiсть

\tau n(\gamma ) < 1

для всiх \gamma \in (1, \gamma 0).

Справджується такий результат.
Лема 6. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i \gamma \in (1, \gamma n], \gamma n = n0,5. Тодi виконується нерiвнiсть

\tau n(\gamma ) < 1.

Доведення. Розглянемо величину \tau n(\gamma ):

\tau n(n
0,5) =

6\prod 
k=1

yk(n),

де

y1(n) = (0, 4374)n
0,5
\Bigl[ n
4

\Bigr] n0,5+1
\biggl[ 
1 - 1

n0,25

\biggr] n - 1 - n0,5 n - 1
n

, y2(n) =
\bigl( 
n0,5

\bigr) n - 0,5

,

y3(n) =
\bigl( 
1 - n - 1,5

\bigr) n+n - 0,5

, y4(n) =

\biggl( 
1 + n - 0,75

1 - n - 0,75

\biggr) 2n0,25

,
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Рис. 2. Графiк функцiї y1(n).

y5(n) =

\biggl( 
4

n0,25

\biggr) 1 - n - 0,5

, y6(n) =

\biggl( 
n

n - 1

\biggr) n - 1 - n0,5 n - 1
n

.

Як показує аналiз, функцiя y1(n) монотонно зростає (див. рис. 2) на промiжку n \in [31, 49],

а на промiжку n \in [50,\infty ) монотонно спадає i досягає максимуму y1(49) \approx 0, 0922852, тому
виконується нерiвнiсть

y1(n) < y1(49) \leq 0, 0923, n \in [31, 49].

Значення функцiї y1(n) на промiжку [31, 48] наведено в табл. 1.

Таблиця 1

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39

y1(n) 0,0888 0,0892 0,0896 0,0899 0,0902 0,0905 0,0908 0,0910 0,0912
n 40 41 42 43 44 45 46 47 48

y1(n) 0,0914 0,0916 0,0918 0,0919 0,0920 0,0921 0,0922 0,0922 0,0922

Тепер розглянемо функцiю y2(n) =
\bigl( 
n0,5

\bigr) n - 0,5

. Вона спадає на промiжку n \in (6,\infty ).

Таким чином, y2(n) < 1, 444611, n > 6. Отже, приходимо до висновку, що

y2(n) < y2(31) \leq 1, 3613, n \in [31, 49].

Далi, значення функцiї y3(n) на промiжку [31, 48] наведено в табл. 2. Очевидно, що

y3(n) =
\bigl( 
1 - n - 1,5

\bigr) n+n - 0,5

< y3(49) \leq 0, 8664, n \in [31, 49].

Розглянемо функцiю y4(n). Запишемо її у виглядi
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Таблиця 2

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39

y3(n) 0,8343 0,8368 0,8391 0,8414 0,8435 0,8456 0,8475 0,8494 0,8512
n 40 41 42 43 44 45 46 47 48

y3(n) 0,8530 0,8547 0,8563 0,8579 0,8594 0,8609 0,8623 0,8637 0,8651

y4(n) =
\bigl( 
1 + n - 0,75

\bigr) n0,75n - 0,752n0,25 \bigl( 
1 - n - 0,75

\bigr) ( - n0,75)(n - 0,75)2n0,25

.

Оскiльки
\bigl( 
1 + n - 0,75

\bigr) n0,75

< e при n \in \BbbN , а
\bigl( 
1 - n - 0,75

\bigr)  - n0,75

< 3 при n \geq 10, то

y4(n) \leq (3e)2n
 - 0,5

.

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення i

y4(n) < y4(31) \leq 2, 1249, n \in [31, 49].

Дослiджуючи функцiю y5(n) =

\biggl( 
4

n0,25

\biggr) 1 - n - 0,5

за стандартною схемою, переконуємося,

що вона спадає на промiжку n \in (8,\infty ). Таким чином,

y5(n) < y5(31) \leq 1, 5419, n \in [31, 49].

Для функцiї y6(n) справджується спiввiдношення

y6(n) =

\biggl( 
n

n - 1

\biggr) n - 1 - n0,5 n - 1
n

<

\biggl( 
1 +

1

n - 1

\biggr) n - 1

\leq 2, 6905, n \in [31, 49].

Отже,

\tau n(n
0,5) =

6\prod 
k=1

yk(n) \leq 

\leq 0, 0923 \cdot 1, 3613 \cdot 0, 8664 \cdot 2, 1249 \cdot 1, 5419 \cdot 2, 6905 \approx 

\approx 0, 959625 < 1,

тобто
\tau n(n

0,5) < 1, n \in [31, 49].

Аналогiчним чином на промiжку n \in [50,\infty ) отримуємо

y1(n) < y1(50) \leq 0, 0923, n \in [50,\infty ).

Далi розглянемо функцiю y2(n) =
\bigl( 
n0,5

\bigr) n - 0,5

. Вона спадає на промiжку n \in (6,\infty ). Таким
чином, y2(n) < 1, 444611, n > 6. Звiдси приходимо до висновку, що

y2(n) < y2(50) \leq 1, 3187, n \in [50,\infty ).

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 10



ЗАДАЧА ПРО ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ ПЛОЩИНИ З ВIЛЬНИМИ ПОЛЮСАМИ 1317

Очевидно, що

y3(n) =
\bigl( 
1 - n - 1,5

\bigr) n+n - 0,5

\leq 1, n \in [50,\infty ).

Тепер розглянемо функцiю y4(n). Запишемо її у виглядi

y4(n) =
\bigl( 
1 + n - 0,75

\bigr) n0,75n - 0,752n0,25 \bigl( 
1 - n - 0,75

\bigr) ( - n0,75)(n - 0,75)2n0,25

.

Оскiльки
\bigl( 
1 + n - 0,75

\bigr) n0,75

< e при n \in \BbbN , а
\bigl( 
1 - n - 0,75

\bigr)  - n0,75

< 3 при n \geq 10, то

y4(n) \leq (3e)2n
 - 0,5

.

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення i

y4(n) < y4(50) \leq 1, 8103, n \in [50,\infty ).

Дослiджуючи функцiю y5(n) =

\biggl( 
4

n0,25

\biggr) 1 - n - 0,5

за стандартною схемою, переконуємося,

що вона спадає на промiжку n \in (8,\infty ). Таким чином,

y5(n) < y5(50) \leq 1, 4199, n \in [50,\infty ).

Для функцiї y6(n) справджується спiввiдношення

y6(n) =

\biggl( 
n

n - 1

\biggr) n - 1 - n0,5 n - 1
n

<

\biggl( 
1 +

1

n - 1

\biggr) n - 1

\leq 2, 72, n \in [50,\infty ).

Пiдсумовуючи викладене вище, отримуємо

\tau n(n
0,5) =

6\prod 
k=1

yk(n) \leq 

\leq 0, 0923 \cdot 1, 3187 \cdot 1 \cdot 1, 8103 \cdot 1, 4199 \cdot 2, 72 \approx 

\approx 0, 850991 < 1,

тобто
\tau n(n

0,5) < 1 для n \in [50,\infty ).

З iншого боку, безпосереднi обчислення показують, що \tau n
\bigl( 
n0,5

\bigr) 
< 1 для n \in [12, 30] (див.

табл. 3). Звiдси та з лем 4, 5 випливає, що \tau n(\gamma ) < 1 для всiх n \geq 12 i \gamma \in (1, n0,5].

Лему 6 доведено.

7. Завершення доведення теореми 1. Iз урахуванням всiх попереднiх лем ми отримали,
що у випадку \alpha 0

\surd 
\gamma \geq 2 i \gamma \in (1, n0,5] екстремальнi конфiгурацiї вiдсутнi при всiх n \geq 12.

Залишається дослiдити випадок \alpha 0
\surd 
\gamma < 2 i \gamma \in (1, n0,5], n \geq 12. У цьому випадку твердження

теореми легко отримати iз результату статтi [24]. Достатньо лише перевiрити, що умови, якi
були накладенi на параметр \gamma , задовольняють умови теореми. Оскiльки нерiвнiсть n0,5 \leq 
\leq 0, 1215n2 виконується при n \geq 5, то iз роботи [24] випливає нерiвнiсть

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 10



1318 О. К. БАХТIН

Таблиця 3

n y1(n) y2(n) y3(n) y4(n) y5(n) y6(n) \tau n
\bigl( 
n0,45

\bigr) 
12 0,0774681 1,4314177 0,7413863 3,2030253 1,7232493 1,9755106 0,8964409
13 0,0782372 1,4271714 0,7510127 3,0568729 1,7132898 2,0019350 0,8792146
14 0,0789887 1,4228456 0,7595747 2,9327093 1,7029409 2,0257159 0,8636551
15 0,0797230 1,4185110 0,7672595 2,8257772 1,6923972 2,0472672 0,8495195
16 0,0804396 1,4142135 0,7742110 2,7326114 1,6817928 2,0669174 0,8365996
17 0,0811382 1,4099829 0,7805414 2,6506264 1,6712202 2,0849312 0,8247248
18 0,0818182 1,4058380 0,7863401 2,5778530 1,6607436 2,1015239 0,8137494
19 0,0824791 1,4017904 0,7916792 2,5127640 1,6504071 2,1168736 0,8035511
20 0,0831203 1,3978467 0,7966177 2,4541563 1,6402406 2,1311282 0,7940282
21 0,0837413 1,3940102 0,8012045 2,4010688 1,6302637 2,1444123 0,7850906
22 0,0843418 1,3902814 0,8054801 2,3527240 1,6204889 2,1568314 0,7766648
23 0,0849212 1,4271714 0,8094790 2,3084860 1,6109231 2,1684756 0,7911419
24 0,0854793 1,3831434 0,8132305 2,2678296 1,6015695 2,1794224 0,7610960
25 0,0860158 1,3797296 0,8167593 2,2303167 1,5924286 2,1897388 0,7538503
26 0,0865303 1,3764154 0,8200873 2,1955792 1,5834988 2,1994832 0,7469053
27 0,0870228 1,3731976 0,8232330 2,1633051 1,5747770 2,2087067 0,7402249
28 0,0874931 1,3700725 0,8262129 2,1332284 1,5662591 2,2174541 0,7337784
29 0,0879410 1,3670369 0,8290413 2,1051208 1,5579405 2,2257650 0,7275368
30 0,0883666 1,3640871 0,8317307 2,0787851 1,5498159 2,2336747 0,7214772

In(\gamma ) \leq 
\biggl( 
4

n

\biggr) n

\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

.

Знак рiвностi в останнiй нерiвностi досягається при тих же умовах, що i в теоремi 1.
Теорему 1 доведено.
Використовуючи лему 2 та теорему 2, можна отримати такий результат.
Наслiдок 1. Нехай n \in \BbbN , n \geq 12, i \gamma \in (1, \gamma n], \gamma n = n0,5. Тодi для довiльної n-променевої

системи точок An = \{ ak\} nk=1 такої, що | ak| = 1, i довiльного набору взаємно неперетинних
областей Bk, ak \in Bk \subset \BbbC , a0 = 0 \in B0 \subset \BbbC , k = 1, n, виконується нерiвнiсть

r\gamma (B0, 0)

n\prod 
k=1

r (Bk, ak) \leq r\gamma 
\Bigl( 
B

(0)
0 , 0

\Bigr) n\prod 
k=1

r
\Bigl( 
B

(0)
k , a

(0)
k

\Bigr) 
,

де a
(0)
k i B(0)

k , k = 0, n, — полюси i круговi областi квадратичного диференцiала (4).
Наслiдок 1 є новим результатом для n \in [12, 125] (див. [27]).
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