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ГIПЕРБОЛIЧНI СИСТЕМИ У ПРОСТОРАХ ГЕЛЬФАНДА I ШИЛОВА

For systems hyperbolic in Shilov’s sense with time-dependent coefficients, the properties of the Green function are studied
in the S -type spaces. For systems of this kind in the indicated spaces, we establish the correct solvability of the Cauchy
problem. It is shown that, for each \beta > 1, the space S\beta 

0

\prime 
of Gelfand and Shilov distributions is the class of well-posedness

of this problem.

Для гiперболiчних за Шиловим систем iз неперервно залежними вiд часу коефiцiєнтами дослiджено властивостi
функцiї Грiна у просторах типу S. Для таких систем у цих просторах встановлено коректну розв’язнiсть задачi
Кошi та доведено, що простiр S\beta 

0

\prime 
розподiлiв Гельфанда i Шилова при кожному \beta > 1 є класом коректностi цiєї

задачi.

1. Вступ. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

\partial tu(t;x) = P (t; i\partial x)u(t;x), (t;x) \in \Pi (0;T ] := (0;T ]\times \BbbR n, (1)

у якiй u = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}(u1; . . . ;um) — невiдома функцiя, P (t; i\partial x) — матричний диференцiальний вираз
порядку p з неперервно залежними вiд t комплекснозначними коефiцiєнтами, а

\partial kx \cdot :=
\partial | k| \cdot 

\partial k1x1 . . . \partial 
kn
xn

, k \in \BbbZ n
+, x \in \BbbR n.

Вважатимемо, що система (1) гiперболiчна за Шиловим на множинi \Pi (0;T ]. Якщо коефiцi-
єнти системи сталi, тобто P (t; i\partial x) \equiv P (i\partial x), це означає, що функцiя

\Lambda (s) := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j

\mathrm{R}\mathrm{e}\lambda j(s), s \in \BbbC n,

де \lambda j(\cdot ) — власнi числа матричного символу P (\cdot ), задовольняє такi умови:

1) її степеневий порядок зростання у комплексному просторi \BbbC n не бiльший за 1 : \Lambda (s) \leq 
\leq a\| s\| + b;

2) при дiйсних значеннях s = \xi \in \BbbR n ця функцiя обмежена: \Lambda (\xi ) \leq c.

У загальному випадку гiперболiчнiсть за Шиловим системи (1) означає виконання для матри-
цанта \theta t\tau (\cdot ) її двоїстої за Фур’є системи оцiнoк [1]:

1) | \theta t\tau (s)| \leq c(1 + \| s\| )\gamma e\delta (t - \tau )\| s\| , s \in \BbbC n, 0 \leq \tau < t \leq T ;

2) | \theta t\tau (\xi )| \leq c0
\bigl( 
1 + \| \xi \| 

\bigr) \gamma 
, \xi \in \BbbR n, 0 \leq \tau < t \leq T

(тут c0, c, \delta — додатнi сталi, не залежнi вiд t i \tau , а \gamma := p(m - 1)).
У роботi [1] наведено приклади гiперболiчних за Шиловим систем та обґрунтовано, що

кожна гiперболiчна за Петровським система (1) є гiперболiчною за Шиловим i кожне гiпербо-
лiчне за Гордiнгом рiвняння зi сталими коефiцiєнтами зводиться до гiперболiчної за Шиловим
системи.

Гiперболiчнiсть системи не забезпечує необхiдного спадання на нескiнченностi матрицанта
\theta t\tau (\cdot ), тому класичний метод перетворення Фур’є розв’язування системи (1), який є ефективним
у параболiчному випадку, виявився недiєвим для таких систем. У зв’язку з цим рiзними дослiд-
никами розроблялися iншi методи розв’язування гiперболiчних рiвнянь i систем другого та
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вищих порядкiв, зокрема методи характеристик, вiдокремлення змiнних, скiнченних рiзниць,
побудови функцiї Рiмана – Адамара, якi дозволили одержати ряд важливих результатiв про
коректну розв’язнiсть задачi Кошi та крайових задач у рiзних функцiональних просторах [2 –
9], а також дослiдити властивостi розв’язкiв (див., наприклад, [10, 11]).

Iз розвитком теорiї узагальнених функцiй метод перетворення Фур’є вдалося поширити
i на випадок гiперболiчних систем [1, 12]. У роботi [1], трактуючи розв’язок системи (1)
у слабкому розумiннi, встановлено, що простiр S\prime 

0 розподiлiв Дiрака є класом єдиностi задачi
Кошi для гiперболiчних за Шиловим систем, а також у термiнах показника коректностi системи
описано умови гладкостi на початкову вектор-функцiю, за яких вiдповiдна задача Кошi коректно
розв’язна i має класичний розв’язок. Крiм цього, поширено вiдомий результат I. Г. Петровського
про коректну розв’язнiсть задачi Кошi для гiперболiчних за Петровським систем [2] на випадок
систем, гiперболiчних за Шиловим: задача Кошi лише для гiперболiчних систем (1) коректно
розв’язна з довiльними достатньо гладкими початковими даними без будь-яких обмежень на
їхнє зростання на нескiнченностi.

У данiй роботi з’ясовується питання про коректну розв’язнiсть задачi Кошi для гiпербо-
лiчних за Шиловим систем (1) у просторах типу S i S\prime основних i узагальнених функцiй
Гельфанда i Шилова. Дослiджуються властивостi функцiї Грiна у цих просторах, встановлено
iснування й єдинiсть у кожному просторi типу S класичного розв’язку задачi Кошi для гiпер-
болiчних систем (1) iз граничними значеннями на початковiй гiперплощинi iз цих просторiв та
розширено клас єдиностi S\prime 

0 Гельфанда i Шилова для таких систем до простору S\beta 
0

\prime 
, \beta > 1,

а також доведено, що S\beta 
0

\prime 
є класом коректностi задачi Кошi для гiперболiчних за Шиловим

систем. Одержанi результати проiлюстровано на прикладi рiвняння коливання необмеженої
струни.

2. Необхiднi вiдомостi. Нехай S — простiр Шварца швидкоспадних на \BbbR n функцiй. Для
\alpha \geq 0 i \beta \geq 0 покладемо [13]

S\alpha :=
\Bigl\{ 
\varphi (\cdot ) \in S | \exists A > 0 \forall q \in \BbbZ n

+ \exists cq > 0 \forall k \in \BbbZ n
+ \forall x \in \BbbR n : | xk\partial q\varphi (x)| \leq cqA

| k| k\alpha k
\Bigr\} 
,

S\beta :=
\Bigl\{ 
\varphi (\cdot ) \in S | \exists B > 0 \forall k \in \BbbZ n

+ \exists ck > 0 \forall q \in \BbbZ n
+ \forall x \in \BbbR n : | xk\partial q\varphi (x)| \leq ckB

| q| q\beta q
\Bigr\} 
,

S\beta 
\alpha :=

\Bigl\{ 
\varphi (\cdot ) \in S | \exists A > 0 \exists B > 0 \exists c > 0 \forall \{ k, q\} \subset \BbbZ n

+

\forall x \in \BbbR n : | xk\partial q\varphi (x)| \leq cA| k| B| q| k\alpha kq\beta q
\Bigr\} 
.

Iз вiдповiдними топологiями цi простори є об’єднанням злiченно нормованих повних доскона-
лих просторiв, збiжнiсть у яких характеризується таким критерiєм [13]: граничне спiввiдношен-

ня \varphi \nu (\cdot )
W - \rightarrow 

\nu \rightarrow \infty 
0 виконується тодi й лише тодi, коли:

A) \partial q\varphi \nu (x)
x\in \BbbK 
\rightrightarrows 

\nu \rightarrow \infty 
0 \forall \BbbK \subset \BbbR n \forall q \in \BbbZ n

+ (йдеться про рiвномiрну збiжнiсть щодо x на

компактi \BbbK );
Б) послiдовнiсть \varphi \nu (\cdot ) обмежена у просторi W, де W \in 

\bigl\{ 
S\alpha , S

\beta , S\beta 
\alpha 

\bigr\} 
.

Простори S\alpha , S
\beta i S\beta 

\alpha називають ще просторами типу S основних функцiй Гельфанда i
Шилова.
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У [13] доведено, що простори S\beta i S\beta нетривiальнi при кожному \beta \geq 0, а простiр S\beta 
\alpha —

лише при \alpha + \beta \geq 1, якщо \alpha \cdot \beta \not = 0, i при \alpha + \beta > 1 у випадку, коли \alpha \cdot \beta = 0. Крiм цього,
виконується топологiчна рiвнiсть S\beta 

\alpha = S\alpha \cap S\beta [14].
При \alpha = 0 елементи простору S0 фiнiтнi нескiнченно диференцiйовнi на \BbbR n функцiї;

при \beta < 1 елементи \varphi (\cdot ) \in S\beta i \psi (\cdot ) \in S\beta 
\alpha , \alpha > 0, допускають аналiтичне продовження у

комплексний простiр \BbbC n до цiлих функцiй таких, що\bigm| \bigm| xk\varphi (x+ iy)
\bigm| \bigm| \leq cke

\delta \| y\| 
1

1 - \beta 
, k \in \BbbZ n

+,
\bigm| \bigm| \psi (x+ iy)

\bigm| \bigm| \leq ce - \delta 0\| x\| 
1
\alpha +\delta 1\| y\| 

1
1 - \beta 

.

Оператор перетворення Фур’є F мiж просторами S\alpha i S\beta встановлює взаємно однозначну i
неперервну вiдповiднiсть, при цьому мають мiсце топологiчнi рiвностi F [S\alpha ] = S\alpha , F [S\beta ] = S\beta 
i F [S\beta 

\alpha ] = S\alpha 
\beta .

Нехай W — один iз просторiв типу S, W \prime — топологiчно спряжений простiр iз W, а F [W ] —
простiр фур’є-образiв елементiв простору W. Перетворення Фур’є узагальненої функцiї f \in W \prime 

визначається так [13]: \bigl\langle 
F [f ], F [\varphi ]

\bigr\rangle 
:= (2\pi )n\langle f, \varphi \rangle , \varphi \in W,\bigl\langle 

F - 1[g], F - 1[\psi ]
\bigr\rangle 
:= (2\pi ) - n\langle g, \psi \rangle , g \in F [W ], \psi \in F [W ]

(тут кутовими дужками позначено дiю узагальненої функцiї на основну).
У просторах типу S визначено i неперервний оператор \tau h звичайного зсуву на крок h \in \BbbR n :

\tau h\varphi (x) = \varphi (x+ h). Це дозволяє визначити згортку елементiв \{ f, g\} \subset W \prime рiвнiстю

\langle g \ast f, \varphi \rangle =
\bigl\langle 
f(x), \langle g(y), \varphi (x+ y)\rangle 

\bigr\rangle 
\forall \varphi \in W.

Згортка g \ast f iснує, якщо g — згортувач у просторi W, тобто такий функцiонал iз W \prime , що
(g \ast \varphi )(\cdot ) :=

\bigl\langle 
g(x), \varphi (x + \cdot )

\bigr\rangle 
\in W \forall \varphi \in W, причому оператор згортки g\ast неперервний у W.

Якщо g — згортувач у просторi W, то справджуються рiвностi [13]

F [g \ast f ] = F [g]F [f ] \forall f \in W \prime , F [g \ast \varphi ] = F [g]F [\varphi ] \forall \varphi \in W. (2)

З останньої рiвностi випливає, що перетворення Фур’є згортувача g, тобто F [g], — мультиплi-
катор у вiдповiдному просторi F [W ]. Очевидно, правильним є i зворотне твердження.

Для всiх 0 \leq \alpha j \leq \alpha j - 1 i 0 \leq \beta j \leq \beta j - 1, j \in \{ 1; 2\} , мають мiсце неперервнi вкладення [13]

S\beta 2
\alpha 2

\subset S\beta 1
\alpha 1

\subset 

\Biggl\{ 
S\alpha 1 \subset S\alpha 0

S\beta 1 \subset S\beta 0

\Biggr\} 
\subset S \subset L2(\BbbR n) \subset S\prime \subset 

\Biggl\{ 
S\alpha 0

\prime \subset S\alpha 1
\prime 

S\beta 0
\prime \subset S\beta 1

\prime 

\Biggr\} 
\subset S\beta 1

\alpha 1

\prime \subset S\beta 2
\alpha 2

\prime 

(тут L2(\BbbR n) — простiр Лебега сумовних у квадратi на \BbbR n функцiй).
Говоритимемо, що параметрична функцiя g(t; \cdot ) \in W \prime , t \in [a; b], слабко диференцiйовна у

просторi W \prime за параметром t у точцi t0 \in [a; b], якщо для кожного елемента \varphi (\cdot ) з W iснує
скiнченна границя

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t - \rightarrow 0

\bigl\langle 
(g(t0 +\bigtriangleup t; \xi ) - g(t0; \xi ))/\bigtriangleup t, \varphi (\xi )

\bigr\rangle 
= c\varphi (t0)

i для всiх \varphi \nu (\cdot )
W - \rightarrow 

\nu \rightarrow \infty 
0 вiдповiднi числовi послiдовностi
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\^c\nu (t0) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t - \rightarrow 0

\bigl\langle 
(g(t0 +\bigtriangleup t; \xi ) - g(t0; \xi ))/\bigtriangleup t, \varphi \nu (\xi )

\bigr\rangle 
 - \rightarrow 
\nu \rightarrow \infty 

0.

При цьому узагальнену функцiю \partial tg(t0; \cdot ) з W \prime , яка на елементах \varphi (\cdot ) \in W визначається
рiвнiстю

\bigl\langle 
\partial tg(t0; \xi ), \varphi (\xi )

\bigr\rangle 
= c\varphi (t0), назвемо слабкою похiдною функцiї g(t; \cdot ) у просторi W \prime 

за параметром t у точцi t0. Функцiя g(t; \cdot ) слабко диференцiйовна по t на [a; b] у просторi W \prime ,

якщо вона слабко диференцiйовна по t у W \prime в кожнiй точцi промiжку [a; b].

Позначимо через \BbbW \prime векторний аналог простору W \prime . Якщо f \in \BbbW \prime , \varphi \in \BbbW , то f =

= \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}(f1; . . . ; fm) i \varphi = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}(\varphi 1; . . . ;\varphi m), причому \langle f, \varphi \rangle =
\sum m

j=1
\langle fj , \varphi j\rangle , крiм цього, \scrA \ast \varphi =

= \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}

\biggl( \sum m

j=1
alj \ast \varphi j

\biggr) m

l=1

, якщо \scrA =
\bigl( 
alj
\bigr) m
l,j=1

.

Означення. Узагальнена вектор-функцiя u(t; \cdot ) \in \BbbW \prime , t \in (0;T ], називається слабким
розв’язком системи (1) у просторi \BbbW \prime , якщо u(t; \cdot ) слабко диференцiйовна по t на (0;T ] у \BbbW \prime 

i для кожного елемента \varphi \in \BbbW виконується рiвнiсть\bigl\langle 
\partial tu(t;x), \varphi (x)

\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
P (t; i\partial x)u(t;x), \varphi (x)

\bigr\rangle 
.

У роботi [1] методом перетворення Фур’є узагальнених функцiй побудовано функцiю Грiна
гiперболiчної системи (1) у виглядi G(t, \tau ; \cdot ) = F - 1[\theta t\tau (\xi )](t, \tau ; \cdot ), 0 \leq \tau < t \leq T, де

\theta t\tau (\xi ) = E +

t\int 
\tau 

P (t1; \xi ) dt1 +

t\int 
\tau 

\left(  P (t1; \xi ) t1\int 
\tau 

P (t2; \xi ) dt2

\right)  dt1 + . . . (3)

— матрицант вiдповiдної двоїстої за Фур’є з (1) системи

\partial tv(t; \xi ) = P (t; \xi )v(t; \xi ), (t; \xi ) \in \Pi (\tau ;T ] (4)

(тут E — одинична матриця порядку m). Дослiджено властивостi функцiйної матрицi G(t, \tau ; \cdot ),
зокрема, обґрунтовано належнiсть її компонент до простору S\prime 

0 та доведено, що цi компоненти
є згортувачами у просторi S0 (див. [1, c. 69]). При цьому, використовуючи умови з означення
гiперболiчностi системи (1) i застосовуючи послiдовно теореми 1\prime \prime , 2\prime \prime з [13, c. 256, 258],
встановлено оцiнку\bigm| \bigm| \theta t\tau (\xi + i\eta )

\bigm| \bigm| \leq c
\bigl( 
1 + \| \xi \| 

\bigr) \gamma 
e\delta \| \eta \| , \xi + i\eta \in \BbbC n, 0 \leq \tau < t \leq T, (5)

з c > 0 i \delta > 0, не залежними вiд t i \tau .
3. Властивостi функцiї Грiна. Правильним є таке допомiжне твердження.
Лема 1. Iснують додатнi сталi c i B такi, що для всiх q \in \BbbZ n

+, \xi \in \BbbR n i 0 \leq \tau < t \leq T

виконується оцiнка \bigm| \bigm| \partial q\xi \theta t\tau (\xi )\bigm| \bigm| \leq cB| q| \bigl( 1 + \| \xi \| 
\bigr) \gamma 
. (6)

Доведення. Для спрощення викладок розглянемо випадок n = 1 (випадок n > 1 розгляда-
ється аналогiчно).

Згiдно з формулою Кошi та оцiнкою (5) маємо

\bigm| \bigm| \partial q\xi \theta t\tau (\xi )\bigm| \bigm| \leq q!

2\pi 

\int 
\Gamma r

| \theta t\tau (z)| 
| z  - \xi | q+1

dz \leq cq!
e\delta r

rq
(1 + | \xi + r| )\gamma , q \in \BbbZ +, \xi \in \BbbR , 0 \leq \tau < t \leq T,
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де \Gamma r — коло радiуса r з центром у точцi \xi . Звiдси, поклавши r = q/\delta , знайдемо\bigm| \bigm| \partial q\xi \theta t\tau (\xi )\bigm| \bigm| \leq c(e\delta )q
\bigl( 
1 + | \xi + q/\delta | 

\bigr) \gamma \leq c(e\delta )q
\bigl( 
(1 + | \xi | ) + 2q/\delta 

\bigr) \gamma \leq c(1 + 1/\gamma \delta )\gamma (e\delta 2\gamma )q(1 + | \xi | )\gamma .

Лему доведено.
Оцiнка (6) похiдних матрицанта \theta t\tau (\cdot ) на дiйснiй гiперплощинi \BbbR n дозволяє обґрунтувати

правильнiсть наступного твердження.
Теорема 1. Нехай система (1) гiперболiчна за Шиловим, тодi вiдповiдна функцiйна

матриця \theta t\tau (\cdot ), 0 \leq \tau < t \leq T, — мультиплiкатор у кожному векторному просторi типу S.
Доведення зводиться до перевiрки виконання умов з означення мультиплiкатора у просторi

\BbbW основних функцiй:
1) \forall \varphi \in \BbbW : \theta t\tau (\cdot )\varphi (\cdot ) \in \BbbW , 0 \leq \tau < t \leq T ;

2) якщо \varphi \nu (\cdot )
W - \rightarrow 

\nu \rightarrow \infty 
0, то \theta t\tau (\cdot )\varphi \nu (\cdot )

W - \rightarrow 
\nu \rightarrow \infty 

0 при 0 \leq \tau < t \leq T.

Використавши формулу Лейбнiца диференцiювання добутку, оцiнку (6) та нерiвнiсть

\bigl( 
1 + \| \xi \| 

\bigr) \gamma | \xi | k \leq 
\bigl( 
2
\surd 
n
\bigr) \gamma \left(  | \xi | k +

n\sum 
j=1

| \xi j | kj+\gamma 

\right)  , k \in \BbbZ n
+, \xi \in \BbbR n,

для \varphi \in \BbbW , \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+, \xi \in \BbbR n i 0 \leq \tau < t \leq T отримаємо

\bigm| \bigm| \xi k\partial q\xi (\theta t\tau (\xi )\varphi (\xi ))\bigm| \bigm| \leq c
\bigl( 
2
\surd 
n
\bigr) \gamma 
(2B)| q| 

\left(  | \xi | k +
n\sum 

j=1

| \xi j | kj+\gamma 

\right)  | q| \sum 
| l| =0

\bigm| \bigm| \partial l\varphi (\xi )\bigm| \bigm| . (7)

Звiдси, враховуючи означення просторiв типу S (див. п. 2), переконуємось у справедливостi
твердження 1).

Покажемо, що твердження 2 також є справедливим. Для цього, згiдно з критерiєм збiжностi
у просторах типу S, достатньо показати, що

а) \forall \BbbK \subset \BbbR n \forall q \in \BbbZ n
+ : \partial q\xi 

\bigl( 
\theta t\tau (\xi )\varphi \nu (\xi )

\bigr) \xi \in \BbbK 
\rightrightarrows 

\nu \rightarrow \infty 
0, 0 \leq \tau < t \leq T ;

б) послiдовнiсть \theta t\tau (\cdot )\varphi \nu (\cdot ) обмежена в \BbbW при довiльно фiксованих t i \tau таких, що 0 \leq 
\leq \tau < t \leq T.

З оцiнки (6) i спiввiдношення \varphi \nu (\cdot )
W - \rightarrow 

\nu \rightarrow \infty 
0 (див. твердження A) з п. 2) випливає а). Дiйсно,

| \partial q\xi 
\bigl( 
\theta t\tau (\xi )\varphi \nu (\xi )

\bigr) 
| \leq cq

\bigl( 
1 + \| \xi \| 

\bigr) \gamma | q| \sum 
| l| =0

| \partial l\varphi \nu (\xi )| 
\xi \in \BbbK 
\rightrightarrows 

\nu \rightarrow \infty 
0, q \in \BbbZ n

+, 0 \leq \tau < t \leq T.

Далi, обмеженiсть послiдовностi \varphi \nu (\cdot ), \nu \geq 1, у просторi \BbbS \beta \alpha означає, що

\exists A0 > 0 \exists B0 > 0 \exists c0 > 0 \forall \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+ \forall \nu \geq 1 \forall \xi \in \BbbR n :

| \xi k\partial q\varphi \nu (\xi )| \leq c0A
| k| 
0 B

| q| 
0 k

\alpha kq\beta q.

Враховуючи це, з вiдповiдної нерiвностi (7) для всiх \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+, \xi \in \BbbR n, \nu \geq 1 i 0 \leq \tau < t \leq T

знаходимо
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\bigm| \bigm| \partial q\xi \bigl( \theta t\tau (\xi )\varphi \nu (\xi )
\bigr) \bigm| \bigm| \leq c

\bigl( 
2
\surd 
n
\bigr) \gamma 
(2B)| q| 

\left(  | \xi | k +
n\sum 

j=1

| \xi j | kj+\gamma 

\right)  | q| \sum 
| l| =0

| \partial l\varphi \nu (\xi )| \leq 

\leq c1A
| k| 
1 B

| q| 
1

\left(  k\alpha k + n\sum 
j=1

(kj + \gamma )\alpha (kj+\gamma )

\right)  | q| \sum 
| l| =0

l\beta l \leq c2A
| k| 
2 B

| q| 
2 k

\alpha kq\beta q.

Отже, умова б) при \BbbW = \BbbS \beta \alpha виконується.
Аналогiчно переконуємось у виконаннi умови б) при \BbbW = \BbbS \alpha та \BbbW = \BbbS \beta .
Теорему доведено.
Зважаючи тепер на властивостi перетворення Фур’є у просторах типу S, безпосередньо з

теореми 1 та рiвностi (2) одержуємо таке твердження.
Теорема 2. Функцiя Грiна G(t, \tau ; \cdot ), 0 \leq \tau < t \leq T, гiперболiчної за Шиловим системи (1)

є згортувачем у кожному векторному просторi типу S, при цьому

(G \ast \varphi )(t, \tau ; \cdot ) = F - 1
\bigl[ 
\theta t\tau (\xi )F [\varphi ](\xi )

\bigr] 
(t, \tau ; \cdot ) \forall \varphi \in \BbbW .

4. Задача Кошi у просторах типу \bfitS . Нехай, як i ранiше, \BbbW — один iз векторних просторiв
типу S. Зафiксуємо \varphi з \BbbW i для системи (1) задамо початкову умову

u(t; \cdot ) W - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\varphi (\cdot ). (8)

Задача полягає у знаходженнi класичних розв’язкiв системи (1) у просторi \BbbW , якi задоволь-
няють початкову умову (8) i неперервно залежать вiд початкових даних.

Теорема 3. Задача Кошi для гiперболiчної системи (1) з початковою умовою (8) коректно
розв’язна на множинi \Pi (0;T ]. Її класичний розв’язок зображується формулою

u(t;x) = G(t, 0;x) \ast \varphi (x), (t;x) \in \Pi (0;T ],

i при кожному фiксованому t \in [0;T ] є елементом простору \BbbW .

Доведення. Оскiльки нас цiкавлять розв’язки системи (1), якi швидко спадають на нескiн-
ченностi, то, подiявши на (1) класичним перетворенням Фур’є, одержимо вiдповiдну двоїсту
систему (4), в якiй v = F [u] \equiv \~u. Зважаючи на властивостi оператора F (див. п. 2), приходимо
до висновку, що питання про розв’язнiсть системи (1) у просторi \BbbW рiвносильне питанню про
розв’язнiсть (4) у просторi F [\BbbW ].

Розв’язавши систему (4) методом побудови матрицанта, одержимо її загальний розв’язок
v(t; \cdot ) = \theta t0(\cdot )c(\cdot ), t \in (0;T ]. Звiдси, згiдно з класичною теоремою Кошi, знаходимо, що функцiя

v(t; \cdot ) = \theta t0(\cdot ) \~\varphi (\cdot ), t \in (0;T ],

— єдиний розв’язок системи (4), який задовольняє початкову умову

v(t; \cdot )
\bigm| \bigm| 
t=0

= \~\varphi (\cdot ).

Далi, згiдно з теоремою 1, цей розв’язок при кожному фiксованому t з (0;T ] належить
простору F [\BbbW ] i неперервно залежить вiд початкових даних у F [\BbbW ].
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Обґрунтуємо тепер виконання граничного спiввiдношення

v(t; \cdot ) F [W ] - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\~\varphi (\cdot ). (9)

Для цього, згiдно з критерiєм збiжностi у просторах типу S, достатньо встановити такi твер-
дження:

1) \forall \BbbK \subset \BbbR n \forall q \in \BbbZ n
+ : \partial q\xi v(t; \xi )

\xi \in \BbbK 
\rightrightarrows 

t\rightarrow +0
\partial q\xi \~\varphi (\xi );

2) функцiя v(t; \cdot ) обмежена у просторi F [\BbbW ] за параметром t при 0 < t < 1.

Використовуючи формулу Лейбнiца диференцiювання добутку, отримуємо

\partial q\xi v(t; \xi ) = \theta t0(\xi )\partial 
q \~\varphi (\xi ) +

\sum 
l<q

C l
q\partial 

q - l
\xi \theta t0(\xi )\partial 

l \~\varphi (\xi ).

Звiдси, на пiдставi спiввiдношень

\theta t0(\xi )
\xi \in \BbbK 
\rightrightarrows 

t\rightarrow +0
E, \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in (0;1), \xi \in \BbbK 

\Bigl\{ 
t - 1
\bigm| \bigm| \partial q - l

\xi \theta t0(\xi )
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial l \~\varphi (\xi )\bigm| \bigm| \Bigr\} < +\infty при l \not = q,

якi одержуються безпосередньо з рiвностi (3), твердження про почленне диференцiювання
рiвномiрно збiжних рядiв та властивостi про середнє значення визначеного iнтеграла вiд непе-
рервної функцiї, переконуємось у справедливостi твердження 1.

Щодо твердження 2, то у випадку \BbbW = \BbbS \beta \alpha воно набирає вигляду

\exists A > 0 \exists B > 0 \exists c > 0 \forall \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+ \forall t \in (0; 1) \forall \xi \in \BbbR n :\bigm| \bigm| \xi k\partial q\xi v(t; \xi )\bigm| \bigm| \leq cA| k| B| q| k\alpha kq\beta q.

Оскiльки \~\varphi \in \BbbS \beta \alpha , то\bigm| \bigm| \xi k\partial q \~\varphi (\xi )\bigm| \bigm| \leq c0A
| k| 
0 B

| q| 
0 k

\alpha kq\beta q, \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+, \xi \in \BbbR n.

Тодi на пiдставi леми 1 для \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+, \xi \in \BbbR n i t \in (0; 1) з оцiнки (7) знаходимо

\bigm| \bigm| \xi k\partial q\xi v(t; \xi )\bigm| \bigm| \leq c
\bigl( 
2
\surd 
n
\bigr) \gamma 
(2B)| q| 

| q| \sum 
| l| =0

\left(  | \xi k\partial l \~\varphi (\xi )| +
n\sum 

j=1

| \xi kj+\gamma 
j \partial l \~\varphi (\xi )| 

\right)  \leq 

\leq cc0
\bigl( 
2
\surd 
n
\bigr) \gamma 
(2BB0)

| q| q\alpha q
| q| \sum 

| l| =0

\left(  A| k| 
0 k

\beta k +

n\sum 
j=1

A
kj+\gamma 
0 (kj + \gamma )\beta (kj+\gamma )

\right)  \leq 

\leq c1A
| k| 
1 B

| q| 
1 k

\beta kq\alpha q

(тут додатнi сталi c1, A1 i B1 не залежать вiд t i \xi ).
Отже, у випадку \BbbW = \BbbS \beta \alpha твердження 2 справджується.
Справедливiсть твердження 2 при \BbbW = \BbbS \alpha i \BbbW = \BbbS \beta встановлюється аналогiчно.
Враховуючи тепер теорему 2, приходимо до твердження теореми 3.
Теорему доведено.
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Висновок. Еволюцiйнi процеси з вiдсутнiм зовнiшнiм впливом, якi описуються гiпербо-
лiчними за Шиловим системами в рамках просторiв типу S, з плином часу спроможнi щодо
просторової змiнної зберiгати тi якiснi характеристики, якi вони мали на початковому етапi
еволюцiї.

5. Класи коректностi задачi Кошi. Розглянемо питання про коректну розв’язнiсть задачi
Кошi для гiперболiчної систем (1) з початковою умовою

u(t; \cdot )| t=0 = f, f \in \BbbS \beta 0
\prime 
, \beta > 1, (10)

яка розумiється у сенсi слабкої збiжностi у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
.

Нам знадобляться такi допомiжнi твердження.

Лема 2. Нехай \theta t\tau (\cdot ) — матрицант системи (4), тодi функцiйна матриця \theta 
t
\tau 

\circ 
(\cdot ) — матри-

цант системи
\partial tv(t; \xi ) = v(t; \xi )P

\circ 
(t; \xi ), \xi \in \BbbR n, 0 \leq \tau < t \leq T

(тут iндекс \circ означає операцiю транспонування).
Доведення. Враховуючи, що

a\pm b = \=a\pm \=b, a \cdot b = \=a \cdot \=b, (\scrA \pm \scrB )\circ = \scrA \circ \pm \scrB \circ , (\scrA \cdot \scrB )\circ = \scrB \circ \cdot \scrA \circ ,

де \{ a, b\} \subset \BbbC , а \scrA i \scrB — матрицi, безпосередньо з рiвностi (3) знаходимо

\theta 
t
\tau 

\circ 
(\cdot ) = E +

t\int 
\tau 

P
\circ 
(t1; \cdot ) dt1 +

t\int 
\tau 

\left(  t1\int 
\tau 

P
\circ 
(t2; \cdot )dt2P

\circ 
(t1; \cdot )

\right)  dt1 + . . . .

Звiдси одержуємо твердження леми 2.
Лема 3. Для кожного \varphi з \BbbS \beta 0 , \beta > 1, функцiя

\psi (t; \cdot ) = G\circ (t, 0; \cdot ) \ast \varphi (\cdot ), t \in (0;T ],

сильно диференцiйовна по t на множинi (0;T ] у просторi \BbbS \beta 0 . При цьому функцiйна матриця

\partial tG
\circ (t, 0; \cdot ) — згортувач у \BbbS \beta 0 i справджується рiвнiсть

\partial t\psi (t; \cdot ) = \partial tG
\circ (t, 0; \cdot ) \ast \varphi (\cdot ), t \in (0;T ].

Доведення. З огляду на неперервнiсть вiдображення F : S\beta 
\alpha \rightarrow S\alpha 

\beta достатньо довести силь-

ну диференцiйовнiсть за параметром t у просторi \BbbS 0\beta функцiї \~\psi (t; \cdot ) на множинi (0;T ], тобто
встановити граничне спiввiдношення

\~\psi (t+\bigtriangleup t; \cdot ) - \~\psi (t; \cdot )
\bigtriangleup t

S0
\beta  - \rightarrow 

\bigtriangleup t\rightarrow 0
\partial t \~\psi (t; \cdot ), t \in (0;T ]. (11)

Згiдно з (2), диференцiйовнiстю матрицанта \theta 
t
0

\circ 
(\cdot ) за змiнною t у звичайному розумiннi i

теоремою Лагранжа про скiнченнi прирости, маємо

\partial t \~\psi (t; \cdot ) = \partial t\theta 
t
0

\circ 
(\cdot ) \~\varphi (\cdot ),

\~\psi (t+\bigtriangleup t; \cdot ) - \~\psi (t; \cdot )
\bigtriangleup t

= \partial t\theta 
t+\varsigma \bigtriangleup t
0

\circ 
(\cdot ) \~\varphi (\cdot ), \varsigma \in (0; 1).
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Звiдси, зважаючи на лему 2, приходимо до рiвносильностi граничного спiввiдношення (11) iз\Bigl( 
\theta 
t+\varsigma \bigtriangleup t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ) - \theta 
t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t; \cdot )
\Bigr) 
\~\varphi (\cdot )

S0
\beta  - \rightarrow 

\bigtriangleup t\rightarrow 0
0. (12)

Оскiльки

\theta 
t+\varsigma \bigtriangleup t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ) - \theta 
t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t; \cdot ) = \varsigma \bigtriangleup t\theta t+\varsigma 1\bigtriangleup t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t+ \varsigma 1\bigtriangleup t; \cdot )+

+\theta 
t
0

\circ 
(\cdot )
\Bigl( 
P

\circ 
(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ) - P

\circ 
(t; \cdot )

\Bigr) 
, \{ \varsigma , \varsigma 1\} \subset (0; 1),

то (12) виконуватиметься, якщо:

а) вираз \theta 
t+\varsigma \bigtriangleup t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ) обмежений у просторi \BbbS 0\beta щодо \bigtriangleup t \in (0; 1), тобто

\exists A > 0 \exists B > 0 \exists c > 0 \forall \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+ \forall \bigtriangleup t \in (0; 1) \forall \xi \in \BbbR n :

| \xi k\partial q\xi 
\bigl( 
\theta 
t+\varsigma \bigtriangleup t
0

\circ 
(\xi )P

\circ 
(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \xi )

\bigr) 
| \leq cA| k| B| q| k\beta k;

б)
\bigl( 
P

\circ 
(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ) - P

\circ 
(t; \cdot )

\bigr) 
\~\varphi (\cdot )

S0
\beta  - \rightarrow 

\bigtriangleup t\rightarrow 0
0.

Безпосередньо зi структури елементiв матрицi P (t+ \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ), обмеженостi коефiцiєнтiв сис-
теми (1) на [0;T ], оцiнки\bigm| \bigm| (\xi p)(q)\bigm| \bigm| \leq p!(1 + | \xi | )p, \xi \in \BbbR , \{ p, q\} \subset \BbbZ +,

i належностi \~\varphi (\cdot ) до \BbbS 0\beta випливає обмеженiсть виразу P
\circ 
(t + \varsigma \bigtriangleup t; \cdot ) \~\varphi (\cdot ) щодо \bigtriangleup t \in (0; 1) у

просторi \BbbS 0\beta :\bigm| \bigm| \xi k\partial q\xi \bigl( P \circ 
(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \xi ) \~\varphi (\xi )

\bigr) \bigm| \bigm| \leq c0A
| k| 
0 B

| q| 
0 k

\beta k, t \in (0;T ], \{ k, q\} \subset \BbbZ n
+, \xi \in \BbbR n (13)

(тут величини c0, A0 i B0 не залежать вiд \xi , t, \bigtriangleup t, k i q).

Звiдси та з леми 1, враховуючи при цьому рiвнiсть
\bigm| \bigm| \partial q\xi \theta t0(\xi )\bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| \partial q\xi \theta t0\circ (\xi )\bigm| \bigm| , приходимо до

твердження а).
Щодо твердження б), то з огляду на критерiй збiжностi у просторах типу S i на оцiнку (13)

його доведення зводиться до обґрунтування граничного спiввiдношення

\partial q\xi 
\bigl( 
P

\circ 
(t+ \varsigma \bigtriangleup t; \xi ) - P

\circ 
(t; \xi )

\bigr) \xi \in \BbbK 
\rightrightarrows 

\bigtriangleup t\rightarrow 0
q \in \BbbZ n

+,

яке стає очевидним, якщо врахувати неперервнiсть коефiцiєнтiв системи (1) i зображення
P (t; \xi ) =

\sum 
| k| \leq p

\scrA k(t)\xi 
k iз вiдповiдними матричними коефiцiєнтами \scrA k.

Згiдно з лемою 2, виконується рiвнiсть

\partial t\theta 
t
0

\circ 
(\cdot ) = \theta 

t
0

\circ 
(\cdot )P \circ 

(t; \cdot ), t \in (0;T ].

Враховуючи тепер теорему 1 i те, що елементи матрицi P (t; \cdot ) щодо просторової змiнної — муль-

типлiкатори у кожному просторi типу S, приходимо до висновку, що \partial t\theta 
t
0

\circ 
(\cdot ), t \in (0;T ], — та-

кож мультиплiкатор у кожному векторному просторi типу S. Тодi функцiйна матриця
\partial tG

\circ (t, 0; \cdot ) — згортувач у \BbbS \beta 0 .
Лему доведено.
З твердження леми 3 випливає очевидний наслiдок.
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Наслiдок 1. Нехай \varphi \in \BbbS 0\beta , \beta > 1, тодi вираз \theta 
t
0

\circ 
(\cdot )\varphi (\cdot ) є сильно диференцiйовним за

параметром t на (0;T ] у просторi \BbbS 0\beta .
Правильним є таке твердження.

Теорема 4. Нехай f \in \BbbS \beta 0
\prime 
, \beta > 1, тодi гiперболiчна система (1) у просторi \BbbS \beta 0

\prime 
має

єдиний слабкий розв’язок u, який задовольняє вiдповiдну початкову умову (10) i неперервно
залежить вiд початкових даних iз цього простору. Цей розв’язок зображується формулою

u(t;x) = G(t, 0;x) \ast f, (t;x) \in \Pi (0;T ]. (14)

Доведення. Оскiльки G(t, 0; \cdot ) при кожному фiксованому t з (0;T ] — згортувач у просторi
\BbbS \beta 0 (див. теорему 2), то функцiонал u(t; \cdot ), t \in (0;T ], що визначається рiвнiстю (14), є узагаль-

неною параметричною функцiєю з простору \BbbS \beta 0
\prime 
, якщо f \in \BbbS \beta 0

\prime 
. Покажемо, що функцiя u(t; \cdot )

за параметром t слабко диференцiйовна на множинi (0;T ] у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
. Для фiксованих t з

(0;T ] i \varphi \in \BbbS \beta 0 маємо\bigl\langle 
u(t+\bigtriangleup t;x) - u(t;x), \varphi (x)

\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
f, (G(t+\bigtriangleup t, 0;x) - G(t, 0;x))\circ \ast \varphi (x)

\bigr\rangle 
.

Звiдси, згiдно з неперервнiстю функцiонала f \in \BbbS \beta 0
\prime 

та лемою 3, одержуємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t\rightarrow 0

\biggl\langle 
u(t+\bigtriangleup t;x) - u(t;x)

\bigtriangleup t
, \varphi (x)

\biggr\rangle 
= \langle f, \partial tG\circ (t, 0;x) \ast \varphi (x)\rangle \equiv 

\bigl\langle 
\partial tG(t, 0;x) \ast f, \varphi (x)

\bigr\rangle 
.

Далi, якщо \varphi \nu (\cdot )
S\beta 
0 - \rightarrow 

\nu \rightarrow \infty 
0, то \partial tG

\circ (t, 0; \cdot ) \ast \varphi \nu (\cdot )
S\beta 
0 - \rightarrow 

\nu \rightarrow \infty 
0, оскiльки \partial tG

\circ (t, 0; \cdot ) — згортувач у

просторi \BbbS \beta 0 . Тодi

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\nu \rightarrow \infty 

\bigl\langle 
f, \partial tG

\circ (t, 0;x) \ast \varphi \nu (x)
\bigr\rangle 
=
\Bigl\langle 
f, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\nu \rightarrow \infty 
(\partial tG

\circ (t, 0;x) \ast \varphi \nu (x))
\Bigr\rangle 
= 0.

Отже, узагальнена функцiя u(t; \cdot ) слабко диференцiйовна по t на (0;T ] у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
, при

цьому справджується рiвнiсть

\partial tu(t; \cdot ) = \partial tG(t, 0; \cdot ) \ast f, (t;x) \in \Pi (0;T ].

Обґрунтуємо тепер виконання у просторi \BbbS \beta 0
\prime 

рiвностi

F [\partial tu] = \partial tF [u], t \in (0;T ].

Безпосередньо з означення перетворення Фур’є узагальненої функцiї, наслiдку 1 та рiвностi (2)
при t \in (0;T ] i \varphi \in \BbbS \beta 0 знаходимо\bigl\langle 

F [\partial tu], F [\varphi ](\xi )
\bigr\rangle 
= (2\pi )n

\bigl\langle 
\partial tu, \varphi (x)

\bigr\rangle 
=

= (2\pi )n \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t\rightarrow 0

\bigl\langle 
f, (G(t+\bigtriangleup t, 0;x) - G(t, 0;x))\circ /\bigtriangleup t \ast \varphi (x)

\bigr\rangle 
=

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t\rightarrow 0

\Bigl\langle 
F [f ], (\theta 

t+\bigtriangleup t
0 (\xi ) - \theta 

t
0(\xi ))

\circ /\bigtriangleup t \cdot F [\varphi ](\xi )
\Bigr\rangle 
=
\Bigl\langle 
F [f ], \partial t\theta 

t
0

\circ 
(\xi )F [\varphi ](\xi )

\Bigr\rangle 
=

=
\bigl\langle 
\partial t\theta 

t
0(\xi )F [f ], F [\varphi ](\xi )

\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
\partial tF [G(t, 0;x)]F [f ], F [\varphi ](\xi )

\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
\partial tF [u], F [\varphi ](\xi )

\bigr\rangle 
.
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Зважаючи на все це, отримуємо

\langle \partial tu, \varphi (x)\rangle = (2\pi ) - n
\bigl\langle 
\partial tF [u], F [\varphi ](\xi )

\bigr\rangle 
= (2\pi ) - n

\bigl\langle 
\partial t\theta 

t
0(\xi )F [f ], F [\varphi ](\xi )

\bigr\rangle 
=

= (2\pi ) - n
\Bigl\langle 
F [f ], \partial t\theta 

t
0

\circ 
(\xi )F [\varphi ](\xi )

\Bigr\rangle 
= (2\pi ) - n

\Bigl\langle 
F [f ], \theta 

t
0

\circ 
(\xi )P

\circ 
(t; \xi )F [\varphi ](\xi )

\Bigr\rangle 
=

= (2\pi ) - n
\Bigl\langle 
\theta t0(\xi )F [f ], P

\circ 
(t; \xi )F [\varphi ](\xi )

\Bigr\rangle 
= (2\pi ) - n

\Bigl\langle 
F [u], F [P

\circ 
(t; i\partial x)\varphi (x)]

\Bigr\rangle 
=

=
\Bigl\langle 
u, P

\circ 
(t; i\partial x)\varphi (x)

\Bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
P (t; i\partial x)u, \varphi (x)

\bigr\rangle 
, t \in (0;T ], \varphi \in \BbbS \beta 0 .

Таким чином, ми встановили, що узагальнена функцiя u, яка визначається рiвнiстю (14), є

слабким розв’язком системи (1) на множинi (0;T ] у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
.

Цей розв’язок задовольняє початкову умову (10). Дiйсно, оскiльки (див. п. 4)

G\circ (t, 0; \cdot ) \ast \varphi (\cdot )
S\beta 
0 - \rightarrow 

t\rightarrow +0
\varphi (\cdot ), \varphi \in \BbbS \beta 0 ,

то, згiдно з неперервнiстю функцiонала f,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +0

\langle u, \varphi (x)\rangle = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +0

\bigl\langle 
f,G\circ (t, 0;x) \ast \varphi (x)

\bigr\rangle 
=

=
\Bigl\langle 
f, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow +0
(G\circ (t, 0;x) \ast \varphi (x))

\Bigr\rangle 
= \langle f, \varphi (x)\rangle для \varphi \in \BbbS \beta 0 .

Для обґрунтування єдиностi розв’язку задачi Кошi (1), (10) достатньо показати, що розв’язком

цiєї задачi з нульовою початковою фунцiєю f = 0 у просторi \BbbS \beta 0
\prime 

може бути лише u = 0. Ско-
ристаємось тут принципом Хольмгрена [15]. Розглянемо вiдповiдну спряжену задачу Кошi у
просторi \BbbS \beta 0 :

\partial tu
\ast (t;x) =  - P \circ 

(t; i\partial x)u
\ast (t;x), 0 \leq t < \tau \leq T, (15)

u\ast (t; \cdot )
S\beta 
0 - \rightarrow 

t\rightarrow \tau  - 0
\varphi (\cdot ), \varphi \in \BbbS \beta 0 (16)

(тут \tau i \varphi — довiльно фiксованi величини). Як i при доведеннi теореми 3 i леми 3, переконуємося
в iснуваннi розв’язку u\ast задачi Кошi (15), (16), який при кожному фiксованому t \in [0; \tau )

належить простору \BbbS \beta 0 i в цьому просторi сильно диференцiйовний по t на [0; \tau ). Оскiльки при

кожному t з [0; \tau ) розв’язок u(t; \cdot ) вихiдної задачi (1), (10) належить простору \BbbS \beta 0
\prime 
, а розв’язок

u\ast (t; \cdot ) спряженої задачi (15), (16) — простору \BbbS \beta 0 , то виразом
\bigl\langle 
u(t; \cdot ), u\ast (t; \cdot )

\bigr\rangle 
на множинi (0; \tau )

коректно визначено функцiю \eta (\cdot ):

\eta (t) =
\bigl\langle 
u(t; \cdot ), u\ast (t; \cdot )

\bigr\rangle 
, t \in (0; \tau ).

Функцiя \eta (\cdot ) диференцiйовна на iнтервалi (0; \tau ). Справдi, iз слабкої диференцiйовностi функцiї

u(t; \cdot ) у просторi \BbbS \beta 0
\prime 

i сильної диференцiйовностi u\ast (t; \cdot ) у \BbbS \beta 0 за параметром t на (0; \tau )

випливає, що

\eta \prime (t) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t\rightarrow 0

\bigtriangleup \eta (t)/\bigtriangleup t = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t\rightarrow 0

\bigl( \bigl\langle 
u(t+\bigtriangleup t; \cdot ), u\ast (t+\bigtriangleup t; \cdot )

\bigr\rangle 
 - 
\bigl\langle 
u(t; \cdot ), u\ast (t; \cdot )

\bigr\rangle \bigr) 
/\bigtriangleup t =
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= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigtriangleup t\rightarrow 0

\biggl\langle 
u(t+\bigtriangleup t; \cdot ) - u(t; \cdot )

\bigtriangleup t
, u\ast (t+\bigtriangleup t; \cdot )

\biggr\rangle 
+ \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\bigtriangleup t\rightarrow 0

\biggl\langle 
u(t; \cdot ), u

\ast (t+\bigtriangleup t; \cdot ) - u\ast (t; \cdot )
\bigtriangleup t

\biggr\rangle 
=

=
\bigl\langle 
\partial tu(t; \cdot ), u\ast (t; \cdot )

\bigr\rangle 
+
\bigl\langle 
u(t; \cdot ), \partial tu\ast (t; \cdot )

\bigr\rangle 
, t \in (0; \tau ).

Звiдси, згiдно з означенням розв’язку системи, отримуємо

\eta \prime (t) =
\bigl\langle 
\partial tu(t;x), u

\ast (t;x)
\bigr\rangle 
 - 
\Bigl\langle 
u(t;x), P

\circ 
(t; i\partial x)u

\ast (t;x)
\Bigr\rangle 
=

=
\bigl\langle 
P (t; i\partial x)u(t;x), u

\ast (t;x)
\bigr\rangle 
 - 
\bigl\langle 
P (t; i\partial x)u(t;x), u

\ast (t;x)
\bigr\rangle 
= 0, t \in (0; \tau ).

Отже, функцiя \eta (\cdot ) є сталою на (0; \tau ), тобто\bigl\langle 
u(t;x), u\ast (t;x)

\bigr\rangle 
= c \forall t \in (0; \tau ). (17)

Спрямовуючи t до +0 i враховуючи при цьому початкову умову (10) та рiвнiсть f = 0, дiстаємо

c = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +0

\bigl\langle 
u(t;x), u\ast (t;x)

\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
f, u\ast (0;x)

\bigr\rangle 
= 0.

Тодi рiвнiсть (17) набирає вигляду\bigl\langle 
u(t;x), u\ast (t;x)

\bigr\rangle 
= 0 \forall t \in [0; \tau ).

Спрямовуючи тепер t до \tau  - 0 i зважаючи на спiввiдношення (16), приходимо до рiвностi\bigl\langle 
u(\tau ;x), \varphi (x)

\bigr\rangle 
= 0 \forall \tau \in (0;T ] \forall \varphi \in \BbbS \beta 0 ,

яка з огляду на довiльнiсть \tau i \varphi означає рiвнiсть u(t; \cdot ) = 0 на (0;T ] у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
.

Єдинiсть розв’язку задачi Кошi (1), (10) доведено.
На завершення обґрунтуємо неперервну залежнiсть розв’язку задачi Кошi (1), (10) вiд по-

чаткових даних у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
. Розглянемо послiдовнiсть \{ f\nu , \nu \geq 1\} \subset \BbbS \beta 0

\prime 
, яка слабко прямує

до нуля в \BbbS \beta 0
\prime 
: \bigl\langle 

f\nu , \varphi (x)
\bigr\rangle 
 - \rightarrow 
\nu \rightarrow \infty 

0 \forall \varphi \in \BbbS \beta 0 . (18)

Нехай \{ u\nu , \nu \geq 1\} — вiдповiдна послiдовнiсть розв’язкiв задачi Кошi (1), (10):

u\nu (t;x) = G(t, 0;x) \ast f\nu , (t;x) \in \Pi (0;T ].

Оскiльки \psi (t; \cdot ) = G\circ (t, 0;x) \ast \varphi (\cdot ) \in \BbbS \beta 0 , t \in (0;T ], для \varphi \in \BbbS \beta 0 , то безпосередньо з (18)
знаходимо \bigl\langle 

u\nu (t;x), \varphi (x)
\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
f\nu , \psi (t;x)

\bigr\rangle 
 - \rightarrow 
\nu \rightarrow \infty 

0, t \in (0;T ], \varphi \in \BbbS \beta 0 .

Теорему доведено.

Наслiдок 2. Кожен векторний простiр \BbbS \beta 0
\prime 
, \beta > 1, є класом коректностi задачi Кошi для

гiперболiчної за Шиловим системи (1).
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Приклад. Розглянемо класичне рiвняння коливання необмеженої струни

\partial 2t u(t;x) = a2\partial 2xu(t;x), a \in \BbbR \setminus \{ 0\} , (t;x) \in (0;T ]\times \BbbR ,

яке шляхом уведення функцiй u1 = u i u2 = \partial tu зводиться до гiперболiчної системи (1) зi
сталими коефiцiєнтами:

\partial tu1(t;x) = u2(t;x),

\partial tu2(t;x) = a2\partial 2xu1(t;x), (t;x) \in (0;T ]\times \BbbR .
(19)

Матрицант вiдповiдної двоїстої за Фур’є системи є таким [1]:

\theta t\tau (\xi ) =

\left(  \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(a(t - \tau )\xi )
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(a(t - \tau )\xi )

a\xi 
a\xi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(a(t - \tau )\xi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(a(t - \tau )\xi )

\right)  , 0 \leq \tau < t \leq T, \xi \in \BbbR .

Згiдно з теоремою 1, елементи матрицi \theta t\tau (\cdot ) — мультиплiкатори у кожному просторi типу
S. Тодi iснує обернене перетворення Фур’є елементiв матрицi \theta t\tau (\cdot ) у кожному просторi типу
S\prime , причому

G(t, \tau ;x) =

\left(   
1

2

\bigl( 
\delta (x - a(t - \tau )) + \delta (x+ a(t - \tau ))

\bigr) 1

2a
\theta (a(t - \tau ) - | x| )

a

2

\bigl( 
\delta (x - a(t - \tau )) - \delta (x+ a(t - \tau ))

\bigr) \prime 
x

1

2

\bigl( 
\delta (x - a(t - \tau )) + \delta (x+ a(t - \tau ))

\bigr) 
\right)   

(тут \delta (\cdot ) — дельта-функцiя Дiрака, а \theta (\cdot ) — тета-функцiя Хевiсайда; обчислення F - 1[\theta t\tau (\xi )]

у просторi розподiлiв Дiрака наведено у [12]). Елементи матрицi G(t, \tau ; \cdot ) — згортувачi у
просторах типу S (див. теорему 2).

Для системи (19) задамо початкову умову

uj(t; \cdot )
W - \rightarrow 

t\rightarrow +0
\varphi j(\cdot ), \varphi j(\cdot ) \in W, j \in \{ 1; 2\} (20)

(тут W — один iз просторiв типу S ).
Як стверджується в теоремi 3, задача Кошi (19), (20) коректно розв’язна, компоненти uj(t; \cdot )

її розв’язку при кожному t \in (0;T ] належать простору W i мають вигляд

u1(t;x) =
1

2

\left(  \varphi 1(x+ at) + \varphi 1(x - at) +
1

a

x+at\int 
x - at

\varphi 2(\xi ) d\xi 

\right)  ,
u2(t;x) =

1

2

\Bigl( 
a
\bigl( 
\varphi 1(x+ at) - \varphi 1(x - at)

\bigr) \prime 
x
+ \varphi 2(x+ at) - \varphi 2(x - at)

\Bigr) 
.

Зокрема, якщо W = S
1/2
1/2 , а \varphi 1(x) = e - x2

i \varphi 2(x) = 2xe - x2
, то вiдповiдна задача Кошi (19),

(20) у просторi S1/2
1/2 має такий розв’язок:

u1(t;x) =
1

2

\Biggl( \biggl( 
1 - 1

a

\biggr) 
e - (x+at)2 +

\biggl( 
1 +

1

a

\biggr) 
e - (x - at)2

\Biggr) 
,
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u2(t;x) = (1 - a)(x+ at)e - (x+at)2 + (1 + a)(x - at)e - (x - at)2 .

Далi, для системи (19) у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
, \beta > 1, розглянемо задачу Кошi iз початковими умовами

u1(t; \cdot )
S\beta 
0

\prime 

 - \rightarrow 
t\rightarrow +0

f\gamma x0
, u2(t; \cdot )

S\beta 
0

\prime 

 - \rightarrow 
t\rightarrow +0

| \cdot | \prime , (21)

у яких f\gamma x0(\cdot ) =
\sum \infty 

k=0

( - 1)k

k\gamma k
\delta (k)(\cdot  - x0) — узагальнена функцiя з S\beta 

0

\prime 
з фiксованими парамет-

рами x0 \in \BbbR та \gamma > \beta 
\bigl( 
зазначимо, що f\gamma x0\in S\prime 

0

\bigr) 
.

Згiдно з твердженням теореми 4, задача Кошi (19), (21) коректно розв’язна у просторi \BbbS \beta 0
\prime 
,

її слабким розв’язком є

u1(t;x) =
1

2a
\theta (at - | x| ) \ast | x| \prime + 1

2

\bigl( 
\delta (x - at) + \delta (x+ at)

\bigr) 
\ast f\gamma x0

,

u2(t;x) =
1

2

\bigl( 
\delta (x - at) + \delta (x+ at)

\bigr) 
\ast | x| \prime + a

2

\bigl( 
\delta (x - at) - \delta (x+ at)

\bigr) \prime 
x
\ast f\gamma x0

,

або, що те саме,

u1(t;x) =
1

2a

\bigl( 
| x+ at|  - | x - at| 

\bigr) 
+

1

2

\infty \sum 
k=0

( - 1)k

k\gamma k
\bigl( 
\delta (x - x0  - at) + \delta (x - x0 + at)

\bigr) (k)
x
,

u2(t;x) =
1

2

\bigl( 
| x - at| + | x+ at| 

\bigr) \prime 
x
+
a

2

\infty \sum 
k=0

( - 1)k

k\gamma k
\bigl( 
\delta (x - x0  - at) - \delta (x - x0 + at)

\bigr) (k+1)

x
.
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