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РОБАСТНА СТАБIЛIЗАЦIЯ
I ЗВАЖЕНЕ ГАСIННЯ ОБМЕЖЕНИХ ЗБУРЕНЬ
У ДЕСКРИПТОРНИХ СИСТЕМАХ КЕРУВАННЯ

We establish necessary and sufficient conditions for the existence of dynamic regulators guaranteeing the prescribed
estimation of the weighted damping level of bounded disturbances and the asymptotic stability of linear descriptor systems.
An algorithm of construction of these regulators in the problems of robust stabilization and generalized H\infty -optimization
is proposed for the descriptor systems with controlled and observed outputs. The main computational procedures of the
algorithm are reduced to the solution of linear matrix inequalities with additional rank restrictions. The efficiency of
the algorithm is demonstrated with the help of an illustrative example of descriptor stabilization system with bounded
disturbances.

Встановлено необхiднi й достатнi умови iснування динамiчних регуляторiв, що забезпечують задану оцiнку зва-
женого рiвня гасiння обмежених збурень i асимптотичну стiйкiсть лiнiйних дескрипторних систем. Запропоновано
алгоритм побудови таких регуляторiв у задачах робастної стабiлiзацiї й узагальненої H\infty -оптимiзацiї дескриптор-
них систем iз керованими i спостережуваними виходами. Основнi обчислювальнi процедури алгоритму зводяться
до розв’язування лiнiйних матричних нерiвностей при додаткових рангових обмеженнях. Ефективнiсть алгоритму
продемонстровано на iлюстративному прикладi дескрипторної системи стабiлiзацiї з обмеженими збуреннями.

1. Вступ. Дескрипторнi неперервнi i дискретнi системи виникають при дослiдженнi динамi-
ки складних керованих об’єктiв механiки, електротехнiки, економiки тощо (див., наприклад,
[1 – 5]). Рiвняння руху неперервних дескрипторних систем не розв’язанi вiдносно старших
похiдних, тобто є диференцiально-алгебраїчними. Це обумовлює складнiсть аналiтичного до-
слiдження проблем стiйкостi й керування для таких систем. Вiдомi методи побудови та до-
слiдження розв’язкiв класу лiнiйних дескрипторних систем базуються на застосуваннi теорiї
канонiчних форм матричних в’язок та узагальнених обернених матриць [2, 6, 7].

Сучаснi напрямки дослiджень лiнiйних i нелiнiйних систем керування складають методи
теорiї H\infty -оптимiзацiї, якi забезпечують робастну стiйкiсть станiв рiвноваги i мiнiмiзують не-
гативний вплив зовнiшнiх збурень на динамiку керованих об’єктiв. Типовим критерiєм якостi
у задачах H\infty -оптимiзацiї неперервних i дискретних систем керування з нульовим початковим
станом є рiвень гасiння зовнiшнiх збурень, якому вiдповiдає максимальне значення вiдношення
L2-норм векторiв керованого виходу об’єкта i збурень (див., наприклад, [6, 8 – 10]). У [11, 12]
застосовано загальнiшi критерiї якостi, якi характеризують зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i
початкових збурень, обумовлених ненульовими значеннями початкового вектора. Введення ва-
гових коефiцiєнтiв в узагальнених критерiях якостi дає можливiсть встановити прiоритети мiж
компонентами виходу, зовнiшнiх i початкових збурень [13 – 16]. Методи синтезу H\infty -керування
базуються на використаннi верхнiх оцiнок для вiдповiдних критерiїв якостi, встановлених у тер-
мiнах матричних рiвнянь i нерiвностей (твердження типу „bounded real lemmas” [17 – 19]). Для
класу лiнiйних дескрипторних систем аналогiчнi твердження встановлено у [20 – 23].

Дана робота є продовженням дослiджень [13, 16], присвячених задачам синтезу стабiлi-
зуючих регуляторiв для лiнiйних систем iз керованими i спостережуваними виходами, якi
забезпечують бажану оцiнку рiвня впливу обмежених збурень на якiсть перехiдних процесiв.
Розглядаються зваженi критерiї якостi дескрипторних систем щодо вектора керованого вихо-
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ду i проводиться їхнє оцiнювання методом квадратичних функцiй Ляпунова. Запропоновано
новi необхiднi й достатнi умови iснування i вiдповiдний алгоритм побудови зваженого H\infty -
керування у виглядi динамiчного зворотного зв’язку за спостережуваним виходом. Отриманi
умови виконання заданих верхнiх оцiнок для даних критерiїв якостi мають вигляд лiнiйних
матричних нерiвностей (ЛМН) при додаткових рангових обмеженнях.

Будемо використовувати такi позначення:In — одинична матриця порядку n; 0n\times m — ну-
льова матриця розмiру n\times m; X = X\top > 0 (\geq 0) — додатно (невiд’ємно) визначена матриця
X; \sigma (A) — спектр матрицi A; \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A — ядро матрицi A; WA — матриця, стовпцi якої утворю-
ють базис ядра матрицi A; \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu \} — опуклий багатогранник (полiтоп) iз вершинами

A1, . . . , A\nu у просторi матриць; \| x\| — евклiдова норма вектора x; \| w\| P =

\biggl( \int \infty 

0
w\top Pw dt

\biggr) 1
2

—

зважена L2-норма вектор-функцiї w(t).

2. Означення та допомiжнi твердження. Розглянемо лiнiйну дескрипторну систему зi
збуреннями

E \.x = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (2.1)

де x \in \BbbR n, w \in \BbbR s i z \in \BbbR l — вiдповiдно вектори стану, зовнiшнiх збурень i виходу, E, A,

B, C i D — сталi матрицi вiдповiдних розмiрiв, причому в’язка матриць F (\lambda ) = A  - \lambda E є
регулярною, тобто \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}F (\lambda ) \not \equiv 0 (\lambda \in \BbbC ). Канонiчна форма Вейєрштрасса регулярної в’язки
матриць має вигляд [7]

LF (\lambda )R =

\biggl[ 
A1  - \lambda Ir 0

0 In - r  - \lambda N

\biggr] 
, (2.2)

де власнi значення матрицi A1 утворюють спектр \sigma (F ), N — нiльпотентна матриця iндексу \nu ,

а L i R — деякi невиродженi матрицi. При цьому \rho = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k} E = r + \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k} N \leq n.

У випадку \rho < n систему (2.1) можна записати у виглядi

\.x1 = A1x1 +B1w, N \.x2 = x2 +B2w, z = C1x1 + C2x2 +Dw, (2.3)

де x1 \in \BbbR r, x2 \in \BbbR n - r,

x = R

\Biggl[ 
x1

x2

\Biggr] 
, x0 = R

\Biggl[ 
x01

x02

\Biggr] 
, LB =

\Biggl[ 
B1

B2

\Biggr] 
, CR =

\bigl[ 
C1, C2

\bigr] 
.

При цьому дана система має r скiнченних динамiчних мод, n  - \rho нединамiчних мод i \rho  - r

iмпульсивних мод [24]. Регулярна в’язка матриць F (\lambda ) при вiдсутностi iмпульсивних мод (\rho =

= r) називається неiмпульсивною. У цьому випадку \nu = 1, тобто N = 0, i динамiчна пiдсистема
в (2.3) має вигляд

\.x1 = A1x1 +B1w, z = C1x1 +D1w, x1(0) = x01, (2.4)

де D1 = D  - C2B2.

В’язка матриць F (\lambda ) є стiйкою, якщо \sigma (F ) \subset \BbbC  - = \{ \lambda : \mathrm{R}\mathrm{e}\lambda < 0\} . В’язка матриць F (\lambda )

називається допустимою, якщо вона регулярна, стiйка i неiмпульсивна.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 10



1376 О. Г. МАЗКО, Т. О. КОТОВ

Лема 2.1. Регулярна в’язка матриць F (\lambda ) є неiмпульсивною тодi i лише тодi, коли iснує
розв’язок Z системи матричних рiвнянь

AZE = EZA, Z = ZEZ, E = EZE. (2.5)

Доведення. Згiдно з (2.2) застосуємо вирази

Z = R

\Biggl[ 
Z0 Z3

Z1 Z2

\Biggr] 
L, LAR =

\Biggl[ 
A1 0

0 In - r

\Biggr] 
, LER =

\Biggl[ 
Ir 0

0 N

\Biggr] 
.

Тодi спiввiдношення (2.5) можна звести до системи матричних рiвнянь вiдносно Zi, i = 0, 3:

A1Z0 = Z0A1, Z1 = NZ1A1, Z2N = NZ2, A1Z3N = Z3,

Z0 = Z2
0 + Z3NZ1, Z1 = Z1Z0 + Z2NZ1,

Z2 = Z1Z3 + Z2NZ2, Z3 = Z0Z3 + Z3NZ2,

Z0 = Ir, NZ1 = 0, NZ2N = N, Z3N = 0.

Iз нiльпотентностi матрицi N випливає, що блоки Z1, Z2 i Z3 повиннi бути нульовими. Тодi,
очевидно, N = 0. Навпаки, якщо N = 0, то система (2.5) має єдиний розв’язок вигляду

Z =  - 1

2\pi i

\oint 
\omega 

F - 1(\lambda ) d\lambda = R

\Biggl[ 
Ir 0

0 0

\Biggr] 
L, (2.6)

де \omega — замкнений контур, що охоплює спектр \sigma (F ) [12].
Лему 2.1 доведено.
Лема 2.2 [22]. В’язка матриць F (\lambda ) є допустимою тодi i лише тодi, коли для деякої

матрицi X виконуються спiввiдношення

A\top X +X\top A < 0, E\top X = X\top E \geq 0. (2.7)

Друге спiввiдношення в (2.7) еквiвалентне ЛМН\Biggl[ 
S S  - E\top X

S  - X\top E 0

\Biggr] 
\geq 0 (2.8)

вiдносно X i S = S\top \geq 0, оскiльки всi елементи рядкiв i стовпцiв невiд’ємно визначеної
матрицi, якi вiдповiдають нульовим дiагональним елементам, також повиннi бути нульовими.

Нехай вектор збурень w(t) у системi (2.1) обмежений за зваженою L2-нормою \| w\| P .
Введемо критерiй якостi даної системи у виглядi

J = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
(w,x0)\in \scrW 

\| z\| Q\sqrt{} 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

, (2.9)

де \scrW — множина пар (w, x0), для яких система має розв’язок i виконується нерiвнiсть 0 <

< \| w\| 2P + x\top 0 X0x0 < \infty , а P = P\top > 0, Q = Q\top > 0 i X0 = X\top 
0 \geq 0 — деякi ваговi
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матрицi. Значення J характеризує зважений рiвень впливу зовнiшнiх i початкових збурень
на вихiд системи (2.1). Для даного критерiю якостi використовуємо позначення J0 або J1,

якщо вiдповiдно x\top 0 X0x0 = 0 або w \equiv 0. Очевидно, що J0 \leq J i J1 \leq J, причому J1 є
характеристикою пiдсистеми (2.4), оскiльки при вiдсутностi зовнiшнiх збурень x2 \equiv 0.

Вектор збурення w(t) i початковий вектор x0 будемо називати найгiршими щодо критерiю
якостi J, якщо на їхнiх значеннях досягається супремум в (2.9), тобто \| z\| 2Q = J2

\bigl( 
\| w\| 2P +

+ x\top 0 X0x0
\bigr) 
. Iз методами знаходження таких векторiв у випадку E = In можна ознайомитися

в [11, 15].
Система (2.1) називається неекспансивною, якщо її вектор виходу при довiльному \tau > 0

задовольняє нерiвнiсть
\tau \int 

0

z\top Qzdt \leq 
\tau \int 

0

w\top Pwdt+ x\top 0 X0x0.

Дана властивiсть системи (2.1) залежить вiд вибору вагових матриць критерiю якостi J. Для
неекспансивної системи J \leq 1.

Лема 2.3 [23]. Якщо iснують матрицi X i S = S\top \geq 0, що задовольняють систему ЛМН
(2.8), i

\Psi (X) =

\Biggl[ 
A\top X +X\top A+ C\top QC X\top B + C\top QD

B\top X +D\top QC D\top QD  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0, (2.10)

то в’язка матриць F (\lambda ) допустима i J0 < \gamma . Зворотне твердження виконується за умови

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}

\Biggl[ 
E

D\top QC

\Biggr] 
= \rho . (2.11)

Лема 2.4 [16]. Якщо система спiввiдношень (2.8), (2.10) i S < \gamma 2X0 сумiсна, то в’язка
матриць F (\lambda ) допустима i J < \gamma . Зворотне твердження виконується за умов (2.11) i

X0 = E\top Z\top HZE + (In  - E\top Z\top )H(In  - ZE) > 0,

де H = H\top > 0, а Z — матриця (2.6).
Лема 2.5 [23]. Нехай вагову матрицю X0 задано у виглядi

X0 = E\top HE, H = H\top > 0. (2.12)

Якщо система спiввiдношень (2.8), (2.10) i

S \leq \gamma 2X0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(S  - \gamma 2X0) = \rho , (2.13)

сумiсна, то в’язка матриць F (\lambda ) допустима i J < \gamma . Зворотне твердження виконується за
умови (2.11).

Iз даних тверджень випливають алгоритми обчислення критерiїв якостi J0 i J системи (2.1)
на основi розв’язування вiдповiдних оптимiзацiйних задач (див. також [16], лема 2.3). Зокрема,
при виконаннi необхiдних i достатнiх умов лем 2.3 i 2.5 вiдповiдно маємо

J0 = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
\gamma : \Psi (X) < 0, 0 \leq E\top X = X\top E

\bigr\} 
,

J = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
\gamma : \Psi (X) < 0, 0 \leq E\top X = X\top E \leq \gamma 2X0

\bigr\} 
.

(2.14)
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Зауваження 2.1. При виконаннi умов, що забезпечують строгi оцiнки J0 < \gamma i J < \gamma у
лемах 2.3 – 2.5, нульовий стан системи (2.1) зi структурованою невизначенiстю вектора збурень

w =
1

\gamma 
\Theta z, \Theta \top P\Theta \leq Q

робастно стiйкий зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = x\top Sx. Це твердження доводиться за
допомогою узагальненої леми про матричну невизначенiсть [12] (лема 3.3.1).

Зауваження 2.2. Можна встановити, що за умов iснування матриць X i S = S\top \geq 0, якi
при \gamma = J задовольняють спiввiдношення (2.8), (2.13) i матричне рiвняння типу Рiккатi

A\top 
1 X +X\top A1 +X\top R1X +Q1 = 0,

де A1 = A + BR - 1D\top QC, R1 = BR - 1B\top , Q1 = C\top \bigl( Q + QDR - 1D\top Q
\bigr) 
C, R = \gamma 2P  - 

 - D\top QD > 0, структурований вектор зовнiшнiх збурень у виглядi лiнiйного зворотного зв’язку

w = K0x, K0 = R - 1(B\top X +D\top QC),

i довiльний вектор x0 \in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(S - J2X0) є найгiршими щодо критерiю якостi J для системи (2.1).
Лема 2.6 [18]. Лiнiйна матрична нерiвнiсть

A\top XB +B\top X\top A < C,

де A \in \BbbR p\times n, B \in \BbbR q\times n i C \in \BbbR n\times n — заданi матрицi, має розв’язок X тодi i лише тодi,
коли виконується одна iз таких умов: (a) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A = n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B = n; (b) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A < n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B = n,

W\top 
ACWA > 0; (c) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B < n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A = n, W\top 

BCWB > 0; (d) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A < n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B < n,

W\top 
ACWA > 0, W\top 

BCWB > 0, де WA i WB — матрицi, стовпцi яких складають базиси
вiдповiдних ядер \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A i \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}B.

Лема 2.7. Для заданих невироджених матриць X,Y \in \BbbR n\times n, довiльної матрицi E \in \BbbR n\times n

i числа \gamma > 0 еквiвалентними є такi твердження:
1) iснують матрицi X1, Y1 \in \BbbR p\times n, X2, Y2 \in \BbbR p\times p, X3, Y3 \in \BbbR n\times p такi, що

\widehat E\top \widehat X = \widehat X\top \widehat E \geq 0, \widehat E \widehat Y = \widehat Y \top \widehat E\top \geq 0, \widehat X \widehat Y = \gamma 2In+p, (2.15)

де \widehat E =

\Biggl[ 
E 0

0 Ip

\Biggr] 
, \widehat X =

\Biggl[ 
X X3

X1 X2

\Biggr] 
, \widehat Y =

\Biggl[ 
Y Y3

Y1 Y2

\Biggr] 
;

2) виконуються умови

W = W\top \geq 0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}W = \rho + \delta , \delta = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Delta \leq p, (2.16)

де

W =

\Biggl[ 
E\top X \gamma E\top 

\gamma E EY

\Biggr] 
, \Delta = \gamma 2In  - XY ;

3) для деякої матрицi \Theta = \Theta \top \geq 0 виконуються умови

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}

\Biggl[ 
X  - \Theta E \gamma In

\gamma In Y

\Biggr] 
= n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta \leq p, EY = Y \top E\top \geq 0; (2.17)
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4) для деякої матрицi \Lambda = \Lambda \top \geq 0 виконуються умови

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}

\Biggl[ 
X \gamma In

\gamma In Y  - \Lambda E\top 

\Biggr] 
= n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Lambda \leq p, E\top X = X\top E \geq 0. (2.18)

Доведення. Еквiвалентнiсть спiввiдношень (2.15) i (2.16) у твердженнях 1 i 2 доведено
в [16]. Нехай виконується твердження 3. Iз вiдомої формули для рангу блочної матрицi випли-
ває, що перша умова в (2.17) еквiвалентна рiвностi X  - \gamma 2Y  - 1 = \Theta E або \Delta =  - \Theta EY. При
цьому E\top X = X\top E \geq 0, якщо EY = Y \top E\top \geq 0. Застосуємо конгруентне перетворення
матрицi W в (2.16):

T\top WT =

\Biggl[ 
EY 0

0 \Gamma 

\Biggr] 
, T =

\Biggl[ 
0 In

In  - \gamma Y  - 1

\Biggr] 
, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}T \not = 0,

де \Gamma = E\top (X - \gamma 2Y  - 1) = E\top \Theta E \geq 0. Використовуючи розклад невiд’ємно визначеної матрицi
\Theta = \Theta \top 

0 \Theta 0, за умов (2.17) маємо

\delta = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Delta \leq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(\Theta 0E) = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Gamma \leq \delta ,

тобто \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Gamma = \delta , \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}W = \rho + \delta i \delta \leq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta \leq p. Отже, твердження 2 є наслiдком тверд-
ження 3.

Покажемо, що твердження 3 є наслiдком твердження 1. Дiйсно, покладемо \Theta = X3X
 - 1
2 X\top 

3 ,

при цьому X1 = X\top 
3 E i X2 = X\top 

2 > 0. Тодi iз рiвностей XY + X3Y1 = \gamma 2In i X1Y +

+X2Y1 = 0 випливає \gamma 2In = (X  - \Theta E)Y, тобто рангова умова (2.17). Крiм того, виконуються
спiввiдношення EY = Y \top E\top \geq 0 i \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta \leq p.

Аналогiчно доводиться, що твердження 2 є наслiдком твердження 4, а тверджен-
ня 4 — наслiдком твердження 1, при цьому \Lambda = Y3Y

 - 1
2 Y \top 

3 , Y1 = Y \top 
3 E\top , Y2 = Y \top 

2 > 0 i
\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Lambda \leq p.

Лему 2.7 доведено.
3. Лiнiйна дескрипторна система з керованими i спостережуваними виходами. Розгля-

немо систему керування

E \.x = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u, (3.1)

y = C2x+D21w +D22u,

де x \in \BbbR n, u \in \BbbR m, w \in \BbbR s, z \in \BbbR k i y \in \BbbR l — вектори вiдповiдно стану, керування, зовнiшнiх
збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмi-
рiв сталi, причому \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}E = \rho \leq n. Нас цiкавлять закони керування, якi понижують критерiї
якостi типу (2.9) i забезпечують умови неекспансивностi замкненої системи вiдносно векто-
ра керованого виходу z. Статичнi та динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують критерiй якостi
J, будемо називати J -оптимальними. J0-оптимальне керування у випадку одиничних вагових
матриць P i Q є H\infty -оптимальним.

У загальному випадку керування (регулятор) будуємо у виглядi динамiчного зворотного
зв’язку за спостережуваним виходом
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\.\xi = Z\xi + V y, u = U\xi +Ky, \xi (0) = 0, (3.2)

де \xi \in \BbbR p, p — порядок регулятора, матрицi Z, V, U i K пiдлягають визначенню. Побудова
динамiчного регулятора (3.2) формально зводиться до пошуку статичного регулятора \widehat u = \widehat K\ast \widehat y
для системи керування у розширеному фазовому просторi:

\widehat E \.\widehat x = \widehat A\widehat x+ \widehat B1w + \widehat B2\widehat u, \widehat x(0) = \widehat x0,
z = \widehat C1\widehat x+ \widehat D11w + \widehat D12\widehat u,

\widehat y = \widehat C2\widehat x+ \widehat D21w,

де

\widehat x =

\Biggl[ 
x

\xi 

\Biggr] 
, \widehat x0 = \Biggl[ 

x0

0

\Biggr] 
, \widehat y =

\Biggl[ 
y  - D22u

\xi 

\Biggr] 
, \widehat u =

\Biggl[ 
u

\.\xi 

\Biggr] 
, \widehat E =

\Biggl[ 
E 0

0 Ip

\Biggr] 
,

\widehat A =

\Biggl[ 
A 0n\times p

0p\times n 0p\times p

\Biggr] 
, \widehat B1 =

\Biggl[ 
B1

0p\times s

\Biggr] 
, \widehat B2 =

\Biggl[ 
B2 0n\times p

0p\times m Ip

\Biggr] 
,

\widehat C1 =
\bigl[ 
C1, 0k\times p

\bigr] 
, \widehat D11 = D11, \widehat D12 =

\bigl[ 
D12, 0k\times p

\bigr] 
,

\widehat C2 =

\Biggl[ 
C2 0l\times p

0p\times n Ip

\Biggr] 
, \widehat D21 =

\Biggl[ 
D21

0p\times s

\Biggr] 
, \widehat D22 =

\Biggl[ 
D22 0l\times p

0p\times m 0p\times p

\Biggr] 
,

\widehat K\ast =

\Biggl[ 
K\ast U\ast 

V\ast Z\ast 

\Biggr] 
, \widehat K =

\Biggl[ 
K U

V Z

\Biggr] 
=

\bigl( 
In+p + \widehat K\ast \widehat D22

\bigr)  - 1 \widehat K\ast .

Замкнена система (3.1), (3.2) має вигляд

\widehat E \.\widehat x = \widehat A\ast \widehat x+ \widehat B\ast w, z = \widehat C\ast \widehat x+ \widehat D\ast w, \widehat x(0) = \widehat x0, (3.3)

де

\widehat A\ast = \widehat A+ \widehat B2
\widehat K\ast \widehat C2, \widehat B\ast = \widehat B1 + \widehat B2

\widehat K\ast \widehat D21,\widehat C\ast = \widehat C1 + \widehat D12
\widehat K\ast \widehat C2, \widehat D\ast = \widehat D11 + \widehat D12

\widehat K\ast \widehat D21.

Нехай вагову матрицю X0 у (2.9) задано у виглядi (2.12), а \widehat J — критерiй якостi типу (2.9)
для системи (3.3) з ваговою матрицею

\widehat X0 = \widehat E\top \widehat H \widehat E, \widehat H =

\Biggl[ 
H H\top 

1

H1 H2

\Biggr] 
> 0. (3.4)

Оскiльки \xi 0 = 0, то \widehat J = J, причому X0 = E\top HE є першим дiагональним блоком матрицi \widehat X0

i значення \widehat J не залежить вiд H1 i H2.
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Теорема 3.1. Нехай iснують матрицi X, Y, S = S\top \geq 0 i \Theta = \Theta \top \geq 0, що задовольняють
спiввiдношення (2.8), (2.13), (2.17) i

W\top 
R

\Biggl[ 
A\top X +X\top A+ C\top 

1 QC1 X\top B1 + C\top 
1 QD11

B\top 
1 X +D\top 

11QC1 D\top 
11QD11  - \gamma 2P

\Biggr] 
WR < 0, (3.5)

W\top 
L

\Biggl[ 
AY + Y \top A\top +B1P

 - 1B\top 
1 Y \top C\top 

1 +B1P
 - 1D\top 

11

C1Y +D11P
 - 1B\top 

1 D11P
 - 1D\top 

11 - \gamma 2Q - 1

\Biggr] 
WL < 0, (3.6)

де L =
\bigl[ 
B\top 

2 , D
\top 
12

\bigr] 
i R =

\bigl[ 
C2, D21

\bigr] 
. Тодi iснує динамiчний регулятор (3.2), при якому критерiй

якостi (2.9) замкненої системи (3.3) J < \gamma i в’язка матриць \widehat F\ast (\lambda ) = \widehat A\ast  - \lambda \widehat E допустима.
Навпаки, якщо для деякого регулятора (3.2) замкнена система має критерiй якостi J < \gamma ,

в’язка матриць \widehat F\ast (\lambda ) допустима i виконується рiвнiсть

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}

\Biggl[ \widehat E\widehat D\top 
\ast Q \widehat C\ast 

\Biggr] 
= \rho + p, (3.7)

то система спiввiдношень (2.8), (2.13), (2.17), (3.5) i (3.6) є сумiсною.
Доведення. На основi леми Шура [7] запишемо умови леми 2.5 для системи (3.3) у виглядi

\widehat \Omega \ast =

\left[    
\widehat A\top 
\ast 
\widehat X + \widehat X\top \widehat A\ast \widehat X\top \widehat B\ast \widehat C\top 

\ast \widehat B\top 
\ast 
\widehat X  - \gamma 2P \widehat D\top 

\ast \widehat C\ast \widehat D\ast  - Q - 1

\right]    < 0, \widehat X =

\Biggl[ 
X X3

X1 X2

\Biggr] 
, (3.8)

0 \leq \widehat E\top \widehat X = \widehat X\top \widehat E = \widehat S \leq \gamma 2 \widehat X0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\bigl( \widehat S  - \gamma 2 \widehat X0

\bigr) 
= \rho + p. (3.9)

Очевидно, що блочна матриця \widehat X в (3.8) повинна бути невиродженою. Застосовуючи розклад
невiд’ємно визначеної матрицi \widehat S = \widehat L\top \widehat L в (3.9), маємо

\bigl[ 
X1, X2

\bigr] 
= L\top 

2
\widehat L, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k} \bigl[ X1, X2

\bigr] 
= p \leq 

\leq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}L2 = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}X2, де \widehat L =
\bigl[ 
L1, L2

\bigr] 
, X1 = X\top 

3 E i X2 = X\top 
2 = L\top 

2 L2 > 0. Рангове
обмеження у (3.9) за умов (2.8) i (2.13) можна задовольнити шляхом вибору доповнювальних
блокiв H1 i H2 матрицi \widehat H > 0 в (3.4), якi не впливають на значення критерiю якостi \widehat J.
Зокрема, якщо покласти H1 = \gamma  - 2X\top 

3 i H2 > \gamma  - 2X2, то спiввiдношення (3.9) зведуться до
умов (2.8) i (2.13).

Застосуємо таке перетворення шуканої матрицi \widehat X = \widehat U\top \widetilde X \widehat V  - 1, де

\widehat U =

\Biggl[ 
In 0

X - 1
2 X\top 

3 Ip

\Biggr] 
, \widehat V =

\Biggl[ 
In 0

 - X - 1
2 X1 X - 1

2

\Biggr] 
, \widetilde X =

\Biggl[ 
G 0

0 Ip

\Biggr] 
,

G = X  - X3X
 - 1
2 X1. Тодi матричну нерiвнiсть (3.8) можна записати у виглядi

\widetilde \Omega \ast =

\left[    
\widetilde A\top 
\ast 
\widetilde X + \widetilde X\top \widetilde A\ast \widetilde X\top \widetilde B\ast \widetilde C\top 

\ast \widetilde B\top 
\ast 
\widetilde X  - \gamma 2P \widetilde D\top 

\ast \widetilde C\ast \widetilde D\ast  - Q - 1

\right]    = \widetilde L\top 
\ast 
\widehat K\ast \widetilde R\ast + \widetilde R\top 

\ast 
\widehat K\top 
\ast 
\widetilde L\ast + \widetilde \Omega < 0,

де
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\widetilde A\ast = \widehat U \widehat A\ast \widehat V = \widetilde A+ \widetilde B2
\widehat K\ast \widetilde C2, \widetilde B\ast = \widehat U \widehat B\ast = \widetilde B1 + \widetilde B2

\widehat K\ast \widehat D21,\widetilde C\ast = \widehat C\ast \widehat V = \widehat C1 + \widehat D12
\widehat K\ast \widetilde C2, \widetilde D\ast = D11 + \widehat D12

\widehat K\ast \widehat D21,

\widetilde A = \widehat U \widehat A\widehat V =

\Biggl[ 
A 0

X - 1
2 X\top 

3 0

\Biggr] 
, \widetilde B2 = \widehat U \widehat B2 =

\Biggl[ 
B2 0

X - 1
2 X\top 

3 B2 Ip

\Biggr] 
,

\widetilde C2 = \widehat C2
\widehat V =

\Biggl[ 
C2 0

 - X - 1
2 X1 X - 1

2

\Biggr] 
, \widetilde B1 = \widehat U \widehat B1 =

\Biggl[ 
B1

X - 1
2 X\top 

3 B1

\Biggr] 
,

\widetilde L\ast =
\bigl[ \widetilde B\top 

2
\widetilde X, 0, \widehat D\top 

12

\bigr] 
= \widetilde L\Delta  - 1

L , \widetilde R\ast =
\bigl[ \widetilde C2, \widehat D21, 0

\bigr] 
= \widetilde R\Delta  - 1

R ,

\widetilde L =

\Biggl[ 
L 0 0

0 0 Ip

\Biggr] 
, \widetilde R =

\Biggl[ 
R 0 0

0 Ip 0

\Biggr] 
,

\Delta L =

\left[       
G - 1 0 0  - G - 1X3X

 - 1
2

0 0 0 Ip

0 0 Is 0

0 Ik 0 0

\right]       , \Delta R =

\left[       
In 0 0 0

X1 0 X2 0

0 Is 0 0

0 0 0 Ik

\right]       ,

\widetilde \Omega =

\left[       
A\top G+G\top A A\top X3X

 - 1
2 G\top B1 C\top 

1

X - 1
2 X\top 

3 A 0 X - 1
2 X\top 

3 B1 0

B\top 
1 G B\top 

1 X3X
 - 1
2  - \gamma 2P D\top 

11

C1 0 D11  - Q - 1

\right]       .

Критерiй iснування розв’язку \widehat K\ast даної нерiвностi має вигляд (див. лему 2.6)

W\top \widetilde R\ast 
\widetilde \Omega W \widetilde R\ast 

< 0, W\top \widetilde L\ast 
\widetilde \Omega W\widetilde L\ast 

< 0, (3.10)

де

W\widetilde L\ast 
= \Delta L

\left[    
WL 0

0 Is

0 0

\right]    , W \widetilde R\ast 
= \Delta R

\left[    
WR 0

0 0

0 Ik

\right]    .

Позначимо \widetilde G = G - 1X3X
 - 1
2 i знайдемо вирази

\Delta \top 
L
\widetilde \Omega \Delta L =

\left[       
AG - 1 +G - 1\top A\top G - 1\top C\top 

1 B1  - A \widetilde G
C1G

 - 1  - Q - 1 D11  - C1
\widetilde G

B\top 
1 D\top 

11  - \gamma 2P 0

 - \widetilde G\top A\top  - \widetilde G\top C\top 
1 0 0

\right]       ,
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\Delta \top 
R
\widetilde \Omega \Delta R =

\left[       
A\top X +X\top A X\top B1 A\top X3 C\top 

1

B\top 
1 X  - \gamma 2P B\top 

1 X3 D\top 
11

X\top 
3 A X\top 

3 B1 0 0

C1 D11 0  - Q - 1

\right]       .

Тодi спiввiдношення (3.10) наберуть вигляду

\Biggl[ 
W\top 

R 0

0 Ik

\Biggr] \left[    
A\top X +X\top A X\top B1 C\top 

1

B\top 
1 X  - \gamma 2P D\top 

11

C1 D11  - Q - 1

\right]    
\Biggl[ 
WR 0

0 Ik

\Biggr] 
< 0,

\Biggl[ 
W\top 

L 0

0 Is

\Biggr] \left[   AG - 1 +G - 1\top A\top G - 1\top C\top 
1 B1

C1G
 - 1  - Q - 1 D11

B\top 
1 D\top 

11  - \gamma 2P

\right]   \Biggl[ WL 0

0 Is

\Biggr] 
< 0,

або, з урахуванням леми Шура, вiдповiдно (3.5) i (3.6), де Y = \gamma 2G - 1.

Згiдно з (3.9) E\top G = G\top E \geq 0, тобто EY = Y \top E\top \geq 0, причому

X  - \gamma 2Y  - 1 = \Theta E, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta \leq p,

де \Theta = X3X
 - 1
2 X\top 

3 \geq 0. Останнi спiввiдношення зводяться до рангових умов (2.17).
Отже, якщо матрицi X, Y, S i \Theta знайдено iз спiввiдношень (2.8), (2.13), (2.17), (3.5) i (3.6),

то при побудовi доповнювальних блокiв матрицi \widehat X, що задовольняє умови (3.8) i (3.9), можна
використати спектральний розклад матрицi \Theta або її зображення \Theta = \Theta \top 

0 \Theta 0, де \Theta 0 \in \BbbR q\times n,

при цьому X2 = Iq i X3 = \Theta 0. В результатi на основi лем 2.5 i 2.6, а також еквiвалентностi
тверджень 1 i 3 леми 2.7 можна стверджувати, що iснує регулятор (3.2) порядку p \geq q, при
якому критерiй якостi (2.9) замкненої системи (3.3) J < \gamma i в’язка матриць \widehat F\ast (\lambda ) = \widehat A\ast  - \lambda \widehat E є
допустимою. Зворотне твердження виконується за додатковою умовою (3.7).

Теорему 3.1 доведено.
Зауваження 3.1. Умови теореми 3.1 у випадку \Theta = 0 забезпечують iснування статичного

регулятора u = Ky, при якому в’язка матриць F\ast (\lambda ) = A\ast  - \lambda E допустима i для критерiю
якостi (2.9) замкненої системи

E \.x = A\ast x+B\ast w, z = C\ast x+D\ast w,

де A\ast = A + B2K\ast C2, B\ast = B1 + B2K\ast D21, C\ast = C1 +D12K\ast C2, D\ast = D11 +D12K\ast D21 i
K\ast = (Im  - KD22)

 - 1K, виконується оцiнка J < \gamma (див. [16], теорема 3.1).

На основi теореми 3.1 наведемо алгоритм синтезу динамiчного регулятора (3.2) для систе-
ми (3.1).

Алгоритм 3.1.

1. Обчислення матриць WL i WR, де L =
\bigl[ 
B\top 

2 , D
\top 
12

\bigr] 
, R =

\bigl[ 
C2, D21

\bigr] 
.

2. Знаходження матриць X, Y, S = S\top \geq 0 i \Theta = \Theta \top \geq 0, що задовольняють систему
спiввiдношень (2.8), (2.13), (2.17), (3.5) i (3.6).
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3. Знаходження спектрального розкладу невiд’ємно визначеної матрицi \Theta = T\top \Lambda T, де
\Lambda = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\bigl\{ 
\lambda 1, . . . , \lambda q

\bigr\} 
, T =

\bigl[ 
t1, . . . , tq

\bigr] 
, \lambda i i ti — ненульовi власнi значення i вiдповiднi власнi

вектори матрицi \Theta .

4. Формування доповнювальних блокiв матрицi \widehat X у виглядi X1 = T\top E, X2 = \Lambda  - 1 i
X3 = T (p = q).

5. Розв’язування ЛМН \widehat L\top 
\ast 
\widehat K\ast \widehat R\ast + \widehat R\top 

\ast 
\widehat K\top 
\ast 
\widehat L\ast + \widehat \Omega < 0 (3.11)

щодо \widehat K\ast за умови \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Im  - KD22) \not = 0, де

\widehat R\ast =
\bigl[ \widehat C2, \widehat D21, 0(l+p)\times k

\bigr] 
, \widehat L\ast =

\bigl[ \widehat B\top 
2
\widehat X, 0(m+p)\times s, \widehat D\top 

12

\bigr] 
,

\widehat \Omega =

\left[    
\widehat A\top \widehat X + \widehat X\top \widehat A \widehat X\top \widehat B1

\widehat C\top 
1\widehat B\top 

1
\widehat X  - \gamma 2P \widehat D\top 

11\widehat C1
\widehat D11  - Q - 1

\right]    .
6. Обчислення матриць регулятора (3.2) за формулою

\widehat K =

\Biggl[ 
K U

V Z

\Biggr] 
= (In+p + \widehat K\ast \widehat D22)

 - 1 \widehat K\ast .

Реалiзацiя даного алгоритму забезпечує оцiнку критерiю якостi J < \gamma , а також регулярнiсть,
неiмпульсивнiсть i асимптотичну стiйкiсть замкненої системи (3.3). Ранг матрицi \Theta , знайденої
у п. 2 алгоритму, визначає порядок динамiчного регулятора p. Якщо \Theta = 0, то можна побу-
дувати статичний регулятор iз потрiбними властивостями. У випадку X0 > 0 замiсть рангової
умови в (2.13) доцiльно використати ЛМН S < \gamma 2X0. Для досягнення оцiнки J0 < \gamma можна
використати спрощений варiант алгоритму 3.1, у якому не використовуються спiввiдношення
з ваговою матрицею X0.

Зазначимо, що алгоритм 3.1 при мiнiмально можливих значеннях параметра \gamma може бути
застосований при побудовi наближених J -оптимальних законiв керування для класу систем
типу (3.1).

4. Деякi можливостi узагальнення. Наведемо кiлька тверджень типу лем 2.2 – 2.4 i теоре-
ми 3.1 для дескрипторних систем за умов полiедральної невизначеностi матричних коефiцiєн-
тiв.

За лемою 2.2 кожна в’язка матриць F (\lambda ) = A - \lambda E при

E \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ E1, . . . , E\nu 0\} , A \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu 1\} (4.1)

є допустимою тодi i лише тодi, коли сумiсна система спiввiдношень

A\top 
i1X +X\top Ai1 < 0, E\top 

i0X = X\top Ei0 \geq 0, i0 = 1, \nu 0, i1 = 1, \nu 1, (4.2)

де Ei0 i Ai1 — вершини заданих полiтопiв у просторi матриць \BbbR n\times n. Еквiвалентнiсть систем
ЛМН (2.7) i (4.2) випливає iз зображення матриць

A =

\nu 1\sum 
i1=1

\alpha i1Ai1 , E =

\nu 0\sum 
i0=1

\beta i0Ei0 ,
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де \alpha i1 \geq 0, \beta i0 \geq 0, \alpha 1 + . . .+ \alpha \nu 1 = \beta 1 + . . .+ \beta \nu 0 = 1. Зазначимо, що матричнi iнтервали й
афiннi множини можна описати у виглядi полiтопiв.

Аналогiчно, якщо iснують матрицi X i S = S\top \geq 0, що задовольняють систему ЛМН\Biggl[ 
S S  - E\top 

i0
X

S  - X\top Ei0 0

\Biggr] 
\geq 0, i0 = 1, \nu 0, (4.3)

\Biggl[ 
A\top 

i1
X +X\top Ai1 + C\top 

i3
QCi3 X\top Bi2 + C\top 

i3
QDi4

B\top 
i2
X +D\top 

i4
QCi3 D\top 

i4
QDi4  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0, (4.4)

i1 = 1, \nu 1, i2 = 1, \nu 2, i3 = 1, \nu 3, i4 = 1, \nu 4,

то за лемою 2.3 для системи (2.1) iз довiльними коефiцiєнтами (4.1) i

B \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ B1, . . . , B\nu 2\} , C \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ C1, . . . , C\nu 3\} , D \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ D1, . . . , D\nu 4\} 

в’язка матриць F (\lambda ) допустима i виконується оцiнка J0 < \gamma . При цьому за лемою 2.4 J < \gamma ,

якщо разом з (4.3) i (4.4) виконується умова S < \gamma 2X0.

Розглянемо дескрипторну систему керування (3.1) за умов невизначеностi матричних кое-
фiцiєнтiв

A \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu 1\} , B1 \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ B1
1 , . . . , B

\nu 2
1 \} ,

C1 \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ C1
1 , . . . , C

\nu 3
1 \} , D11 \in \mathrm{C}\mathrm{o}\{ D1

11, . . . , D
\nu 4
11\} 

(4.5)

i критерiй якостi (2.9) з ваговою матрицею (2.12). На основi теореми 3.1 можна встановити, що
за умов iснування матриць X, Y, S = S\top \geq 0 i \Theta = \Theta \top \geq 0, що задовольняють спiввiдношен-
ня (2.8), (2.13), (2.17) i

W\top 
R

\Biggl[ 
A\top 

i1
X +X\top Ai1 + Ci3\top 

1 QCi3
1 X\top Bi2

1 + Ci3\top 
1 QDi4

11

Bi2\top 
1 X +Di4\top 

11 QCi3
1 Di4\top 

11 QDi4
11  - \gamma 2P

\Biggr] 
WR < 0, (4.6)

W\top 
L

\Biggl[ 
Ai1Y + Y \top A\top 

i1
+Bi2

1 P - 1Bi2\top 
1 Y \top Ci3\top 

1 +Bi2
1 P - 1Di4\top 

11

Ci3
1 Y +Di4

11P
 - 1Bi2\top 

1 Di4
11P

 - 1Di4\top 
11  - \gamma 2Q - 1

\Biggr] 
WL < 0, (4.7)

i1 = 1, \nu 1, i2 = 1, \nu 2, i3 = 1, \nu 3, i4 = 1, \nu 4,

де R =
\bigl[ 
C2, D21

\bigr] 
i L =

\bigl[ 
B\top 

2 , D
\top 
12

\bigr] 
, iснує динамiчний регулятор (3.2), при якому для критерiю

якостi (2.9) замкненої системи (3.3) з невизначеностями (4.5) виконується оцiнка J < \gamma i в’язка
матриць \widehat F\ast (\lambda ) = \widehat A\ast  - \lambda \widehat E є допустимою. Такий регулятор можна побудувати за допомогою
ускладненого алгоритму 3.1, у п. 2 якого замiсть (3.5) i (3.6) розв’язується система ЛМН (4.6)
i (4.7), а у п. 5 — система ЛМН типу (3.11) при всiх можливих наборах вершин полiтопiв (4.5).

Викладенi результати можна розвинути та застосувати до класу нелiнiйних дескрипторних
систем iз керованими i спостережуваними виходами

E \.x = A(x)x+B1(x)w +B2(x)u, x(0) = x0,

z = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,

y = C2(x)x+D21(x)w +D22(x)u,

де всi матричнi коефiцiєнти є неперервними функцiями стану x в деякому вiдкритому й опук-
лому околi \scrS 0 нульового стану x = 0 (див., наприклад, [13, 25] у випадку E = In).
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5. Приклад. Розглянемо систему керування (3.1) з матрицями [26]

E =

\left[       
1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

\right]       , A =

\left[       
0 1 0 0

1 0 0 0

 - 1 0 0 1

0 1 1 1

\right]       , B1 =

\left[       
1 0

0 0

0 1

0 1

\right]       , B2 =

\left[       
0

0

0

 - 1

\right]       ,

C1 =

\Biggl[ 
1 0 1 0

0 1 0 1

\Biggr] 
, C2 =

\bigl[ 
0 0 1 0

\bigr] 
,

D11 =

\Biggl[ 
0 0

0 0

\Biggr] 
, D12 =

\Biggl[ 
1

0

\Biggr] 
, D21 =

\bigl[ 
0 1

\bigr] 
, D22 = 0.

У даному випадку n = 4, m = 1, k = 2, s = 2, l = 1.

Нехай критерiї якостi J0 i J типу (2.9) визначенi з ваговими матрицями

P =

\Biggl[ 
1 0

0 5

\Biggr] 
, Q =

\Biggl[ 
3 0

0 1

\Biggr] 
, X0 = 5E\top E =

\left[       
5 0 0 0

0 0 0 0

0 0 5 0

0 0 0 0

\right]       .

Для системи без керування, згiдно з (2.14), отримуємо такi значення: J0 = 2,78270 i J =

= 2,78533.

Алгоритм 3.1 реалiзовано за допомогою комп’ютерної системи PTC Mathcad Prime. Спочат-
ку наближено знайдено найменше значення параметра \gamma = 1, 5, при якому система спiввiдно-
шень (2.8), (2.13), (2.17), (3.5) i (3.6) є сумiсною, вiдповiднi матрицi

X =

\left[       
4,55602 0  - 1,90889 0

 - 1,90889 0 4,91959 0

5,01484 1,87960 3,22631  - 0,14856

 - 3,72768  - 1,58627  - 0,76704  - 1,25203

\right]       ,

Y =

\left[       
4,02596  - 2,47210 0 0

 - 2,65983  - 0,89927 1,08810  - 0,12911

 - 2,47210 2,66911 0 0

0,67589 0,74616  - 1,37858  - 1,63351

\right]       ,

S =

\left[       
4,55602 0  - 1,90889 0

0 0 0 0

 - 1,90889 0 4,91959 0

0 0 0 0

\right]       \geq 0,
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\Theta =

\left[       
3,26019  - 3,10907 1,11697  - 1,52252

 - 3,10907 2,96502  - 1,05864 1,45978

1,11697  - 1,05864 2,55609 0,11989

 - 1,52252 1,45978 0,11989 1,58268

\right]       \geq 0,

а також доповнювальнi блоки матрицi \widehat X :

X1 =

\left[    
 - 0,65544 0 0,62515 0

0,08457 0  - 0,08450 0

 - 0,29835 0 0,27625 0

\right]    , X2 =

\left[    
0,13436 0 0

0 0,41521 0

0 0 1,94918

\right]    ,

X3 =

\left[       
 - 0,65544 0,08457  - 0,29835

0,62515  - 0,08450 0,27625

 - 0,27740  - 0,89251 0,35564

0,32036  - 0,43490  - 0,84154

\right]       .

Далi, при розв’язуваннi ЛМН (3.11) знайдено матричнi коефiцiєнти шуканого динамiчного
регулятора (3.2) порядку p = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta = 3:

Z =

\left[    
 - 2,08370  - 0,39169 1,02327

 - 0,48944  - 7,90153  - 0,48605

0,06443  - 0,56449  - 7,14171

\right]    , V =

\left[    
 - 13,07781

 - 0,53548

 - 0,69422

\right]    ,
U =

\bigl[ 
 - 0,15375 0,02058  - 0,12741

\bigr] 
, K =  - 1, 26024.

В результатi спектр замкненої системи (3.3)

\sigma ( \widehat F\ast ) =
\bigl\{ 
 - 1,20482;  - 6,94203;  - 8,15689;  - 0,91160\pm 1,12177i

\bigr\} 
,

вiдповiдна в’язка матриць \widehat F\ast (\lambda ) = \widehat A\ast  - \lambda \widehat E є регулярною, стiйкою i неiмпульсивною, а значення
зваженого критерiю якостi замкненої системи J = 1,45912 не перевищує \gamma .

Знайдено також найгiрший вектор зовнiшнiх збурень у виглядi зворотного зв’язку w =

= \widehat K0\widehat x i найгiрший початковий вектор \widehat x0 щодо критерiю якостi J для замкненої системи (див.
зауваження 2.2) \widehat E \.\widehat x = \widehat A0\widehat x, \widehat A0 = \widehat A\ast + \widehat B\ast \widehat K0, \widehat x(0) = \widehat x0.
При цьому скiнченний спектр в’язки матриць \widehat F0(\lambda ) = \widehat A0  - \lambda \widehat E має вигляд

\sigma ( \widehat F0) =
\bigl\{ 
 - 0,00393; - 6,7716; - 8,50199; - 0,46769\pm 1,53525i

\bigr\} 
.
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