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НЕПЕРIОДИЧНI ЛОКАЛЬНО РОЗВ’ЯЗНI ГРУПИ З НЕДЕДЕКIНДОВОЮ
ЛОКАЛЬНО НIЛЬПОТЕНТНОЮ НОРМОЮ РОЗКЛАДНИХ ПIДГРУП

We study the relations between the properties of nonperiodic groups and the norms of their decomposable subgroups. The
influence of restrictions imposed on the norm of decomposable subgroups and on the properties of the group is analyzed
under the condition that this norm is non-Dedekind and locally nilpotent. We also describe the structure of nonperiodic
locally soluble groups for which the norm of decomposable subgroups possesses the indicated properties.

Вивчаються взаємозв’язки мiж властивостями неперiодичних груп та їхнiх норм розкладних пiдгруп. Дослiджено
вплив обмежень, накладених на норму розкладних пiдгруп, на властивостi групи за умови, що така норма недедекiн-
дова та локально нiльпотентна. Описано будову неперiодичних локально розв’язних груп, у яких норма розкладних
пiдгруп задовольняє вказанi вище умови.

Вступ. У теорiї груп важливе мiсце займають результати, пов’язанi iз вивченням груп, у яких
пiдгрупи (чи системи пiдгруп), що мають певну теоретико-групову властивiсть, задовольняють
наперед заданi обмеження. У деяких випадках наявнiсть навiть однiєї (i, як правило, характе-
ристичної) пiдгрупи iз заданою властивiстю може визначати структуру всiєї групи. До таких
пiдгруп вiдносяться рiзноманiтнi \Sigma -норми групи.

Нехай \Sigma — система всiх пiдгруп групи, що мають певну теоретико-групову властивiсть.
\Sigma -нормою групи G називається перетин нормалiзаторiв усiх пiдгруп групи G, що входять
у систему \Sigma . Зокрема, якщо \Sigma складається з усiх пiдгруп групи G, то вiдповiдна \Sigma -норма
називається нормою групи G [1].

Автори продовжують дослiдження рiзних класiв груп, що мають недедекiндову норму роз-
кладних пiдгруп, розпочатi в [2, 3]. Розкладною називається така пiдгрупа групи G, яку можна
подати у виглядi прямого добутку двох нетривiальних множникiв [4]. Вiдповiдно, перетин нор-
малiзаторiв усiх розкладних пiдгруп групи G будемо називати нормою розкладних пiдгруп i по-
значатимемо її Nd

G. Будемо вважати, що для груп, якi не мiстять розкладних пiдгруп, G = Nd
G.

Iз визначення норми Nd
G випливає, що у випадку Nd

G = G у групi G або розкладнi пiдгрупи
є нормальними, або множина таких пiдгруп порожня. Неабелевi групи з такою властивiстю
вивчалися у роботi [4] й були названi di-групами.

Очевидно, що наявнiсть у групi розкладних пiдгруп безпосередньо пов’язана з iснуванням
у нiй розкладних абелевих пiдгруп, якi у бiльшостi випадкiв є нециклiчними. Тому норма
розкладних пiдгруп Nd

G групи G певною мiрою буде залежати вiд властивостей норми абелевих
нециклiчних пiдгруп NA

G цiєї групи.
У роботi [2] авторами було встановлено, що перiодична локально нiльпотентна група тодi

i тiльки тодi має недедекiндову норму розкладних пiдгруп, коли вона є локально скiнченною
р-групою, в якiй Nd

G = NA
G . Слiд зазначити, що умова недедекiндовостi норми розкладних

пiдгруп у цьому випадку є iстотною, бо у довiльнiй перiодичнiй локально нiльпотентнiй групi
має мiсце спiввiдношення Nd

G \subseteq NA
G .

У роботi [3] вивчення взаємозв’язкiв мiж нормами розкладних та абелевих нециклiчних
пiдгруп було продовжено для класу неперiодичних локально розв’язних груп i встановлено, що
за умови локальної нiльпотентностi та недедекiндовостi норми розкладних пiдгруп має мiсце
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включення Nd
G \supseteq NA

G . Також було доведено, що будь-яка неперiодична локально нiльпотентна
група, яка має недедекiндову норму Nd

G розкладних пiдгруп, збiгається з цiєю нормою i тому
є негамiльтоновою di-групою.

Метою даної статтi є вивчення властивостей неперiодичних локально розв’язних груп, у
яких норма розкладних пiдгруп є недедекiндовою локально нiльпотентною пiдгрупою.

1. Попереднi результати. Розглянемо спочатку взаємозв’язки мiж властивостями неперi-
одичних локально розв’язних груп та їхнiх норм розкладних пiдгруп за умови, що цi норми
недедекiндовi.

Твердження 1.1 [3]. Якщо G — неперiодична локально розв’язна група, що має недедекiн-
дову норму Nd

G розкладних пiдгруп, то:
1) будь-яка розкладна абелева пiдгрупа групи G буде мiшаною тодi i тiльки тодi, коли

мiшаною буде кожна розкладна абелева пiдгрупа норми Nd
G;

2) група G тодi i тiльки тодi не мiстить розкладних пiдгруп, коли таких пiдгруп не
мiстить її норма Nd

G;

3) група G тодi i тiльки тодi не мiстить вiльних абелевих пiдгруп рангу r \geq 2, коли
пiдгруп такого рангу не мiстить її норма Nd

G;

4) група G тодi i тiльки тодi не мiстить непримарних абелевих пiдгруп, коли пiдгруп iз
такою властивiстю не мiстить її норма Nd

G.

Наступне твердження характеризує будову норми розкладних пiдгруп Nd
G довiльної непе-

рiодичної локально розв’язної групи G за умови, що вказана норма є локально нiльпотентною
недедекiндовою пiдгрупою.

Твердження 1.2 [3]. У неперiодичнiй локально розв’язнiй групi G норма Nd
G розкладних

пiдгруп локально нiльпотентна й недедекiндова тодi i тiльки тодi, коли Nd
G є неперiодичною

di-групою одного з типiв:
1) Nd

G = Q\times B, де Q — група кватернiонiв, B — абелева група без скруту рангу 1;
2) Nd

G = \langle a\rangle \leftthreetimes B, де | a| = pn, p — просте число, n > 1, B — неподiльна абелева група без
скруту рангу 1 i [\langle a\rangle , B] =

\bigl\langle 
ap

n - 1\bigr\rangle 
.

Слiд зазначити, що у пунктi 2 твердження 1.2 пiдгрупа B не є p-подiльною. Справдi, в
iншому випадку пiдгрупа\bigl( 

Z(Nd
G)

\bigr) pn - 1

= (\langle ap\rangle \times Bp)p
n - 1

= Bpn = B

буде Nd
G-допустимою i, як наслiдок, B  \triangleright Nd

G, що неможливо. Отже, B — не p-подiльна абелева
група без скруту рангу 1.

Наслiдок 1.1. Якщо норма Nd
G розкладних пiдгруп неперiодичної локально розв’язної групи

G є перiодичною локально нiльпотентною пiдгрупою, то вона дедекiндова.
Iснування таких груп пiдтверджують приклади 3.4 i 3.5 роботи [3].
Наслiдок 1.2. Нехай норма Nd

G неперiодичної локально розв’язної групи G є локально нiль-
потентною недедекiндовою пiдгрупою. Тодi будь-якi двi нескiнченнi циклiчнi пiдгрупи групи G

мають неодиничний перетин.
Доведення. З умови випливає, що норма Nd

G розкладних пiдгруп є групою одного з двох
типiв твердження 1.2. У кожному з цих випадкiв перiодична частина T (Nd

G) норми Nd
G є

скiнченною характеристичною пiдгрупою групи G.

Нехай x, y \in G, | x| = | y| = \infty i \langle x\rangle \cap \langle y\rangle = E. Тодi або \langle x\rangle \cap B = E, або \langle y\rangle \cap B = E,

де B — пiдгрупа без скруту рангу 1 з норми Nd
G. Будемо вважати, що \langle x\rangle \cap B = E. Оскiльки
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T (Nd
G) \triangleright G,

\bigm| \bigm| T (Nd
G)

\bigm| \bigm| = n < \infty , то xk \in CG(T (N
d
G)) для деякого цiлого числа k i

\bigl\langle 
xk, T (Nd

G)
\bigr\rangle 

—
Nd

G-допустима пiдгрупа, тому й
\bigl\langle 
xkn

\bigr\rangle 
також буде Nd

G-допустимою, що неможливо за лемою
1.1 роботи [3]. Отже, \langle x\rangle \cap \langle y\rangle \not = E, що й потрiбно було довести.

Твердження 1.3 [3]. У неперiодичнiй локально нiльпотентнiй групi G норма Nd
G розклад-

них пiдгруп тодi i тiльки тодi недедекiндова, коли G = Nd
G i G — група одного з типiв 1, 2

твердження 1.2.
Отже, у класi локально нiльпотентних неперiодичних груп iз недедекiндовостi норми роз-

кладних пiдгруп випливає нормальнiсть усiх розкладних пiдгруп групи.
У подальших мiркуваннях будемо використовувати таке твердження.
Лема 1.1. Якщо фактор-група G/\langle a\rangle абелева, де | a| = pn (p — просте число, n \in \BbbN ), i

комутант G\prime \not = \langle a\rangle , то група G є нiльпотентною.

Доведення. Очевидно, що у випадку \langle a\rangle \subseteq Z (G) група G нiльпотентна класу 2. Нехай
\langle a\rangle \nsubseteq Z (G) i елемент x \in G такий, що [a, x] \not = 1. Оскiльки G\prime \subseteq \langle ap\rangle , то покладемо
[a, x] = apt, t \in \BbbZ .

Позначимо ai = ap
n - i

, де 1 \leq i \leq n, an = a. Тодi з рiвностi x - 1ax = aapt одержимо

x - 1aix = x - 1ap
n - i

x = ap
n - i

ap
n - i+1t = aia

t
i - 1,

звiдки \langle ai\rangle /\langle ai - 1\rangle \subseteq Z(G/ \langle ai - 1\rangle ).
Отже, ряд

\langle 1\rangle \lhd \langle a1\rangle \lhd \langle a2\rangle \lhd . . .\lhd \langle an - 1\rangle \lhd \langle an\rangle \lhd G

є центральним i група G нiльпотентна.
Наслiдок 1.3. Якщо фактор-група G/\langle a\rangle абелева, \langle a\rangle — циклiчна 2-група, то група G є

нiльпотентною.

2. Неперiодичнi локально розв’язнi групи з недедекiндовою локально нiльпотентною
нормою розкладних пiдгруп. У цьому пунктi будемо розглядати неперiодичнi локально
розв’язнi не локально нiльпотентнi групи, норма Nd

G яких є локально нiльпотентною непе-
рiодичною групою. Їхню будову описує така теорема.

Теорема 2.1. Неперiодична локально розв’язна й не локально нiльпотентна група G тодi
i тiльки тодi має недедекiндову локально нiльпотентну норму розкладних пiдгруп, коли G —
група одного з таких типiв:

1) G = B \leftthreetimes \langle y, q\rangle , де | y| = 8, y4 = q2, q - 1yq = y - 1, B — абелева група без скруту рангу
1, y - 1by = b - 1, [q, b] = 1 для довiльного елемента b \in B; Nd

G =
\bigl\langle 
y2, q

\bigr\rangle 
\times B;

2) G = \langle a\rangle \leftthreetimes B\langle y\rangle , | a| = pn, p — просте число, p \not = 2, n > 1, B\langle y\rangle — абелева група
без скруту рангу 1, B — не p-подiльна абелева група без скруту рангу 1, | y| = \infty , [B\langle y\rangle :
B] = k, k \in \BbbN , k| (p - 1) , k > 1, [\langle a\rangle , \langle y\rangle ] = \langle a\rangle , [\langle a\rangle , B] =

\bigl\langle 
ap

n - 1\bigr\rangle 
; Nd

G = \langle a\rangle \leftthreetimes B;

3) G =
\bigl( 
\langle a\rangle \leftthreetimes B

\bigr) 
\langle g\rangle , | a| = 4, B — не 2-подiльна абелева група без скруту рангу 1,

[\langle a\rangle , B] = \langle a2\rangle , g2 = a; при цьому якщо b \in (B\setminus CG(a)), то g - 1bg = b - 1a - 1, а якщо b \in 
\in (B \cap CG(a)), то g - 1bg = b - 1; Nd

G = \langle a\rangle \leftthreetimes B.

Доведення. Достатнiсть. Нехай G — група типу 1 теореми 2.1. Оскiльки всi розкладнi
абелевi пiдгрупи цiєї групи мiстяться у групi

\bigl( \bigl\langle 
y2, q

\bigr\rangle 
\times B

\bigr) 
й нормальнi у нiй, а елемент y не

належить нормалiзатору абелевої нециклiчної пiдгрупи
\bigl\langle 
q2, bq

\bigr\rangle 
, де b \in B, то Nd

G =
\bigl\langle 
y2, q

\bigr\rangle 
\times B.

Нехай G — група типу 2 теореми. Враховуючи, що всi розкладнi абелевi пiдгрупи цiєї групи
мiшанi, належать групi CG(a

pn - 1
) = \langle a\rangle \leftthreetimes B й нормальнi у нiй, робимо висновок, що
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Nd
G \supseteq (\langle a\rangle \leftthreetimes B) .

З iншого боку, жоден елемент x /\in CG(a
pn - 1

), | x| = \infty не нормалiзує пiдгрупу
\bigl\langle 
ap

(n - 1)
, ab

\bigr\rangle 
, де

b \in B, тому Nd
G = \langle a\rangle \leftthreetimes B.

У групi типу 3 всi розкладнi пiдгрупи також мiстяться у групi \langle a\rangle \leftthreetimes B i нормальнi у нiй,
тому Nd

G \supseteq (\langle a\rangle \leftthreetimes B) . Оскiльки елемент g не нормалiзує пiдгрупу \langle a2, b\rangle , де b — довiльний
непереставний з a елемент пiдгрупи B, то Nd

G = \langle a\rangle \leftthreetimes B.

Необхiднiсть. Нехай G — дослiджувана група. Тодi її норма розкладних пiдгруп є di-групою
одного з типiв 1 або 2, вказаних у твердженнi 1.2. Подальше доведення проведемо у лемах 2.1
i 2.2, залежно вiд будови норми Nd

G.

Лема 2.1. Якщо неперiодична локально розв’язна й не локально нiльпотентна група G має
нормою розкладних пiдгруп групу

Nd
G = Q\times B,

де Q = \langle q1, q2\rangle — група кватернiонiв, | q1| = | q2| = 4, q21 = q22, q2
 - 1q1q2 = q1

 - 1, B — абелева
група без скруту рангу 1, то G — група типу 1 теореми 2.1.

Доведення. Нехай група G та її норма Nd
G розкладних пiдгруп задовольняють умови леми.

Оскiльки всi розкладнi абелевi пiдгрупи норми Nd
G мiшанi, то з твердження 1.1 випливає, що

таку ж властивiсть мають усi розкладнi абелевi пiдгрупи самої групи G.

Враховуючи, що Q — характеристична пiдгрупа норми Nd
G, маємо Q  \triangleright G. Отже, iнволюцiя

q21 мiститься у центрi групи G. Тодi з твердження 1.1 [3] випливає, що всi неодиничнi елементи
скiнченного порядку групи є 2-елементами, а кожна 2-пiдгрупа групи G нерозкладна, мiстить
q21 i тому є локально циклiчною чи кватернiонною 2-групою.

Нехай C = CG(Q) — централiзатор пiдгрупи Q. Тодi C  \triangleright G. Якщо C мiстить елементи
порядку 4, то пiдгрупа Q \langle c\rangle мiстить розкладну абелеву пiдгрупу порядку 4, що суперечить
твердженню 1.1. Отже, перiодична частина централiзатора T (C) =

\bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 
.

Враховуючи, що C/
\bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 

— локально розв’язна група без скруту, яка не мiстить розкладних
пiдгруп, та використовуючи опис груп iз такою властивiстю [4], робимо висновок, що вона
абелева рангу 1. Оскiльки для будь-яких елементiв x, y \in C група

\bigl\langle 
x, y, q21

\bigr\rangle 
/
\bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 

циклiчна, то
[x, y] = 1. Отже, пiдгрупа C абелева i

C =
\bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 
\times M,

де M — абелева група без скруту рангу 1.
Нехай x \in G — довiльний елемент нескiнченного порядку. Тодi

\bigl\langle 
x, q21

\bigr\rangle 
— Nd

G-допустима

пiдгрупа i тому
\bigl\langle 
x2

\bigr\rangle 
= (

\bigl\langle 
x, q21

\bigr\rangle 
)
2

також є Nd
G-допустимою. Отже,\bigl[ \bigl\langle 

x2
\bigr\rangle 
, Q

\bigr] 
\subseteq 

\bigl\langle 
x2

\bigr\rangle 
\cap Q = E

i x2 \in C.

Оскiльки група G не мiстить вiльних абелевих пiдгруп рангу 2, то
\bigl\langle 
x2

\bigr\rangle 
\cap B \not = E. Тодi для

довiльного елемента b \in B, | b| = \infty , маємо x2k = bm для деяких цiлих чисел m i k. Якщо
при цьому b - 1x2b = x - 2, то b - 1x2kb = x - 2k = x2k, x4k = 1, що неможливо. Отже,

\bigl[ 
x2, b

\bigr] 
= 1

i група
\bigl\langle 
x2, B

\bigr\rangle 
є абелевою рангу 1.

Розглянемо фактор-групу G/C. Вiдомо, що \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}Q \sim = S4, тому | G/C| \leq 24. Покажемо, що
G/C не мiстить вiдмiнних вiд одиницi 3-елементiв. Справдi, нехай g \in G/C, | g| = 3 i g —
прообраз елемента g, g3 \in C. Якщо | g| = \infty , то за доведеним вище g2 \in C, звiдки g \in C.
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Нехай | g| < \infty , тодi | g| = 2n. Але у такому випадку
\bigl\langle 
g3
\bigr\rangle 
= \langle g\rangle i знову g \in C. Отже, G/C є

2-групою порядку не бiльше 8.
Якщо T (G) = Q, то фактор-група G/Q абелева без скруту рангу 1. Оскiльки для довiльного

елемента x \in G нескiнченного порядку має мiсце включення x2 \in C, то фактор-група G/C

має експоненту 2 i тому абелева. Але тодi

G\prime \subseteq Q \cap C =
\bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 
,

i оскiльки q21 \in Z(G), то G — нiльпотентна група класу 2, що суперечить умовi. Отже, iснує
елемент y \in G\setminus Q, | y| < \infty . Враховуючи попереднi зауваження, | y| = 2n \geq 8.

З того, що \langle y\rangle \cap C =
\bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 
=

\bigl\langle 
y2

n - 1\bigr\rangle 
, випливає, що G/C = G \supseteq \langle y\rangle , де | y| = 2n - 1 \geq 4.

Враховуючи, що \langle y\rangle iзоморфна деякiй пiдгрупi групи S4, а остання не мiстить елементiв
порядку 8, робимо висновок, що | y| = 8 i \langle y\rangle Q — узагальнена група кватернiонiв порядку 16.
При цьому G не мiстить елементiв скiнченного порядку бiльше 8.

Нехай G1 = \langle y\rangle QC. Тодi

G1/C = \langle y\rangle QC/C \sim = \langle y\rangle Q/(\langle y\rangle Q \cap C) = \langle y\rangle \leftthreetimes \langle q2\rangle \sim = D8,

де D8 — група дiедра порядку 8. Враховуючи, що G/C \supseteq G1/C i G/C є 2-групою порядку не
вище 8, робимо висновок, що G = G1. Отже,

G = \langle y\rangle QC = \langle y, q2\rangle C = (Q\times M) \langle y\rangle ,

де Q =
\bigl\langle 
y2, q2

\bigr\rangle 
, | y| = 8, | q2| = 4, q - 1

2 yq2 = y - 1, q22 = y4, C = CG

\bigl( \bigl\langle 
y2, q2

\bigr\rangle \bigr) 
, C/

\bigl\langle 
q22
\bigr\rangle \sim = M —

абелева група без скруту рангу 1.
Покажемо, що пiдгрупа A = Q \times M мiстить усi елементи нескiнченного порядку групи

G. Припустимо, що це не так i iснує елемент x /\in A, | x| = \infty . Оскiльки пiдгрупа
\bigl\langle 
x, q21

\bigr\rangle 
є

Nd
G-допустимою, то для довiльного елемента qi \in Q маємо q - 1

i xqi = xkq2m2 . Враховуючи, що
x2 \in C, одержуємо

q - 1
i x2qi = x2k = x2,

звiдки k = 1 i [Q, \langle x\rangle ] =
\bigl\langle 
q22
\bigr\rangle 
. Оскiльки x /\in C, то для твiрних елементiв q1 i q2 пiдгрупи

Q мають мiсце спiввiдношення [x, q1] = 1 i [x, q2] = q22. Але у такому випадку xq1 \in C i
x \in CQ = A, що неможливо.

З цього також випливає, що пiдгрупа A мiстить усi розкладнi абелевi пiдгрупи групи G.

Справдi, пiдгрупи такого роду є мiшаними, вигляду \langle a\rangle \times M1, де | a| < \infty , M1 — абелева група
без скруту рангу 1, M1 \subset A. Але тодi для довiльного елемента x \in M1, | x| = \infty , елемент (xa)

має нескiнченний порядок i належить пiдгрупi A, тому a \in A. Отже, всi розкладнi абелевi
пiдгрупи групи G мiстяться в A i нормальнi у нiй. Тому A = Nd

G i

G = \langle y\rangle Nd
G = \langle y\rangle (Q\times B) ,

де y2 \in Q i \langle y\rangle Q — узагальнена група кватернiонiв порядку 16.
Встановимо тепер, як дiє елемент y на елементи нескiнченного порядку даної групи. Оскiль-

ки Z
\bigl( 
Nd

G

\bigr) 
=

\bigl( \bigl\langle 
q21
\bigr\rangle 
\times B

\bigr) 
 \triangleright G, то можемо вважати, що y - 1by = b1q

2n
1 , де n \in \{ 0, 1\} i b, b1 \in B,

| b| = | b1| = \infty . За наслiдком 1.2 \langle b\rangle \cap \langle b1\rangle \not = E, тому bk = bm1 для деяких цiлих чисел k i m.

Тодi
y - 1bky = y - 1bm1 y =

\bigl( 
b1q

2n
1

\bigr) k
= bk1q

2nk
1

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 11



1524 Ф. М. ЛИМАН, Т. Д. ЛУКАШОВА

i
y - 1b2km1 y = b2k

2

1 , b2km1 = yb2k
2

1 y - 1.

З iншого боку,
yb2k1 y - 1 = b2m1 i yb2mk

1 y - 1 = b2m
2

1 .

Тому b2m
2

1 = yb2mk
1 y - 1 = y2b2k

2

1 y - 2 = b
2k2

1 i 2m2 = 2k2 i m = \pm k. Отже, або bk = bk1, або
bk = b - k

1 . Оскiльки B — абелева група без скруту, то b1 = b або b1 = b - 1. У першому випадку
iз спiввiдношення y - 1by = b випливає, що | yb| = \infty . Враховуючи наведенi вище мiркування,
одержуємо yb \in Nd

G, що неможливо. У випадку y - 1by = b - 1 маємо y - 1by = b - 1q2n1 . Якщо при
цьому n = 1, то | ybq2| = 2, що також неможливо. Отже, n = 0 i y - 1by = b - 1 для довiльного
елемента b \in B.

Лему 2.1 доведено.
Лема 2.2. Якщо неперiодична локально розв’язна й не локально нiльпотентна група G має

нормою розкладних пiдгруп групу
Nd

G = \langle a\rangle \leftthreetimes B,

де | a| = pn, p — просте число, n > 1, B — не p-подiльна абелева група без скруту рангу 1 i
[\langle a\rangle , B] =

\bigl\langle 
ap

n - 1\bigr\rangle 
, то G — група типу 2 при p \not = 2 i типу 3 при p = 2 теореми 2.1.

Доведення. Нехай норма Nd
G розкладних пiдгруп неперiодичної локально розв’язної не

локально нiльпотентної групи G є групою типу 2 твердження 1.2. Оскiльки всi розкладнi
абелевi пiдгрупи норми Nd

G мiшанi, то з твердження 1.1 випливає, що таку ж властивiсть мають
усi розкладнi абелевi пiдгрупи групи G. Крiм того, за наслiдком 1.2 будь-якi двi нескiнченнi
циклiчнi пiдгрупи даної групи мають неодиничний перетин.

Оскiльки центр норми Z
\bigl( 
Nd

G

\bigr) 
= \langle ap, Bp\rangle є її характеристичною пiдгрупою, то пiдгрупа

B1 =
\Bigl( 
Z
\bigl( 
Nd

G

\bigr) \Bigr) pn - 1

= Bpn

є нормальною в G. При цьому B1 \not = B, бо B — не р-подiльна група.
Позначимо C1 = CG (B1) . Тодi за твердженням 1.1 пiдгрупа C1 не мiстить вiдмiнних вiд

одиницi q-елементiв при q \not = p. Покажемо, що C1 мiстить усi елементи нескiнченного порядку
групи G.

Припустимо, що це не так i iснує елемент x \in G\setminus C1 такий, що | x| = \infty . Тодi [x, b] \not = 1

i \langle x\rangle 
\bigcap 

\langle b\rangle \not = E для деякого елемента b \in B1. Отже, для деяких цiлих чисел m i k маємо

xm = bk. Нехай x - 1bx = b1, b1 \in B1. Тодi x - 1bkx = b1
k = bk, звiдки (bb - 1

1 )
k
= 1, bb - 1

1 = 1

i b1 = b, що суперечить вибору елемента x. Отже, C1 мiстить усi елементи нескiнченного
порядку групи G.

Далi будемо розглядати два випадки.
1. Нехай p \not = 2. Покажемо, що за цiєї умови перiодична частина T (G) групи G збiгається

з \langle a\rangle . Припустимо, що це не так i G мiстить p-елементи, якi не належать пiдгрупi \langle a\rangle . Нехай
g \in G — елемент найменшого порядку pk з такою властивiстю. Тодi \langle a, g\rangle — p-група, що має
єдину пiдгрупу порядку p. Оскiльки p \not = 2, то група \langle a, g\rangle циклiчна, k > 1 i можна вважати,
що gp = a.

Розглянемо фактор-групу G/C1. Оскiльки вона перiодична й iзоморфна пiдгрупi групи
автоморфiзмiв абелевої групи без скруту рангу 1, то | G/C1| \leq 2 (див. [5, c. 294]) i g \in C1. З
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цього випливає, що пiдгрупа \langle g\rangle є Nd
G-допустимою. Але тодi група G1 = \langle g\rangle \leftthreetimes B локально

нiльпотентна, бо B1 \subseteq Z(G1), а G1/B1 — локально скiнченна p-група.
Оскiльки норма Nd

G1
розкладних пiдгруп групи G1 недедекiндова, то з твердження 1.3

випливає, що G1 = Nd
G1

. Але у такому випадку

[B, \langle gp\rangle ] = [B, \langle a\rangle ] = E,

що суперечить умовi. Отже, у цьому випадку \langle a\rangle — максимальна p-пiдгрупа групи G.

Припустимо, що iснує такий елемент x \in G, що | x| = qk, де q — просте число, q \not = p,

k \geq 1. Якщо q \not = 2, то x \in C1, що неможливо. Тому | x| = 2k. Оскiльки x2 \in C1, то | x| = 2.

Розглянемо пiдгрупу
M = Nd

G \leftthreetimes \langle x\rangle = (\langle a\rangle \leftthreetimes B)\leftthreetimes \langle x\rangle .

Оскiльки \langle x\rangle — максимальна абелева пiдгрупа в M, то x iндукує на Nd
G регулярний автоморфiзм

порядку 2.
Нехай c — довiльний елемент з Nd

G i xcx = c1, де c1 \in Nd
G. Тодi xc1x = c i xcc1x = c1c. З

цього та з рiвностi c - 1
1 c1cc1 = cc1 випливає, що

xc - 1
1 c1cc1x = xcc1x = c1c,

тобто c1x переставний з c1c. Але у такому випадку c1x \in CM (c1c). Якщо c1c \not = 1, то,
враховуючи включення CM (c1c) \subseteq Nd

G, одержуємо x \in Nd
G, що неможливо. Отже, c1c = 1 i

c1 = c - 1.

Як вiдомо, група, що допускає автоморфiзм, який переводить кожен елемент групи в обер-
нений, є абелевою, але це неможливо у дослiджуваному випадку. Тому G не мiстить iнволюцiй
i T (G) = \langle a\rangle . Враховуючи, що G/\langle a\rangle — локально розв’язна група без скруту, яка не мiстить
розкладних абелевих пiдгруп i в якiй будь-якi двi неодиничнi пiдгрупи мають неодиничний
перетин, за теоремою 2.1 роботи [4] робимо висновок, що G/\langle a\rangle — абелева група без скруту
рангу 1.

Позначимо C2 = CG(a1), де a1 = ap
n - 1

. Оскiльки \langle a\rangle \subseteq C2 i за доведеним G/\langle a\rangle — абелева
група, то фактор-група C2/\langle a\rangle також абелева, звiдки C \prime 

2 \subseteq \langle a\rangle . Далi, з умов \langle a1\rangle \subseteq Z (C2) ,

C2 \supseteq Nd
G i леми 1.1 випливає, що C2 нiльпотентна, а тому за твердженням 1.3 C2 = Nd

C2
.

Оскiльки C2 мiстить усi розкладнi абелевi пiдгрупи групи G, то

C2 = Nd
C2

= Nd
G = \langle a\rangle \leftthreetimes B.

Отже,
G = C2\langle y\rangle = (\langle a\rangle \leftthreetimes B)\langle y\rangle ,

де | y| = \infty , [G : C2] = k, k \in \BbbN , k| (p - 1) , k > 1.

Оскiльки з кожного елемента пiдгрупи \langle a\rangle однозначно добувається корiнь k-го степеня, де
k = [G : C2], (k, p) = 1, то за теоремою 1 [6] iз доповнюваностi пiдгрупи \langle a\rangle в C випливає її
доповнюванiсть у групi G,

G = \langle a\rangle \leftthreetimes H.

Оскiльки фактор-група G/C2 циклiчна i

G/C2
\sim = G/\langle a\rangle /C2/\langle a\rangle \sim = H/B,
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то H/B \sim = \langle \=y\rangle — також циклiчна група i H = B\langle y\rangle , де y — прообраз елемента \=y, yk \in B. Отже,

G = \langle a\rangle \leftthreetimes B\langle y\rangle ,

де yk \in B, k| (p - 1), k > 1. Враховуючи, що група G не нiльпотентна, з умови G\prime \subseteq \langle a\rangle i леми
1.1 випливає, що G\prime = \langle a\rangle i [y, a] = am, де (m, p) = 1. Отже, у цьому випадку G є групою
типу 2 теореми 2.1.

2. Нехай тепер p = 2. Припустимо, що перiодична частина T (G) групи G збiгається з
\langle a\rangle . Оскiльки фактор-група G/\langle a\rangle є локально розв’язною групою без скруту й без розкладних
абелевих пiдгруп, в якiй кожна пара нескiнченних циклiчних пiдгруп має неодиничний перетин,
то за теоремою 2.1 роботи [4] G/\langle a\rangle — абелева група без скруту рангу 1. Тому G\prime \subseteq \langle a\rangle i за
наслiдком 1.3 група G нiльпотентна, що суперечить умовi.

Отже, G мiстить елементи скiнченного порядку, що не належать пiдгрупi \langle a\rangle . Оскiльки
a2

n - 1 \in Z(G), то з твердження 1.1 випливає, що G не мiстить вiдмiнних вiд одиницi елементiв
непарного порядку. Тому елементи скiнченного порядку є 2-елементами.

У множинi G \setminus \langle a\rangle виберемо елемент g найменшого порядку, | g| = 2k. Оскiльки a2
n - 1

—
єдина iнволюцiя групи, то k > 1, g2 \in \langle a\rangle i \langle a, g\rangle — циклiчна або кватернiонна 2-група.

Нехай \langle a, g\rangle — циклiчна 2-група. Тодi можна вважати, що g2 = a i \langle a, g\rangle = \langle g\rangle . Якщо
g \in C1 = CG(B1), то пiдгрупа \langle g\rangle є Nd

G-допустимою. За наслiдком 1.3 група G1 = \langle g\rangle \leftthreetimes B

нiльпотентна i тому за твердженням 1.3

G1 = Nd
G1

.

Тодi G\prime 
1 = \langle a2n - 1\rangle i для довiльного елемента b \in B має мiсце спiввiдношення

[g2, b] = [g, b]2 = 1.

Але у такому випадку [a, b] = 1, що неможливо за умовою.
Отже, у цьому випадку g /\in C1 i елемент g непереставний iз жодним елементом не-

скiнченного порядку. Оскiльки C1 мiстить усi елементи нескiнченного порядку групи G, а
фактор-група G/C1 iзоморфна пiдгрупi групи автоморфiзмiв абелевої групи без скруту рангу
1, перiодична частина якої має порядок 2 (див. [5, с. 224]), то

G = C1\langle g\rangle ,

де g2 \in \langle a\rangle \subseteq C1.

Нехай тепер \langle a, g\rangle — кватернiонна 2-група. Тодi g2 = a2
n - 1

= a1, | g| = 4 i g - 1ag = a - 1.

Припустимо, що g \in C1 = CG(B1). Тодi \langle g\rangle — Nd
G-допустима пiдгрупа i

[a, g] \in \langle a\rangle \cap \langle g\rangle = \langle a1\rangle .

Але у такому випадку | a| = 4 i \langle a, g\rangle — група кватернiонiв порядку 8.
Розглянемо групу

G2 = \langle a, g\rangle \leftthreetimes B.

Враховуючи, що пiдгрупи \langle a\rangle i \langle g\rangle є Nd
G-допустимими, нормальний ряд

1\lhd 
\bigl\langle 
a2
\bigr\rangle 
\lhd \langle a\rangle \lhd \langle a, g\rangle \lhd G2
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є центральним i група G2 нiльпотентна. За твердженнями 1.2 та 1.3

G2 = Nd
G2

= \langle a, g\rangle \times B,

i тому [\langle a\rangle , B] = E, що суперечить умовi. Отже, й у цьому випадку g /\in C1 i

G = C1\langle g\rangle ,

де | g| = 4, g2 = a2
n - 1

i g - 1ag = a - 1.

Оскiльки фактор-група C1/B1 локально скiнченна, то з твердження 3.9 [7] випливає, що всi
елементи скiнченного порядку групи C1 утворюють нормальну пiдгрупу T (C1), а фактор-група
C1/T (C1) є абелевою без скруту рангу 1. Враховуючи наведенi вище мiркування, приходимо
до висновку, що T (C1) = \langle a\rangle . Тодi за наслiдком 1.3 група C1 нiльпотентна, i, застосовуючи до
неї твердження 1.3, одержуємо

C1 = Nd
C1

= \langle a\rangle \leftthreetimes H,

де H — абелева група без скруту рангу 1, [\langle a\rangle , H] =
\bigl\langle 
a2

n - 1\bigr\rangle 
.

Оскiльки C1 мiстить усi елементи нескiнченного порядку групи G i кожна розкладна абе-
лева пiдгрупа групи G є мiшаною, то C1 мiстить усi розкладнi абелевi пiдгрупи групи G, i
вони нормальнi в C1. Тому

Nd
G = Nd

C1
= C1

i
G =

\bigl( 
\langle a\rangle \leftthreetimes B

\bigr) 
\langle g\rangle , g2 \in \langle a\rangle ,

причому або
\bigl\langle 
g2
\bigr\rangle 
= \langle a\rangle , або \langle a, g\rangle — кватернiонна 2-група порядку 2n+1 \geq 8.

Розглянемо фактор-групу

\=G = G/\langle a\rangle \sim = \=B \leftthreetimes \langle \=g\rangle , | \=g| = 2.

Оскiльки \=Nd
G = \=B \vartriangleleft \=G, то \=g - 1\=b\=g = \=b1, де \=b, \=b1 \in \=B. Якщо iснує такий елемент \=b \not = \=1, що

\=g - 1\=b\=g = \=b, то g - 1bg = bar, де r \in \BbbZ i | gb| = \infty . Але тодi gb \in C1 i g \in C1, що суперечить
його вибору. Отже,

\=g - 1\=b\=g = \=b1 \not = \=b.

Тодi \=g - 1\=b \=b1\=g = \=b \=b1 = \=b1\=b, звiдки \=b \=b1 = \=1 i \=b1 = \=b - 1. Повертаючись до прообразiв, маємо

g - 1bg = b - 1ar.

Нехай \langle a, g\rangle — циклiчна група, g2 = a i | a| = 2n \geq 4. Тодi з рiвностi

[g2, b] = [a, b] = a2
n - 1

,

де b — непереставний з a елемент групи B, випливає, що r = 1 + 2k, k \in \BbbZ , i

g - 1bg = b - 1a1+2k.

Припустимо, що | a| > 4. Тодi | gba - 1 - k+2n - 2t| = 2, де b \in B, [a, b] \not = 1, а цiлi числа k

i t мають однакову парнiсть. Отже, група G мiстить iнволюцiю gba - 1 - k+2n - 2t, вiдмiнну вiд
a1 = a2

n - 1
, що неможливо. Тому | a| = 4 i g - 1bg = b - 1a або g - 1bg = b - 1a - 1 для довiльного
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елемента b \in B, що є непереставним з a. Якщо g - 1bg = b - 1a, то | gb| = 2, що неможливо.
Отже, g - 1bg = b - 1a - 1, де b \in B i [a, b] \not = 1. За цих умов для елемента b2 \in CG(a) маємо

g - 1b2g =
\bigl( 
b - 1a - 1

\bigr) 2
= ab - 2a - 1 = b - 2.

Отже, у цьому випадку G — група типу 3 теореми 2.1. Зазначимо, що група G мiстить пiдгрупу
кватернiонiв \langle a, bg\rangle порядку 8.

Нехай тепер \langle a, g\rangle — кватернiонна 2-група порядку 2n+1 \geq 8. Якщо | a| > 4, то з умов
g - 1bg = b - 1ar i g2 \in Z(G) випливає, що r = 2n - 1k, де k \in \{ 0, 1\} . Тодi g - 1bg = b - 1ak1 i,
як неважко переконатись, | bg| = 2 при k = 1 i | abg| = 2 при k = 0. Отже, група G мiстить
iнволюцiї, вiдмiннi вiд a1, що неможливо. Тому | a| = 4.

Нехай b — довiльний елемент групи B такий, що [a, b] = a2. Тодi g - 1bg = b - 1a або
g - 1bg = b - 1a - 1. Оскiльки [a, bg] = 1 i

\bigl\langle 
(bg)2

\bigr\rangle 
= \langle a\rangle , то \langle a, bg\rangle = \langle bg\rangle — циклiчна 2-група

порядку 8, i знову приходимо до групи типу 3 теореми 2.1.
Лему 2.2 доведено.
Теорему 2.1 доведено.
Наслiдок 2.1. Неперiодична локально розв’язна група G, що має недедекiндову локально

нiльпотентну норму Nd
G розкладних пiдгруп, є циклiчним розширенням цiєї норми.

Наслiдок 2.2. Будь-яка неперiодична локально розв’язна група G, яка мiстить iнволюцiю
й має недедекiндову локально нiльпотентну норму Nd

G розкладних пiдгруп, мiстить групу
кватернiонiв порядку 8.

Приклад 2.1 iз [3] разом iз наступними прикладами 2.1, 2.2 пiдтверджують iснування непе-
рiодичних груп, у яких норма Nd

G розкладних пiдгруп є групою одного з типiв теореми 2.1.
Приклад 2.1. G = \langle a\rangle \leftthreetimes \langle b\rangle , | a| = 27, | b| = \infty , b - 1ab = a8.

У даному випадку G — група типу 2 теореми 2.1. При цьому G\prime = \langle a\rangle , Z (G) =
\bigl\langle 
b6
\bigr\rangle 
, усi

розкладнi абелевi пiдгрупи групи G є групами вигляду
\bigl\langle 
a3k, amb2n

\bigr\rangle 
, k \in \{ 1, 2\} , m \in \BbbZ , n \in \BbbN ,

i нормальнi у пiдгрупi
\bigl\langle 
a, b2

\bigr\rangle 
. Тому Nd

G =
\bigl\langle 
a, b2

\bigr\rangle 
= \langle a\rangle \leftthreetimes 

\bigl\langle 
b2
\bigr\rangle 
.

Приклад 2.2. G = (\langle a\rangle \leftthreetimes \langle b\rangle ) \langle g\rangle , | a| = 4, | b| = \infty , g2 = a, b - 1ab = a - 1, g - 1bg = b - 1a - 1.

Маємо групу типу 3 теореми 2.1. Оскiльки всi розкладнi абелевi пiдгрупи групи G мiшанi
й нормальнi у пiдгрупi \langle a, b\rangle , а елемент g не належить нормалiзатору пiдгрупи

\bigl\langle 
a2
\bigr\rangle 
\times \langle b\rangle , то

Nd
G = \langle a\rangle \leftthreetimes \langle b\rangle .
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