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Асимптотичнi багатофазовi Σ-розв’язки

сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де

Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

В. Г. Самойленко, Ю. I. Самойленко

(Представлена А. Є. Шишковим)

Анотацiя. Розглянуто задачу про побудову асимптотичних розв’яз-
кiв сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза. Запропоно-
вано поняття асимптотичного багатофазового Σ-розв’язку та алго-
ритм його побудови в околi точки t = 0, доведено теореми про то-
чнiсть, з якою такий локальний асимптотичний розв’язок задоволь-
няє розглядуване рiвняння.
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1. Вступ

В останнi 50 рокiв увага багатьох дослiдникiв прикута до рiвняння
Кортевега-де Фрiза

ut − 6uux + uxxx = 0, (1.1)

яке, як вiдомо, має рiзноманiтнi застосування в гiдромеханiцi та фi-
зицi.

Це рiвняння, що пов’язано з системою Нав’є–Стокса, стало ши-
роко вiдомим завдяки своїм так званим солiтонним розв’язкам, якi
описують низку цiкавих фiзичних явищ i ефектiв [1, 2], серед яких,
наприклад, принцип нелiнiйної суперпозицiї [3].

Дослiдженню рiвняння Кортевега-де Фрiза i його узагальнень
присвячено значну кiлькiсть праць. Зокрема, у [4] розглянуто пи-
тання про iснування i єдинiсть його розв’язку. У низцi праць (див.
посилання в [5–8]) отримано розв’язок задачi Кошi у випадку швидко
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спадних початкових умов та перiодичної задачi. У [10, 11] розгляну-
то питання про iснування розв’язку задачi Кошi для узагальненого
рiвняння Кортевега-де Фрiза. Зокрема, у [10] для рiвняння вигляду

ut + uxxx + a(u, ux) = F (x, t), x ∈ R,

доведено iснування його розв’язку в просторi швидко спадних функ-
цiй, а для рiвняння вигляду

ut + uxxx + a(u)ux = 0, x ∈ R,

де a(u) — деяка нескiнченно диференцiйовна функцiя, у випад-
ку, коли початкова функцiя належить простору Соболєва Hs, s >
3/2, показано, що задача Кошi має єдиний розв’язок у просторi
C([0, T );Hs) ∩ C1([0, T );Hs−3), де значення T залежить вiд норми
початкової функцiї.

Всi цi розв’язки як правило є регулярними, тобто гладкими i та-
кими, що мають певну (скiнченну) асимптотику при |x| → +∞, або
ж належать деякому спецiальному класу функцiй.

З iншого боку, рiвняння Кортевега-де Фрiза володiє розв’язками i
iншої природи, зокрема, такими, що мають особливостi на однiй або
декiлькох просторових кривих. Такi розв’язки називаються сингуляр-
ними i вивчалися, наприклад, у [12–14]. Зокрема, у [13,14] розглянуто
сингулярнi розв’язки рiвняння Кортевега-де Фрiза як у випадку за-
дачi Кошi, так i у випадку так званих бiжучих хвиль. При цьому для
задачi Кошi

ut = uux − uxxx, (t, x) ∈ R+ × R,

u
∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ R,

вказано умови, за яких її розв’язок може iснувати лише на скiнченно-
му (часовому) iнтервалi (див. також [12]) i “руйнується” (за скiнчен-
ний час, при вiдповiдному виборi початкової функцiї в умовi Кошi),
причому таке руйнування може мати або “грубий” характер, тобто
коли |u(t, x)| → +∞ при (t, x) → (t∗, x∗) ∈ R2, або ж бiльш “м’який”
характер типу градiєнтної катастрофи, тобто коли |ux(t, x)| → +∞
при (t, x) → (t∗, x∗) ∈ R2, де (t∗, x∗) — деяка скiнченна точка.

Питання про iснування розв’язку задачi Кошi для рiвняння Кор-
тевега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами вивчалося в [15–17], де
отримано умови iснування узагальнених розв’язкiв даної задачi Кошi
i умови, при яких ця задача має розв’язок у просторi швидко спадних
функцiй.

Значна увага придiлена також питанню про дослiдження рiвняння
Кортевега-де Фрiза з малим параметром [18–27]. Якщо в [18–20] дос-
лiджено регулярно (в певному сенсi) збурене рiвняння Кортевега-де
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Фрiза зi сталими коефiцiєнтами, в [21] розглянуто задачу про модуля-
цiю нелiнiйних хвиль, коли наявнiсть малого параметра у формулах
для розв’язкiв спецiального типу проявляється через малi деформацiї
асоцiйованих з ними рiманових поверхонь, а в [22–25] вивчено сингу-
лярно збурене рiвняння Кортевега-де Фрiза зi сталими коефiцiєнта-
ми, то в [26,27] розглянуто сингулярно збурене рiвняння Кортевега-де
Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами спецiального вигляду, яке є одним
з модельних рiвнянь, що описують поширення хвиль на мiлкiй водi
зi змiнною глибиною, i яке має вигляд

ut + (ρ1 + 3ρ2u)ux + ε2ρ3uxxx + ρ4u = 0, (1.2)

де ρ1 =
√
gH(x), ρ2 =

√
gH−1(x)/2, ρ3 =

√
gH5(x)/6, ρ4 = ρ1x/2,

H(x) — глибина незбуреної рiдини, g — прискорення вiльного падiн-
ня.

При цьому запропонований в [26,27] алгоритм побудови асимпто-
тичних солiтоноподiбних розв’язкiв рiвняння (1.2) базується на роз-
витку методу ВКБ [28–31].

У подальшому iдеї методу ВКБ використано в [32, 33] для побу-
дови асимптотичних однофазових солiтоноподiбних розв’язкiв сингу-
лярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєн-
тами вигляду

εn uxxx = a(x, t, ε)ut + b(x, t, ε)uux, n ∈ N, (1.3)

a(x, t, ε) =
∞∑

k=0

εkak(x, t), b(x, t, ε) =
∞∑

k=0

εk bk(x, t), (1.4)

де ak(x, t), bk(x, t) ∈ C(∞)(R × [0;T ]), k ≥ 0; 0 < ε≪ 1.

Крiм того, за допомогою розвитку згаданого вище методу в [34]
знайдено асимптотичнi однофазовi солiтоноподiбнi розв’язки задачi
Кошi для рiвняння (1.3), а в [35–38] побудовано дво- та багатофазовi
солiтоноподiбнi розв’язки рiвняння (1.3).

Природно виникає питання, чи можна побудувати асимптотичний
розв’язок рiвняння (1.3), який за своєю структурою в певному сенсi
є близьким до багатофазового солiтоноподiбного розв’язку незбуре-
ного (ε = 0) рiвняння Кортевега-де Фрiза (1.3). Саме дослiдженню
цього питання i присвячено цю статтю.

У данiй статтi, використовуючи спостереження про те, що бага-
тосолiтонний розв’язок класичного рiвняння Кортевега-де Фрiза при
великих значеннях незалежних змiнних можна (наближено) зобра-
зити у виглядi лiнiйної комбiнацiї його односолiтонних розв’язкiв,
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асимптотичний багатофазовий розв’язок сингулярно збуреного рiв-
няння Кортевега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами будується на
основi нелiнiйного методу ВКБ [39, с. 5] у виглядi суми, що мiстить
функцiї, кожна з яких є однофазовою солiтоноподiбною функцiєю [26,
c. 13, 27, c. 77, 32]. Такi розв’язки в подальшому називаються асим-
птотичними багатофазовими Σ-розв’язками.

У статтi побудовано головний i перший член асимптотичного ба-
гатофазового Σ-розв’язку та доведено теореми про точнiсть, з якою
отриманий асимптотичний розв’язок задовольняє дослiджуване рiв-
няння. Отриманi результати мають локальний характер.

2. Основнi припущення i позначення

Позначимо [26,27] через G = G(R× [0;T ]×R) лiнiйний простiр не-
скiнченно диференцiйовних функцiй f(x, t, τ), (x, t, τ) ∈ R× [0;T ]×R,
для яких рiвномiрно за змiнними (x, t) на кожному компактi K ⊂
R× [0;T ] для довiльних невiд’ємних цiлих чисел n, m, p, q, виконую-
ться умови:

10. має мiсце спiввiдношення

lim
τ→+∞

τn ∂m+p+q

∂xm∂tp∂τ q
f(x, t, τ) = 0;

20. iснує така нескiнченно диференцiйовна функцiя f−(x, t), що

lim
τ→−∞

τn ∂m+p+q

∂xm∂tp∂τ q
(f(x, t, τ) − f−(x, t)) = 0, (x, t) ∈ K.

За допомогою G0 = G0(R × [0;T ] × R) ⊂ G позначимо простiр
таких функцiй f(x, t, τ), для яких (додатково до умов 10, 20) рiвно-
мiрно щодо (x, t) на кожному компактi K ⊂ R× [0;T ] справджується
рiвнiсть

lim
τ→−∞

f(x, t, τ) = 0, (x, t) ∈ K.

У подальшому використовується стандартне для асимптотичного
аналiзу позначення: запис Ψ(x, t, ε) = O

(
εN
)

означає, що iснують
такi величина ε0 > 0 i стала C > 0, яка залежить вiд числа N i вiд
множини K ⊂ R × [0;T ], що |Ψ(x, t, ε)| ≤ C εN для всiх ε ∈ (0; ε0) i
(x, t) ∈ K.

Означення 2.1. Функцiя u(x, t, ε) називається асимптотичною m-
фазовою

∑
-функцiєю, якщо для довiльного цiлого числа N ≥ 0 i де-

якого m ∈ N, m ≥ 2, для функцiї u(x, t, ε) має мiсце зображення
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вигляду

u(x, t, ε) = YN

(
x, t,

S1(x, t)

ε
,
S2(x, t)

ε
, . . . ,

Sm(x, t)

ε
, ε

)
+O(εN+1).

(2.1)
Тут

YN (x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) =
N∑

j=0

εj
(
uj(x, t) +

m∑

k=1

Vjk(t, τk)

)
, (2.2)

τ1 =
S1(x, t)

ε
, τ2 =

S2(x, t)

ε
, . . . , τm =

Sm(x, t)

ε
,

Sk = Sk(x, t), k = 1,m, — деякi нескiнченно диференцiйовнi функцiї
змiнних (x, t) ∈ R× [0;T ], причому ∂Sk

∂x |Γk
6= 0, де кривi Γk = {(x, t) ∈

R× [0;T ], Sk(x, t) = 0}, k = 1,m; uj(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ], j = 1, N , —
нескiнченно диференцiйовнi функцiї; функцiї Vjk(t, τk) ∈ G0, k = 1,m,
j = 0, N .

Кривi Γk, k = 1,m, називаються кривими розриву. Цей термiн
виник у зв’язку з тим, що при побудовi асимптотичного однофазово-
го солiтоноподiбного розв’язку рiвняння Кортевега-де Фрiза, тобто у
випадку m = 1, крива Γ = {(x, t) ∈ R × [0;T ] : S(x, t) = x− ϕ(t) = 0},
де ϕ(t), t ∈ [0;T ], — деяка функцiя, яка використовується в означеннi
однофазового солiтоноподiбного розв’язку для сингулярно збуреного
рiвняння Кортевега-де Фрiза [29], є лiнiєю розриву для граничного
(при ε→ 0) розв’язку рiвняння (1.3).

3. Побудова асимптотичного розв’язку

Розглянемо задачу про побудову асимптотичного m-фазового
∑

-
розв’язку рiвняння (1.3) у випадку n = 2. Враховуючи (2.1), (2.2),
асимптотичний розв’язок рiвняння (1.3) шукаємо у виглядi

u(x, t, ε) = YN (x, t, ε) +O(εN+1), (3.1)

де

YN (x, t, ε) =
N∑

j=0

εj
(
uj(x, t) +

m∑

k=1

Vjk(t, τk)

)
, (3.2)

τk =
x− ϕk(t)

ε
, k = 1,m.

Тут N — довiльне (фiксоване) натуральне число, ϕk(t), t ∈ [0;T ],
k = 1,m, — деякi функцiї, для яких виконується умова ϕk(0) = 0, k =
1,m, i якi визначаються iз так званих умов ортогональностi [26,33,35].
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Функцiя

UN (x, t, ε) =

N∑

j=0

εjuj(x, t)

називається регулярною частиною асимптотики (3.1), (3.2), а функцiя

VN (x, t, ε) = VN (t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) =
N∑

j=0

εj
m∑

k=1

Vjk(t, τk) —

сингулярною частиною асимптотики (3.1), (3.2).
При цьому YN (x, t, ε) = UN (x, t, ε) + VN (t, τ1, τ2, . . . , τm, ε).
Для визначення коефiцiєнтiв асимптотичного розкладу (3.1), ана-

логiчно [32–37], обчислимо похiднi ut(x, t, ε), ux(x, t, ε), uxxx(x, t, ε),
пiдставимо їх значення в (1.3), вiзьмемо до уваги (3.1) i домножимо
отриманий вираз на ε. У результатi отримаємо:

ε3
N∑

j=0

εj
(
∂3uj

∂x3
+

m∑

k=1

[
∂3Vjk

∂x3
+

3

ε

∂3Vjk

∂x2∂τk
+

3

ε2
∂3Vjk

∂x∂τ2
k

+
1

ε3
∂3Vjk

∂τ3
k

])

= εa(x, t, ε)
N∑

j=0

εj
(
∂uj

∂t
+

m∑

k=1

∂Vjk

∂t
+

1

ε

m∑

k=1

(−ϕ′
k(t))

∂Vjk

∂τk

)

+ εb(x, t, ε)

[ N∑

j=0

εj
(
uj +

m∑

k=1

Vjk

)]

×
[ N∑

j=0

εj
(
∂uj

∂x
+

m∑

k=1

{
∂Vjk

∂x
+

1

ε

∂Vjk

∂τk

})]
. (3.3)

Враховуючи довiльнiсть ε i умову Vjk(t, τk) ∈ G0, k = 1,m, j =
0, N , з (3.3) для визначення коефiцiєнтiв регулярної частини асимп-
тотики (3.1), (3.2) стандартним чином [32–37] знаходимо систему ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вигляду

a0(x, t)
∂u0

∂t
+ b0(x, t)u0

∂u0

∂x
= 0, (3.4)

a0(x, t)
∂uj

∂t
+b0(x, t)u0

∂uj

∂x
+b0(x, t)

∂u0

∂x
uj = Fj(x, t), j = 1, N, (3.5)

де функцiї Fj(x, t), j = 1, N , визначаються рекурентним чином пiсля
знаходження функцiй u0(x, t), u1(x, t), . . . , uj−1(x, t), j = 1, N .

Процедура визначення членiв регулярної частини асимптотики з
системи рiвнянь (3.4), (3.5) описана в [38].
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Пiсля знаходження регулярної частини асимптотики, враховуючи
(3.4), (3.5), iз спiввiдношення (3.3) шляхом прирiвнювання коефiцiєн-
тiв при однакових степенях малого параметра ε отримуємо систему
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними для членiв сингу-
лярної частини асимптотики, розв’язки яких мають належати прос-
тору G0.

4. Визначення сингулярної частини асимптотики

Для визначення сингулярної частини асимптотики (3.1), (3.2) ско-
ристаємося тим, що її члени належать простору швидко спадних що-
до змiнних τk, k = 1,m, функцiй.

4.1. Головний член сингулярної частини асимптотики

Головний член сингулярної частини асимптотики задовольняє
спiввiдношення вигляду

m∑

k=1

∂3V0k

∂τ3
k

= −a0(x, t)
m∑

k=1

ϕ′
k(t)

∂V0k

∂τk

+ b0(x, t)

(
u0(x, t) +

m∑

k=1

V0k

) m∑

k=1

∂V0k

∂τk
. (4.1)

Одночасно з (4.1) розглянемо допомiжне рiвняння

∂3V̄0k

∂τ3
k

= −a0(ϕk(t), t)ϕ
′
k(t)

∂V̄0k

∂τk

+ b0(ϕk(t), t)
(
u0(ϕk(t), t) +mV̄0k(t, τk)

) ∂V̄0k

∂τk
, k = 1,m, (4.2)

де функцiї V̄0k = V̄0k(t, τk), k = 1,m.
Враховуючи, що згiдно визначення сингулярної частини асимп-

тотики (3.1), (3.2) функцiя V0(t, τk), k = 1,m, має належати просто-
ру G0, безпосереднiм iнтегруванням рiвняння (4.2) знаходимо його
розв’язок у просторi G0 [32, 33]:

V̄0k(t, τk) = − 3

m

A(ϕk(t), t)

b0(ϕk(t), t)
ch−2

(√
A(ϕk(t), t)

τk + Ck

2

)
, k = 1,m.

(4.3)
Тут позначено

A(ϕ(t), t) = −a0(ϕ(t), t)ϕ′(t) + b0(ϕ(t), t)u0(ϕ(t), t), (4.4)
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Ck = Ck(t), k = 1,m, — деякi (довiльнi) сталi, t — параметр.
У подальшому покладемо Ck(t) = 0, k = 1,m, t ∈ [0;T ], i припус-

тимо, що для всiх t ∈ [0;T ] виконується умова

A(ϕk(t), t) > 0, k = 1,m. (4.5)

Має мiсце твердження.

Теорема 4.1. Нехай виконуються умови:

10. Функцiї a0(x, t), b0(x, t) ∈ C∞(R × [0;T ]);

20. Рiвняння (3.4) має розв’язок u0(x, t) ∈ C∞(R × [0;T ]);

30. Iснують такi нескiнченно диференцiйовнi функцiї ϕk = ϕk(t),
t ∈ [0;T ], k = 1,m, що ϕk(0) = 0, ϕ′

k(0) 6= 0, k = 1,m;

40. Має мiсце умова (4.5) i для всiх t ∈ [0;T ] справджуються рiв-
ностi A(ϕk(t), t) = A(ϕl(t), t), k, l = 1,m.

Тодi функцiя

Y0(x, t, ε) = u0(x, t) +
m∑

k=1

V̄0k

(
t,
x− ϕk(t)

ε

)
(4.6)

на множинi R×[0; ε2T ] задовольняє спiввiдношення (3.3) з точнiстю
O(ε). Якщо ж (x, t) ∈ R × [0; ε2T ] такi, що |x − ϕk(t)|/ε → +∞ при
всiх k = 1,m, то функцiя Y0(x, t, ε), (x, t) ∈ R × [0; ε2T ], задовольняє
спiввiдношення (3.3) з точнiстю O(ε2).

Доведення. Для того, щоб показати, що функцiя (4.6) на множинi
R× [0; ε2T ] задовольняє спiввiдношення (3.3) з точнiстю O(ε), пiдста-
вимо вираз для Y0(x, t, ε) у спiввiдношення (3.3). Маємо:

ε3
∂3u0

∂x3
+

m∑

k=1

∂3V̄0k

∂τ3
k

= εa(x, t, ε)
∂u0

∂t

+ εa(x, t, ε)
m∑

k=1

∂V̄0k

∂t
− a(x, t, ε)

m∑

k=1

ϕ′
k(t)

∂V̄0k

∂τk

+ εb(x, t, ε)

(
u0 +

m∑

k=1

V̄0k

)(
∂u0

∂x
+

m∑

k=1

1

ε

∂V̄0k

∂τk

)
, (4.7)

звiдки, враховуючи рiвняння (3.4) i (4.2) для визначення головних
членiв регулярної i сингулярної частин асимптотики (3.1), (3.2), отри-
муємо, що для знаходження оцiнки, з якою асимптотичний розв’язок
(4.6) задовольняє спiввiдношення (3.3), досить оцiнити вираз
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R0(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = −
m∑

k=1

(a0(x, t) − a0(ϕk(t), t))ϕ
′
k(t)

∂V̄0k

∂τk

+
m∑

k=1

(b0(x, t)u0(x, t) − b0(ϕk(t), t)u0(ϕk(t), t))
∂V̄0k

∂τk

+ b0(x, t)

( m∑

k=1

V̄0k

)( m∑

k=1

∂V̄0k

∂τk

)
−

m∑

k=1

mb0(ϕk(t), t)V̄0k(t, τk)
∂V̄0k

∂τk
.

(4.8)

З властивостей неперервної диференцiйовностi функцiй a0(x, t),
b0(x, t), u0(x, t), ϕk(t), k = 1,m, того, що V̄0k(t, τk) ∈ G0, k = 1,m,
та властивостей множини K ⊂ R × [0;T ] випливає iснування таких
сталих ck > 0, k = 1,m, що має мiсце нерiвнiсть

∣∣∣∣
m∑

k=1

(a0(x, t) − a0(ϕk, t))ϕ
′
k(t)

∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣

≤
m∑

k=1

ck

∣∣∣∣(x− ϕk(t))
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣ = ε
m∑

k=1

ck |τk|
∣∣∣∂V̄0k

∂τk

∣∣∣ ≤ εC1,

де стала C1 залежить вiд множини K ⊂ R × [0;T ].
Аналогiчно знаходимо

∣∣∣∣
m∑

k=1

(b0(x, t)u0(x, t) − b0(ϕk(t), t)u0(ϕk(t), t))
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣ ≤ εC2,

де C2 — деяка стала, що залежить вiд множини K ⊂ R × [0;T ].
Розглянемо тепер останнi два доданки в правiй частинi (4.8). Ма-

ємо:

|R01(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε)|

=

∣∣∣∣b0(x, t)
( m∑

k=1

V̄0k

)( m∑

k=1

∂V̄0k

∂τk

)
−

m∑

k=1

mb0(ϕk(t), t)V̄0k(t, τk)
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
m∑

k=1

(
b0(x, t)

m∑

l=1

V̄0l −mb0(ϕk(t), t)V̄0k(t, τk)

)
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

m∑

k=1

( m∑

l=1

(
b0(x, t) − b0(ϕl(t), t)

)
V̄0l(t, τl)

)
∂V 0k

∂τk

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
m∑

k=1

( m∑

l=1

(
b0(ϕl(t), t)V̄0l(t, τl) − b0(ϕk(t), t)V̄0k(t, τk)

))
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣
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≤ εC3+

∣∣∣∣
m∑

k=1

( m∑

l=1

(
b0(ϕl(t), t)V̄0l(t, τl)−b0(ϕk(t), t)V̄0k(t, τk)

))
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣,

де C3 — деяка стала, що залежить вiд множини K ⊂ R × [0;T ].

З формули для A(ϕ(t), t), формули (4.3), що дає явний вираз
для функцiї V̄0k(t, τk), k = 1,m, i умови 40 теореми 4.1 про те, що
A(ϕk(t), t) = A(ϕl(t), t) для всiх t ∈ [0;T ], k, l = 1,m, слiдує iснування
такого значення ε0 > 0, що у вiдповiдностi з теоремою про середнє
для всiх ε ∈ (0; ε0) виконується рiвнiсть

∣∣b0(ϕk(t), t)V̄0k(t, τk) − b0(ϕl(t), t)V̄0l(t, τl)
∣∣

=
3

m

∣∣∣∣A(ϕk(t), t) ch−2

(√
A(ϕk(t), t)

x− ϕk(t)

2ε

)

−A(ϕl(t), t) ch−2

(√
A(ϕl(t), t)

x− ϕl(t)

2ε

)∣∣∣∣

=
3

m
A(ϕk(t), t)

∣∣∣∣ch
−2

(√
A(ϕk(t), t)

x− ϕk(t)

2ε

)

− ch−2

(√
A(ϕl(t), t)

x− ϕl(t)

2ε

)∣∣∣∣ =
3

m

|ϕk(t) − ϕl(t)|
2ε

× (A(ϕk(t), t))
3
2

∣∣∣∣th
(√

A(ϕk(t), t)
x− ϕk(t) + (ϕk(t) − ϕl(t)) θ

2ε

)∣∣∣∣

× ch−2

(√
A(ϕk(t), t)

x− ϕk(t) + (ϕk(t) − ϕl(t)) θ

2ε

)
,

де θ ∈ (0; 1) — деяке дiйсне число.

Звiдси слiдує, що iснує така стала C4 > 0, яка залежить вiд мно-
жини K ⊂ R×[0;T ], що, якщо для деякого C > 0 має мiсце нерiвнiсть
|ϕk(t) − ϕl(t)| ≤ Cε2 при всiх t ∈ [0;T ], то виконується нерiвнiсть

|R01(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε)| ≤ εC4.

Тодi, оскiльки, ϕk(0) = 0, k = 1,m, то функцiя Y0(x, t, ε) вигля-
ду (4.6) на множинi R × [0; ε2T ] задовольняє спiввiдношення (3.3) з
точнiстю O(ε), ε→ 0.

Враховуючи, що V̄0k(t, τk) при кожному k = 1,m є швидко спад-
ною за змiнною τk функцiєю, то у випадку, коли (x, t) ∈ R × [0; ε2T ]
такi, що |x − ϕk(t)|/ε = |τk| → +∞ при всiх k = 1,m, отримуємо
властивiсть: функцiя Y0(x, t, ε), (x, t) ∈ R × [0; ε2T ], вигляду (4.6) за-
довольняє спiввiдношення (3.3) з точнiстю O(ε2).

Теорему 4.1 доведено.
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4.2. Визначення першого члена сингулярної
частини асимптотики

Перший член сингулярної частини асимптотики (3.1), (3.2) в околi
кожної кривої x = ϕk(t), t ∈ [0;T ], k = 1,m, визначається з рiвнянь:

m∑

l=1

∂3V1l

∂τ3
l

+ a0(ϕk(t), t)
m∑

l=1

ϕ′
l(t)

∂V1l

∂τl
− b0(ϕk(t), t)

×
[(
u0(ϕk(t), t) +

m∑

l=1

V0l

) m∑

l=1

∂V1l

∂τl
+

m∑

l=1

V1l

m∑

l=1

∂V0l

∂τl

]

= F1k(t, τ1, τ2, . . . , τm), k = 1,m, (4.9)

де функцiя F1k(t, τ1, τ2, . . . , τm), k = 1,m, задається рекурентним чи-
ном за значеннями V0l = V0l(t, τl), l = 1,m, i має вигляд

F1k(t, τ1, τ2, . . . , τm) = a0(ϕk(t), t)
m∑

l=1

∂V0l

∂t

− τka0x(ϕk(t), t)
m∑

l=1

ϕ′
l(t)

∂V0l

∂τl
− a1(ϕk(t), t)

m∑

l=1

ϕ′
l(t)

∂V0l

∂τl

+ b0(ϕk(t), t) (τku0x(ϕk(t), t) + u1(ϕk(t), t))
m∑

l=1

∂V0l

∂τl

+ b0(ϕk(t), t)u0x(ϕk(t), t)
m∑

l=1

V0l

+ τkb0x(ϕk(t), t)

(
u0(ϕk(t), t) +

m∑

l=1

V0l

) m∑

l=1

∂V0l

∂τl

+ b1(ϕk(t), t)

(
u0(ϕk(t), t) +

m∑

l=1

V0l

) m∑

l=1

∂V0l

∂τl
.

Як i вище при визначеннi головного члена асимптотики (3.1),
(3.2), одночасно з (4.9) розглянемо допомiжну функцiю V̄1k =
V̄1k(t, τk), k = 1,m, i, вiдповiдно, допомiжне рiвняння, яке у дано-
му випадку має вигляд

∂3V̄1k

∂τ3
k

+ a0(ϕk(t), t)ϕ
′
k(t)

∂V̄1k

∂τk
− b0(ϕk(t), t)

×
(
u0(ϕk(t), t)

∂V̄1k

∂τk
+mV̄0k

∂V̄1k

∂τk
+mV̄1k

∂V̄0k

∂τk

)
= F̄1k(t, τk), (4.10)
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де

F̄1k(t, τk) = a0(ϕk(t), t)
∂V̄0k

∂t
− τka0x(ϕk(t), t)ϕ

′
k(t)

∂V̄0k

∂τk

− a1(ϕk(t), t)ϕ
′
k(t)

∂V̄0k

∂τk
+ b0(ϕk(t), t)u0x(ϕk(t), t)

(
V̄0k + τk

∂V̄0k

∂τk

)

+b0(ϕk(t), t)u1(ϕk(t), t)
∂V̄0k

∂τk
+τkb0x(ϕk(t), t)

(
u0(ϕk(t), t) +mV̄0k

) ∂V̄0k

∂τk

+ b1(ϕk(t), t)
(
u0(ϕk(t), t) +mV̄0k

) ∂V̄0k

∂τk
, k = 1,m,

функцiї V̄0k(t, τk), k = 1,m, визначено згiдно формули (4.3).
Очевидно, що за побудовою функцiя F̄1k(t, τk) ∈ G0, k = 1,m.
У [40] показано, що необхiдною i достатньою умовою iснування

розв’язку рiвняння (4.10) у просторi G є умова ортогональностi виг-
ляду

+∞∫

−∞

F̄1k(t, τk)V̄0k(t, τk) dτk = 0, k = 1,m. (4.11)

При цьому в просторi G розв’язок рiвняння (4.10) за умови (4.5) за-
писується за допомогою формули [40]

V̄1k(t, τk) = ν1k(t)η1k(t, τk) + ψ1k(t, τk), k = 1,m, (4.12)

де позначено

ν1k(t) = − (A(ϕk(t), t))
−1 lim

τk→−∞
Φ1k(t, τk), k = 1,m,

функцiї η1k(t, τk) ∈ G, k = 1,m, а функцiї ψ1k(t, τk), k = 1,m, є
швидко спадними за τk,

Φ1k(t, τk) =

τk∫

−∞

F̄1k(t, ξ) dξ + E1k(t), k = 1,m, (4.13)

причому сталi iнтегрування E1k(t), k = 1,m, вибираються з умови

lim
τk→+∞

Φ1k(t, τk) = 0, k = 1,m.

При цьому, очевидно, що функцiя V̄1k(t, τk) ∈ G0, k = 1,m, тодi i
лише тодi, коли має мiсце спiввiдношення

lim
τk→−∞

Φ1k(t, τk) = 0, k = 1,m. (4.14)
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Зауважимо, що при кожному k = 1,m розв’язок рiвняння (4.10)
у просторi G0 визначається з точнiстю до функцiй ядра оператора
L1k : G0 → G0, k = 1,m, де

L1k =
d2

dτ2
k

+ a0(ϕk(t), t)ϕ
′
k(t) − b0(ϕk(t), t)u0(ϕk(t), t)

−mb0(ϕk(t), t)V̄0(t, τk),

властивостi якого розглядалися в [41].
Єдиною нетривiальною функцiєю ядра оператора L1k, k = 1,m, є

функцiя ∂V̄0k(t, τk)/∂τk, а, отже, загальний розв’язок рiвняння (4.10)
у просторi G можна записати таким чином:

V̄1k(t, τk) = ψ1k + c1k(t)
∂

∂τk
V̄0k(t, τk),

де функцiю ψ1k(t, τk) визначено вище; c1k(t), k = 1,m, — довiльнi
сталi, t ∈ [0;T ] — параметр.

Як i у випадку однофазових солiтоноподiбних розв’язкiв [32, 33]
рiвняння (1.3), умова ортогональностi (4.11) еквiвалентна звичайно-
му диференцiальному рiвнянню для функцiї ϕk = ϕk(t), k = 1,m, яке
в даному випадку має вигляд

15 a0(ϕk, t) b0(ϕk, t)
d

dt
A(ϕk, t) + 16 b0x(ϕk, t)A

2(ϕk, t)

+ 10 ( a0x(ϕk, t) b0(ϕk, t) − 2 a0(ϕk, t) b0x(ϕk, t) ) A(ϕk, t)ϕ
′
k

+ 10 b0(ϕk, t) ( b0(ϕk, t)u0x(ϕk, t) − b0x(ϕk, t)u0(ϕk, t)

− 20b0t(ϕk, t)a0(ϕk, t) )A(ϕk, t) = 0, k = 1,m, (4.15)

де функцiя A(ϕk, t), k = 1,m, задана згiдно (4.4).
Очевидно, що рiвняння (4.15) при досить загальних умовах щодо

функцiй a0(x, t), b0(x, t) за початкових умов ϕk(0) = 0, ϕ′
k(0) 6= 0,

k = 1,m, має розв’язок на деякому промiжку [0;T ], T > 0.
З’ясуємо тепер питання про те, за яких умов щодо коефiцiєнтiв

a0(x, t), b0(x, t) функцiя V̄1k(t, τk), k = 1,m, належить простору G0.
Беручи до уваги (4.11) та умову (4.14), з (4.13) безпосередньо за

допомогою iнтегрування знаходимо функцiю Φ1k(t, τk), k = 1,m. Ма-
ємо:

Φ1k(t, τk) =
6

m

[
a0(ϕk, t)

d

dt

(√
A(ϕk, t)

b0(ϕk, t)

)

+
(
a0x(ϕk, t)ϕ

′
k(t) − b0x(ϕk, t)u0(ϕk, t) + b0(ϕk, t)u0x(ϕk, t)

)
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×
√
A(ϕk, t)

b0(ϕk, t)
+

(A(ϕk, t))
3
2 b0x(ϕk, t)

b20(ϕk, t)
+
√
A(ϕk, t)u0x(ϕk, t)

]

×
(
1 − th

(√
A(ϕk, t)

τk
2

))

+
3

m
A(ϕk, t)

a1(ϕk, t)ϕ
′
k(t) − b1(ϕk, t)u0(ϕk, t) − b0(ϕk, t)u1(ϕk, t)

b0(ϕk, t)

× ch−2
(√

A(ϕk, t)
τk
2

)
− 1

m

[
3

2

a0(ϕk, t)

b0(ϕk, t)

d

dt
(A(ϕk, t))

− 3A(ϕk, t)
a0x(ϕk, t)ϕ

′
k(t) − b0x(ϕk, t) − b0(ϕk, t)u0x(ϕk, t)

b0(ϕk, t)

]

× τk ch
−2
(√

A(ϕk, t)
τk
2

)

+
9A2(ϕk, t)

2mb20(ϕk, t)
(b1(ϕk, t) + τkb0x(ϕk, t)) ch

−4
(√

A(ϕk, t)
τk
2

)

− 3

m
(A(ϕk, t))

3
2
b0x(ϕk, t)

b20(ϕk, t)
sh
(√

A(ϕk, t)
τk
2

)
ch−3

(√
A(ϕk, t)

τk
2

)
,

де ϕk = ϕk(t), t ∈ [0;T ], k = 1,m, — згаданi вище розв’язки диферен-
цiального рiвняння (4.15).

Неважко переконатися, що рiвнiсть limτk→−∞ Φ1k(t, τk) = 0, k =
1,m, має мiсце, якщо при кожному t ∈ [0;T ] функцiя ϕk = ϕk(t),
t ∈ [0;T ], k = 1,m, додатково до рiвняння (4.15) задовольняє спiввiд-
ношення

a0(ϕk, t)
d

dt

(√
A(ϕk, t)

b0(ϕk, t)

)
+
√
A(ϕk, t)u0x(ϕk, t)

+
(
a0x(ϕk, t)ϕ

′
k(t) − b0x(ϕk, t)u0(ϕk, t) + b0(ϕk, t)u0x(ϕk, t)

)

×
√
A(ϕk, t)

b0(ϕk, t)
+

(A(ϕk, t))
3
2 b0x(ϕk, t)

b20(ϕk, t)
= 0. (4.16)

Зауваження 4.1. За умов a0(x, t) = a0(x), b0(x, t) = b0(x), для ви-
падку так званого нульового фону, тобто, коли в якостi розв’язку рiв-
няння (3.4) береться функцiя u0(x, t) ≡ 0, диференцiальнi рiвняння
(4.15), (4.16) є сумiсними, наприклад, тодi, коли виконується спiввiд-
ношення (a0(x))

5 = C(b0(x))
6, x ∈ R, де C ∈ R\{0} — деяке (довiльне)

число. У цьому випадку рiвняння (4.15) для функцiї ϕk(t), k = 1,m,
значно спрощується i набуває вигляду

dϕk

dt
= ρk

3
√
a0(ϕk), k = 1,m, (4.17)

де ρk, k = 1,m, — деякi (довiльнi) вiд’ємнi попарно рiзнi дiйснi числа.
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У даному випадку, рiвняння (4.17) з початковою умовою ϕk(0) =
0, k = 1,m, має (локально) розв’язок, вираз A(ϕ(t), t) набуває вигля-
ду A(ϕ(t), t) = −a0(ϕ(t))ϕ′(t) i виконується умова (4.5), бо, як легко
бачити, при кожному k = 1,m функцiї a0(ϕk(t)), ϕk

′(t) мають рiзнi
знаки.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 4.2. Нехай виконуються умови:

10. Функцiї a0(x, t), b0(x, t), a1(x, t), b1(x, t) ∈ C∞(R × [0;T ]);

20. Рiвняння (3.4), (3.5) мають розв’язки u0(x, t), u1(x, t) ∈
C∞(R × [0;T ]) вiдповiдно;

30. Функцiї ϕk = ϕk(t), t ∈ [0;T ], k = 1,m, задовольняють дифе-
ренцiальнi рiвняння (4.15), (4.16) з початковою умовою ϕk(0) =
0, k = 1,m, при цьому ϕ′

k(0) 6= 0, k = 1,m, i має мiсце умова 40

теореми 4.1.

Тодi функцiя

Y1(x, t, ε) = u0(x, t) +
m∑

k=1

V̄0k

(
t,
x− ϕk(t)

ε

)

+ ε

(
u1(x, t) +

m∑

k=1

V̄1k

(
t,
x− ϕk(t)

ε

))
(4.18)

на множинi R×[0; ε3T ] задовольняє спiввiдношення (3.3) з точнiстю
O(ε2). Якщо ж (x, t) ∈ R × [0; ε3T ] такi, що |x− ϕk(t)|/ε→ +∞ при
всiх k = 1,m, то функцiя Y1(x, t, ε), (x, t) ∈ R × [0; ε3T ], задовольняє
спiввiдношення (3.3) з точнiстю O(ε3).

Доведення. Пiдставимо функцiю (4.18) у спiввiдношення (3.3). Має-
мо:

ε3
∂3u0

∂x3
+ ε4

∂3u1

∂x3
+

m∑

k=1

∂3V̄0k

∂τ3
k

+ ε

m∑

k=1

∂3V̄1k

∂τ3
k

= εa(x, t, ε)

(
∂u0

∂t
+ ε

∂u1

∂t

)
+ a(x, t, ε)

(
ε

m∑

k=1

∂V̄0k

∂t
+ ε2

m∑

k=1

∂V̄1k

∂t

)

− a(x, t, ε)

( m∑

k=1

ϕ′
k(t)

∂V̄0k

∂τk
+ ε

m∑

k=1

ϕ′
k(t)

∂V̄1k

∂τk

)
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+ εb(x, t, ε)

(
u0 + εu1 +

m∑

k=1

V̄0k + ε
m∑

k=1

V̄1k

)

×
(
∂u0

∂x
+ ε

∂u1

∂x
+

1

ε

m∑

k=1

∂V̄0k

∂τk
+

m∑

k=1

∂V̄1k

∂τk

)
. (4.19)

Аналогiчно, як i при доведеннi теореми 4.1, враховуючи рiвняння
(3.4), (3.5) i (4.2), (4.10) для регулярної i сингулярної частин асимп-
тотики (3.1), (3.2), отримуємо, шо для знаходження оцiнки, з якою
функцiя (4.18) задовольняє спiввiдношення (3.3), досить оцiнити ви-
раз вигляду

R1(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = R10(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε)

+R11(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε).

Тут

R10(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = εa(x, t, ε)

(
∂u0

∂t
+ ε

∂u1

∂t

)

+ εb(x, t, ε)(u0 + εu1)

(
∂u0

∂x
+ ε

∂u1

∂x

)

− ε3
∂3u0

∂x3
− ε4

∂3u1

∂x3
− εa0(x, t)

∂u0

∂t
− εb0(x, t)u0

∂u0

∂x

− εa0(x, t)
∂u1

∂t
− εb0(x, t)u0

∂u1

∂x
− εb0(x, t)u1

∂u0

∂x
− εF1(x, t)

+ ε
m∑

k=1

(a(x, t, ε) − a0(ϕk, t))
∂V̄0k

∂t
+ ε2

m∑

k=1

(a(x, t, ε) − a0(ϕk, t))
∂V̄1k

∂t

−
m∑

k=1

(a(x, t, ε) − a0(ϕk, t) − ετka0x(ϕk, t) − εa1(ϕk, t))ϕ
′
k

∂V̄0k

∂τk

+ ε
m∑

k=1

(a(x, t, ε) − a0(ϕk, t))
∂V̄1k

∂τk

+
m∑

k=1

[b(x, t, ε)u0(x, t) − b0(ϕk, t)u0(ϕk, t) − ετk(b0(ϕk, t)u0(ϕk, t))x

−εb1(ϕk, t)u0(ϕk, t) − εb0(ϕk, t)u1(ϕk, t)]
∂V̄0k

∂τk

+ ε
m∑

k=1

(b(x, t, ε)u0(x, t) − b0(ϕk, t)u0(ϕk, t))
∂V̄1k

∂τk

+ ε
m∑

k=1

[b(x, t, ε)u0x(x, t) − b0(ϕk, t)u0x(ϕk, t)]
∂V̄1k

∂τk
+O(ε2),
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де F1(x, t) — функцiя в правiй частинi рiвняння (3.5) при j = 1;

R11(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = B1(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε)

+ εB2(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) + εB3(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε)

+ ε2B4(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε). (4.20)

Тут

B1(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = b(x, t, ε)

( m∑

k=1

V̄0k

)( m∑

k=1

∂V̄0k

∂τk

)

−
m∑

k=1

mb0(ϕk, t)V̄0k
∂V̄0k

∂τk
− ε

m∑

k=1

mτkb0x(ϕk, t)V̄0k
∂V̄0k

∂τk

− ε
m∑

k=1

mb1(ϕk, t)V̄0k
∂V̄0k

∂τk
,

B2(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = b(x, t, ε)

( m∑

k=1

V̄1k

)( m∑

k=1

∂V̄0k

∂τk

)

−
m∑

k=1

mb0(ϕk, t)V̄1k
∂V̄0k

∂τk
,

B3(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = b(x, t, ε)

( m∑

k=1

V̄0k

)( m∑

k=1

∂V̄1k

∂τk

)

−
m∑

k=1

mb0(ϕk, t)V̄0k
∂V̄1k

∂τk
,

B4(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = b(x, t, ε)

( m∑

k=1

V̄1k

)( m∑

k=1

∂V̄1k

∂τk

)
.

Аналогiчно, як i при доведеннi теореми 4.1, використовуючи тео-
рему про прирiст функцiї, отримуємо, що iснують такi сталi C1k > 0,
C2k > 0, k = 1,m, для яких виконується нерiвнiсть

∣∣∣∣
m∑

k=1

(b(x, t, ε)u0(x, t) − b0(ϕk(t), t)u0(ϕk(t), t)

−ετk(b0(ϕk(t), t)u0(ϕk(t), t))x − εb1(ϕk(t), t))
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣
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≤
m∑

k=1

C1k|x−ϕk(t)|2
∣∣∣∣
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣+ε
m∑

k=1

C2k|x−ϕk(t)|
∣∣∣∣
∂V̄0k

∂τk

∣∣∣∣+O(ε2)≤C5ε
2,

де C5 > 0 — деяка стала, яка залежить вiд множини K ⊂ R × [0;T ].

Аналогiчнi оцiнки мають мiсце i для iнших доданкiв виразу для
R10(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε).

Розглянемо тепер доданок R11(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε). Для функцiї
B1(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) за допомогою групування доданкiв i оцiнки
вiдповiдних рiзниць, отримуємо асимптотичне спiввiдношення

B1(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε)

= b(x, t, ε)

( m∑

k=1

V̄0k

)( m∑

k=1

∂V̄0k

∂τk

)
−

m∑

k=1

mb0(ϕk(t), t)V̄0k
∂V̄0k

∂τk

− ε

m∑

k=1

mτkb0x(ϕk(t), t)V̄0k
∂V̄0k

∂τk
− ε

m∑

k=1

mb1(ϕk(t), t)V̄0k
∂V̄0k

∂τk

=
m∑

k=1

( m∑

l=1

(b0(x, t) + εb1(x, t))V̄0l −
(
b0(ϕk(t), t)

+ ετkb0x(ϕk(t), t) + εb1(ϕk(t), t)
)
V̄0k

)
∂V̄0k

∂τk
+O(ε2).

Доданки правої частини, що залежать вiд функцiї b0(x, t) та її
похiдних, запишемо наступним чином:

b0(x, t)V̄0l − (b0(ϕk(t), t) + ετkb0x(ϕk(t), t)) V̄0k

= (b0(x, t) − b0(ϕl(t), t) − b0x(ϕl(t), t)(x− ϕl(t))) V̄0l

+
[
(b0(ϕl(t), t) + b0x(ϕl(t), t)(x− ϕl(t))) V̄0l

− (b0(ϕk(t), t) + b0x(ϕk(t), t)(x− ϕk(t))) V̄0k

]
.

На пiдставi теореми про прирiст функцiї i умови 30 теореми 4.2
знаходимо, що виконуються нерiвностi:

∣∣(b0(x, t) − b0(ϕl(t), t) − b0x(ϕl(t), t)(x− ϕl(t))) V̄0l

∣∣ ≤ C6ε
2,

∣∣(b0(ϕl(t), t) + b0x(ϕl(t), t)(x− ϕl(t))) V̄0l

− (b0(ϕk(t), t) + b0x(ϕk(t), t)(x− ϕk(t))) V̄0k

∣∣ ≤ C7
|ϕk(t) − ϕl(t)|

ε
,

де C6, C7 — деякi сталi, якi залежать вiд множини K ⊂ R × [0;T ].
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Звiдси випливає асимптотичне спiввiдношення

B1(x, t, τ1, τ2, . . . , τm; ε) = O(ε2),

яке справджується для всiх x ∈ R, t ∈ [0; ε2T ].

Використовуючи аналогiчнi мiркування при оцiнюваннi iнших до-
данкiв виразу для R11(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) в (4.20), остаточно отри-
муємо асимптотичну рiвнiсть

R11(x, t, τ1, τ2, . . . , τm, ε) = O(ε2).

Таким чином, функцiя

Y1(x, t, ε) = u0(x, t) +
m∑

k=1

V̄0k

(
t,
x− ϕk(t)

ε

)

+ ε

(
u1(x, t) +

m∑

k=1

V̄1k

(
t,
x− ϕk(t)

ε

))

на множинi R × [0; ε3T ] задовольняє спiввiдношення (3.3) з точнiстю
O(ε2).

Враховуючи, що V̄0k(t, τk), V̄1k(t, τk), при кожному k = 1,m є
швидко спадними за змiнною τk функцiями, у випадку, коли (x, t) ∈
R × [0; ε2T ] такi, що |x − ϕk(t)|/ε = |τk| → +∞ при всiх k = 1,m,
отримуємо властивiсть: функцiя Y1(x, t, ε), (x, t) ∈ R× [0; ε2T ], вигля-
ду (4.18) задовольняє спiввiдношення (3.3) з точнiстю O(ε2).

Теорему 4.2 доведено.

Висновки

Побудовано локальний асимптотичний розв’язок сингулярно збу-
реного рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами у виг-
лядi суми, що мiстить функцiї, кожна з яких є однофазовою солiто-
ноподiбною функцiєю. Отримано головний i перший член такого ло-
кального асимптотичного розв’язку, доведено теореми про точнiсть,
з якою побудований асимптотичний розв’язок задовольняє дослiджу-
ване рiвняння.
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