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Аннотация. Пусть Y — счетное множество точек в R
d, d = 2, 3,

таких, что d∗(Y ) := inf{|y − y′| : y, y′ ∈ Y, y 6= y′} > 0. Исполь-
зуя связь между пространством Соболева W 2

2 (Rd) и гильбертовым
пространством ℓ2, доказано, что система дельта-функций Дирака
{δ(x − y), y ∈ Y, x ∈ R

d, d = 2, 3} образует базис Рисса в своей
линейной оболочке в W−2

2 (Rd). Исследуются свойства расширений
Фридрихса и Крейна для неотрицательного симметрического опера-
тора AY,d := −∆:

dom(AY,d) =
{

f ∈ W
2
2 (Rd) : f(y) = 0, y ∈ Y

}
.

Единообразным способом построены граничные тройки для опера-
торов A∗

Y,2 и A∗
Y,3.
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1. Введение

В дальнейшем W±1
2 (Rd), W±2

2 (Rd) — пространства Соболева [8].
Тройки W 2

2 (Rd) ⊂ L2(R
d) ⊂ W−2

2 (Rd) и W 1
2 (Rd) ⊂ L2(R

d) ⊂
W−1

2 (Rd) — оснащенные гильбертовы пространства [8], т.е. гильберто-
во пространство W−2

2 (Rd) (W−1
2 (Rd)) — множество всех непрерывных

антилинейных функционалов на W 2
2 (Rd) (на W 1

2 (Rd)). Имеем цепо-
чку гильбертовых пространств

W 2
2 (Rd) ⊂W 1

2 (Rd) ⊂ L2(R
d) ⊂W−1

2 (Rd) ⊂W−2
2 (Rd).
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Пусть Y = {yj}j∈N — счетное множество точек в R
d (здесь и далее

d = 2, 3) таких, что

inf{|yj − yk|, j 6= k} =: d∗(Y ) > 0. (1.1)

Определим в гильбертовом пространстве L2(R
d) линейный оператор

AY,d := −∆, dom(AY,d) :=
{
f ∈W 2

2 (Rd) : f(y) = 0, y ∈ Y
}
, (1.2)

где ∆ — оператор Лапласа в L2(R
d). Оператор AY,d — основа для

исследований гамильтонианов в R
d, соответствующих δ взаимодей-

ствиям [4], см. также [3, 5, 7, 9, 13, 16–19, 24, 25, 32, 33]. AY,d — плотно
определенный, замкнутый, симметрический и неотрицательный опе-
ратор, являющийся сужением самосопряженного неотрицательного
оператора Ad (свободного гамильтониана) [4]:

Ad = −∆, dom(Ad) = W 2
2 (Rd). (1.3)

Как известно, функция δ(· − y) принадлежит W−2
2 (Rd) \W−1

2 (Rd)
при любом y ∈ R

d [4]. Определим следующее подпространство в
W−2

2 (Rd):

ΦY,d := span {δ(· − y), y ∈ Y } (замыкание в W−2
2 (Rd)). (1.4)

Тогда ΦY,d ∩ L2(R
d) = {0} [4], а область определения оператора AY,d

можно задать так:

dom(AY,d) = {f ∈W 2
2 (Rd) : (f, ϕ) = 0, ϕ ∈ ΦY,d}.

В настоящей статье мы доказываем, что при условии (1.1) система
дельта-функций

{δ(· − y), y ∈ Y }
образует базис Рисса в ΦY,d, d = 2, 3. Случай d = 1 был рассмо-
трен в нашей статье [27]. М. Маламуд и K. Шмюдген в [31] доказали,

что система функций
{
e−|x−y|
|x−y|

}
y∈Y образует базис Рисса в дефектном

пространстве N−1(AY,3). Наш метод отличается от подхода, исполь-
зуемого в [31]. А именно, как и в [27], мы устанавливаем определен-
ную связь между пространствами Соболева W 2

2 (Rd) и гильбертовым
пространством ℓ2(N). В статье мы также изучаем свойства неотрица-
тельных самосопряженных расширений Фридрихса (AY,d)F и Крейна
(AY,d)K оператора AY,d [29]. В частности, мы показываем, что:

• фридрихсовым расширением оператора AY,d является оператор
Ad,
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• операторы A2 и (AY,2)K дизъюнктны, но не трансверсальны,

• операторы A3 и (AY,3)K дизъюнктны, а их трансверсальность
имеет место в том и только в том случае, если линейный опера-
тор, порожденный матрицей

Mjk =

{
1−e−|yk−yj |

|yk−yj | , j 6= k,

1, j = k,

является ограниченным в ℓ2(N).

В нашей статье единообразным способом построены граничные трой-
ки для операторов A∗

Y,2 и A∗
Y,3 и вычислены соответствующие им фун-

кции Вейля [11,12]. Наша конструкция граничной тройки для A∗
Y,2 яв-

ляется новой, а для A∗
Y,3 аналогична соответствующей конструкции

в [31].

2. Неотрицательные самосопряженные расширения

и пространство граничных значений

2.1. Расширения Фридрихса и Крейна
неотрицательного симметрического оператора

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство и пусть A —
плотно определенный, замкнутый, симметрический и неотрицатель-
ный оператор. Обозначим через A∗ сопряженный оператор к A, че-
рез Ã — неотрицательное самосопряженное расширение оператора
A. Как известно, оператор A допускает хотя бы одно неотрицатель-
ное самосопряженное расширение AF — расширение по Фридрихсу,
которое определяется следующим образом. Известно, что полутора-
линейная форма (Af, g), f, g ∈ dom(A), замыкаема в H [22]. Обо-
значим через A[·, ·] замыкание этой формы и через D[A] — область
определения этого замыкания. Согласно первой теореме о представ-
лении [22] существует неотрицательный самосопряженный оператор
AF , ассоциированный с A[·, ·], то есть

(AFh, ψ) = A[h, ψ], ψ ∈ D[A], h ∈ dom(AF ).

Очевидно A ⊂ AF ⊂ A∗. Отсюда следует, что

dom(AF ) = D[A] ∩ dom(A∗).

По второй теореме о представлении выполняются равенства

D[A] = dom(A1/2
F ) и A[φ, ψ] = (A1/2

F φ,A1/2
F ψ), φ, ψ ∈ D[A].
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Минимальное неотрицательное самосопряженное расширение
оператора A найдено М. Г. Крейном в [29]. Это расширение мы обо-
значаем AK и называем расширением Крейна оператора A. Оператор
Ã является неотрицательным самосопряженным расширением опе-
ратора A в том и только том случае, если выполняется неравенство
AK ≤ Ã ≤ AF в смысле ассоциированных замкнутых квадратичных
форм [29] или, что эквивалентно, для некоторого a > 0 (следователь-
но, для всех a > 0):

(AF + aI)−1 ≤ (Ã + aI)−1 ≤ (AK + aI)−1.

В этом смысле расширение по Фридрихсу является максимальным,
а расширение Крейна, соответственно, минимальным.

2.2. H−2 конструкции

Пусть A — неограниченный самосопряженный оператор в гиль-
бертовом пространстве H и пусть

H+2 ⊂ H+1 ⊂ H ⊂ H−1 ⊂ H−2 —

цепочка оснащенных гильбертовых пространств [8], построенных с
помощью оператора A:

H+2 = dom(A), H+1 = dom(|A|1/2)

с нормами

‖f‖k =

(∥∥∥|A|k/2f
∥∥∥

2
+ ‖f‖2

)1/2

, k = 1, 2.

Гильбертовы пространства с “отрицательной” нормой H−k (k=1, 2) —
это пополнения H по нормам

‖f‖−k = sup
‖g‖k=1

|(f, g)|.

Оператор A имеет непрерывное продолжение A ∈ L(Hk, Hk−2), k =
0, 1 (H0 := H) и |A|1/2 ∈ L(Hk, Hk−1), k = −1, 0 — это продолжение
|A|1/2. Резольвента Rz = (A − zI)−1, z ∈ ρ(A) имеет продолжение
Rz = (A − zI)−1 ∈ L(H−k, H−k+2), k = 0, 1, 2.

Пусть Φ — подпространство в H−2 такое, что Φ ∩H = {0}, тогда
оператор A, определенный следующим образом:

dom(A) =
{
f ∈ H+2 : (f, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ Φ

}
, A = A ↾ dom(A), (2.1)
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является замкнутым, плотно определенным, симметрическим опера-
тором с индексами дефекта, равными dim(Φ). Для дефектного про-
странства Nz(A) = ker(A∗− zI) справедлива формула Nz(A) = RzΦ.
Более того, если A — неотрицательный самосопряженный оператор
и A определен формулами (2.1), то имеет место утверждение [26]

Предложение 2.1. Оператор A является расширением по Фрид-
рихсу оператора A тогда и только тогда, когда Φ ∩H−1 = {0}.

Напомним, что два самосопряженных расширения Ã1 и Ã2 симме-
трического оператора A называются дизъюнктными, если dom(Ã1)∩
dom(Ã2) = dom(A), и трансверсальными, если

dom(Ã1) + dom(Ã2) = dom(A∗).

Теорема 2.1 ([6, 7, 29, 30]). Пусть A — неотрицательный самосо-
пряженный оператор и пусть оператор A задан формулами (2.1).
Предположим, что A является фридрихсовым расширением опера-
тора A.

1. Следующие условия эквивалентны:

(a) расширение Крейна AK оператора A и оператор A транс-
версальны;

(b) A1/2H+1 ⊃ N−1(A);

(c) A1/2H+1 ⊃ (A2 + I)−1Φ;

(d) A
1/2H−1 ⊃ Φ.

2. Следующие условия эквивалентны:

(a) расширение Крейна AK оператора A и оператор A дизъюн-
ктны;

(b) A1/2H+1 ∩ N−1(A) плотно в N−1(A) по норме H;

(c) A1/2H+1∩(A2+I)−1Φ плотно в (A2+I)−1Φ по норме H+1;

(d) A
1/2H−1 ∩ Φ плотно в Φ по норме H−2.

2.3. Граничные тройки и функции Вейля

Пусть A — замкнутый, плотно определенный, симметрический
оператор в H с равными индексами дефекта. Пусть H — гильбертово
пространство, G,Γ : dom(A∗) → H — линейные отображения. Трой-
ка Π = {H, G,Γ} называется граничной тройкой для сопряженного
оператора A∗ [10, 20,23], если выполняется тождество Грина

(A∗x, y)−(x,A∗y) = (Γx,Gy)H−(Gx,Γy)H, ∀x, y ∈ dom(A∗), (2.2)
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и отображение Γ : x 7→ {Gx,Γx}, x ∈ dom(A∗) является сюрьекци-
ей dom(A∗) → H ⊕ H. С граничной тройкой Π ассоциированы два
самосопряженных оператора [11]:

Ã0 := A∗ ↾ ker(G) и Ã1 := A∗ ↾ ker(Γ).

Определение 2.1 ([11]). Пусть Π = {H, G,Γ} — граничная тройка
для A∗, тогда операторно-значные функции γ(z) : ρ(A) → L(H,H) и
M(z) : ρ(A) → L(H)

γ(z) := (G ↾ Nz)
−1, M(z) := Γγ(z), z ∈ ρ(A), (2.3)

называются γ-полем и функцией Вейля, соответственно.

Теорема 2.2 ([12]). Пусть A — это замкнутый, плотно опреде-
ленный, неотрицательный, симметрический оператор в H и пусть
Π = {H, G,Γ} — это граничная тройка для A∗ такая, что Ã0 ≥ 0,
и M(z) — соответствующая функция Вейля. Тогда

1. Оператор A имеет не единственное самосопряженное расши-
рение в том и только в том случае, если

D :=
{
h ∈ H : lim

x↑0
(M(x)h, h)H <∞

}
6= {0},

и квадратичная форма

τ [h] := lim
x↑0

(M(x)h, h)H, dom(τ) = D

ограничена снизу. Ассоциированное неотрицательное самосо-
пряженное линейное отношение M(0) — это сильный резоль-
вентный предел M(x) при x→ −0.

2. Если Ã0 = AF , то AF и AK дизъюнктны в том и только
в том случае, если M(0) плотно определенный оператор в H,
и трансверсальны в том и только в том случае, если M(0)
ограниченый оператор в H.

3. Если Ã0 = AF , то отображение

Ã := AΘ → Θ := Γ(dom(Ã)) = {(Gf,Γf) : f ∈ dom(Ã)}

устанавливаетвзаимнооднозначное соответствиемеждумно-
жеством всех собственных неотрицательных самосопряжен-
ных расширений оператора A и множеством всех самосопря-
женных линейных отношений Θ в H таких, что M(0) ≤ Θ.
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3. Базис Рисса

Напомним [15], что счетное множество векторов {ej} образует ба-
зис Рисса в сепарабельном гильбертовом пространстве H, если

span {ej} = H

и существуют две положительные константы c1 и c2 такие, что для ка-
ждого натурального n и каждого набора комплексных чисел {a1, a2,
. . . , an} выполняется неравенство

c2

n∑

j=1

|aj |2 ≤
∥∥∥∥

n∑

j=1

ajej

∥∥∥∥
2

H

≤ c1

n∑

j=1

|aj |2.

Поскольку {ej}j∈N образует базис Рисса в H, каждый f ∈ H имеет
разложение f =

∑
j∈N

ajej такое, что
∑

j∈N
|aj |2 < ∞, и наоборот,

если
∑

j∈N
|aj |2 <∞, то ряд

∑
j∈N

ajej сходится в H.
Оператор Ad, заданный формулами (1.3) — неотрицательный и

самосопряженный в H = L2(R
d). Положим

H+2 = dom(Ad) = W 2
2 (Rd), H+1 = dom(A

1/2
d ) = W 1

2 (Rd),

H−1 = W−1
2 (Rd), H−2 = W−2

2 (Rd), d = 2, 3,

‖f‖k := ‖f‖Hk
, f ∈ Hk, k = ±1,±2.

Мы докажем, что система дельта-функций {δ(· − yj)}j∈N образует
базис Рисса подпространства ΦY,d. Сначала мы установим опреде-
ленную связь между W 2

2 (Rd) и ℓ2, как и в [27] для случая d = 1.

Предложение 3.1. Пусть Y удовлетворяет условию (1.1) и пусть
{aj , j ∈ N} ∈ ℓ2(N), тогда существует функция f(x) ∈W 2

2 (Rd), d =
2, 3, такая, что ‖f‖2 = 1 и f(yj) = A · aj , ∀ j ∈ N, A = const.

Доказательство. Пусть

g(x) =
∑

j∈N

ajgj(x),

где {aj}j∈N ∈ ℓ2(N) и

gj(x) =

{
exp

(
|x−yj |2

|x−yj |2−α2

)
, |x− yj | < α < d∗(Y )/2,

0, |x− yj | ≥ α.

Поскольку

‖gj‖2 =

√√√√
∫

|x|<α

[
e

2|x|2
|x|2−α2 +

∣∣∆e
|x|2

|x|2−α2
∣∣2
]
dx =: γ(α) <∞,
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то ‖g(x)‖2 = γ(α)‖a‖ и g(yj) = aj , ∀ j ∈ N.

Положим f(x) := g(x)
‖a‖γ(α) , тогда ‖f‖2 = 1 и f(yj) =

aj

γ(α)‖a‖ , ∀ j ∈
N.

Предложение 3.2. При условии (1.1) система дельта-функций
{δ(x − yj), x ∈ R

d}j∈N образует базис Рисса подпространства ΦY,d,
d = 2, 3.

Доказательство. Пусть {aj , j ∈ N} ∈ ℓ2(N) и f =
∑n

j=1 ajδ(· − yj),
тогда

∥∥∥∥
n∑

j=1

ajδ(· − yj)

∥∥∥∥
2

−2

= sup
‖g‖2=1

|(f, g)|2 = sup
‖g‖2=1

∣∣∣∣
n∑

j=1

ajg(yj)

∣∣∣∣
2

.

Из предложения 3.1 следует, что существует такая функция g(x) ∈
W 2

2 (Rd), что g(yj) = 1
γ(α)

aj

‖a‖ , ∀ j ∈ N и ‖g‖2 = 1. Тогда

sup
‖g‖2=1

∣∣∣∣
n∑

j=1

ajg(yj)

∣∣∣∣
2

≥
∣∣∣∣
n∑

j=1

aj
1

γ(α)

aj
‖a‖

∣∣∣∣
2

=
1

γ2(α)

n∑

j=1

|aj |2.

С другой стороны

sup
‖g‖2=1

∣∣∣∣
n∑

j=1

ajg(yj)

∣∣∣∣
2

≤
n∑

j=1

|aj |2 sup
‖g‖2=1

n∑

j=1

|g(yj)|2.

Если g ∈W 2
2 (Rd), то ~g := {g(yj), j ∈ N} ⊂ ℓ2(N), см. [4, с. 213,398].

Пусть G — ограниченная область в R
d c один раз кусочно непре-

рывно дифференцируемой границей Γ, тогда согласно теореме вложе-
ния [8] при 0 ≤ k < l− d/p пространство W l

p(G) непрерывно вложено

в Ck(G ∪ Γ) и выполняется неравенство

‖f‖Ck(G∪Γ) ≤ c‖f‖W l
p(G), c > 0, f ∈W l

p(G).

Пусть B(y, r) — шар с центром в точке y ∈ R
d и радиусом 0 < r <

d∗(Y )/2. Поскольку l = p = 2, то l− d/p = 0, 5 при d = 3 и l− d/p = 1
при d = 2, тогда k = 0, |g(yj)| ≤ ‖g‖C(B(yj ,r)) ≤ c1‖g‖W 2

2 (B(yj ,r))
и

sup
‖g‖2=1

n∑

j=1

|g(yj)|2 ≤ sup
‖g‖2=1

n∑

j=1

‖g‖2
C(B(yj ,r))

≤
n∑

j=1

c21‖g‖2
W 2

2 (B(yj ,r))
≤ c21‖g‖2

W 2
2 (Rd) = c21.
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Таким образом, при n→ ∞ мы получаем

∞∑

j=1

ajδ(· − yj) ∈ ΦY,d

и

c22
∑

j∈N

|aj |2 ≤
∥∥∥∥
∑

j∈N

ajδ(· − yj)

∥∥∥∥
2

−2

≤ c21
∑

j∈N

|aj |2.

Обозначим через F : L2(Rd, dx) → L2(Rd, dp) преобразование Фу-
рье:

Ff = f̂(p) = lim
r→∞

(2π)−d/2
∫

|x|<r

f(x)e−ixpdx.

Тогда Ĥ = L2(R
d, dp). Пусть Â = FAF−1. Оператор Â действует в

Ĥ и унитарно эквивалентен оператору A. Пусть Ĥk := FHk, k =
±1,±2, Φ̂Y,d = FΦY,d. Определим также симметрический оператор

ÂY,d := FAY,dF−1. Имеем

dom(Âk/2) = Ĥk =

{
f̂ ∈ L2(R

d, dp) :

∫

Rd

|f̂(p)|2(|p|2k + 1) dp <∞
}
,

(Âk/2f̂)(p) = |p|kf̂(p),

Ĥ−k =

{
f̂(p) :

f̂(p)

|p|2k + 1
∈ Ĥk

}
, ‖f̂(p)‖2

−k =

∫

Rd

|f̂(p)|2
|p|2k + 1

dp,

dom(ÂY,d) =

{
f̂ ∈ Ĥ+2 :

∫

Rd

f̂(p)eipy = 0, y ∈ Y

}
,

(ÂY,df̂)(p) = |p|2f̂(p),

Φ̂Y,d = FΦY,d = span{e−ipy, y ∈ Y } замыкание в Ĥ−2,

N̂z(ÂY,d) = span

{
e−ipy

|p|2 − z
, y ∈ Y

}
, z ∈ C \ R+, k = 1, 2.

Предложение 3.3. Системы функций {e−ipyj}j∈N,
{
e−ipyj

|p|2+1

}
j∈N

и
{

e−ipyj

(|p|2+1)2

}
j∈N

образуют базисы Рисса подпространств Φ̂Y,d, N̂−1(ÂY,d)

и (Âd + I)−1N̂−1(ÂY,d), соответственно.
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Доказательство. Поскольку оператор F унитарно отображает H−2

на Ĥ−2, то по предложению 3.2 система {e−ipyj}j∈N образует базис

Рисса подпространства Φ̂Y,d. Пусть N̂−1(ÂY,d) = ker(Â∗
Y,d + I), тогда

N̂−1(ÂY,d) = (Âd + I)−1Φ̂Y,d

и
{
e−ipyj

|p|2+1

}
j∈N

,
{

e−ipyj

(|p|2+1)2

}
j∈N

образуют базисы Рисса подпространств

N̂−1(ÂY,d) ⊂ Ĥ и (Âd + I)−1N̂−1(ÂY,d), соответственно.

Предложение 3.4. Пусть AY,2 и AY,3 — операторы, определенные
формулами (1.2), и пусть Y удовлетворяет условию (1.1). Тогда

Nz(AY,3) = span
{
ϕ

(3)
k,z(x) :=

ei
√
z|x−yk|

|x− yk|
, k ∈ N

}
,

(−∆ − zI)−1
Nz(AY,3) = span

{
τ

(3)
k,z (x) :=

iei
√
z|x−yk|

2
√
z

, k ∈ N

}
,

z ∈ C \ [ 0,+∞), Im
√
z ≥ 0,

(3.1)

и

Nz(AY,2) = span
{
ϕ

(2)
k,z(x) :=

πi

2
H

(1)
0 (

√
z|x− yk|), k ∈ N

}
,

(−∆ − zI)−1
Nz(AY,2)

= span
{
τ

(2)
k,z (x) :=

π|x− yk|
4i
√
z

H
(1)
1 (

√
z|x− yk|), k ∈ N

}
,

z ∈ C \ [0,+∞), Im
√
z ≥ 0,

(3.2)

где H(1)
0 (z), H

(1)
1 (z) — функции Ханкеля [2].

Доказательство. По предложению 3.3 системы функций {e−ipyj},
{ e

−ipyj

|p|2−z } и { e−ipyj

(|p|2−z)2 }, j ∈ N, z ∈ C \ [0,+∞), Im
√
z ≥ 0, образуют ба-

зисы Рисса подпространств Φ̂Y,d, N̂−1(ÂY,d) и (−∆̂ + I)−1N̂−1(ÂY,d),
соответственно. Применяя обратное преобразование Фурье, мы полу-
чим (3.1) и (3.2) (см. [4]).

Замечание 3.1. В [31, теорема 3.8] доказано, что условие (1.1) являе-

тся необходимым, чтобы системы {ϕ(3)
k,z(x)} и {ϕ(2)

k,z(x)} были базисами
в Nz(AY,3) и Nz(AY,2), соответственно.

Замечание 3.2. Далее, мы будем использовать следующие обозна-
чения (для случая z = −1):

ϕ
(d)
k (x) := ϕ

(d)
k,−1(x) и τ

(d)
k (x) := τ

(d)
k,−1(x). (3.3)
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Лемма 3.1. Пусть функции ϕ(d)
j (·) и τ (d)

j (·) заданы формулами (3.3)
и пусть

Ld :=
(
τ

(d)
j (yk)

)

k,j∈N

, (3.4)

Kd :=




0 . . . ϕ
(d)
j (yk) . . .

. . . 0 . . .

ϕ
(d)
k (yj) . . . 0

...
. . .




k,j∈N

. (3.5)

Тогда матрицы Ld и Kd определяют ограниченные самосопряженные
операторы в ℓ2.

Доказательство. Резольвента (−∆ − zI)−1 яляется интегральным
оператором с ядром [4]

G(3)
z (x) =

ei
√
z|x|

4π|x| , x 6= 0, x ∈ R
3,

и

G(2)
z (x) =

{
i
4H

(1)
0 (

√
z|x|), x 6= 0,

0, x = 0,
x ∈ R

2.

Поскольку (−∆ + I)−1ϕ
(d)
j (x) = τ

(d)
j (x), то τ

(d)
j (x) =

∫
Rd G

(d)
−1(x −

t)ϕ
(d)
j (t) dt, а значит

τ
(3)
j (yk) =

1

2
e−|yk−yj | =

1

4π

∫

R3

e−|yk−t|

|yk − t|
e−|yj−t|

|yj − t| dt =
1

4π

(
ϕ

(3)
k , ϕ

(3)
j

)

L2(R3)

и

τ
(2)
j (yk) =

−π|yj − yk|
4

H
(1)
1 (i|yk − yj |)

=

∫

R2

i

4
H

(1)
0 (i|yk − t|)πi

2
H

(1)
0 (i|yj − t|)dt =

2

π

(
ϕ

(2)
k , ϕ

(2)
j

)

L2(R2)
.

Мы получили, что

Ld =
(
τ

(d)
j (yk)

)

j,k∈N

= qd

(
(ϕ

(d)
k , ϕ

(d)
j )
)

j,k∈N

, (3.6)

где q2 = 2
π в случае R

2 и q3 = 1
4π в случае R

3.
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Пусть f ∈ N−1(AY,d), так как {ϕ(d)
j (x), j ∈ N} образуют базис Рис-

са подпространства N−1(AY,d), то f(x) =
∑

j∈N
cjϕ

(d)
j (x), c = {cj , j ∈

N} ∈ ℓ2(N) и ∀ c ∈ ℓ2(N) выполняется неравенство

‖f‖2
L2(Rd) =

∑

j,k∈N

(ϕ
(d)
k , ϕ

(d)
j )ckcj = (Ldc, c)ℓ2(N) ≤ C

∑

j∈N

|cj |2 <∞.

Следовательно, Ld — ограниченный оператор на ℓ2(N).

Так как, ϕ
(d)
j (yk) ∼

τ
(d)
j (yk)

|yj−yk| , j 6= k, то |ϕ(d)
j (yk)| ≤ C|τ (d)

j (yk)|, j 6= k

для достаточно больших значений j и k. Значит, Kd — ограниченный
оператор на ℓ2(N).

Замечание 3.3. Пусть Y из R
d удовлетворяет условию (1.1), F =

{fk := ei(·,yk)}∞k=1, yk ∈ Y . В [31] доказана эквивалентность следую-
щих утверждений:

(i) матрица Грама

GrF = ((fk, fj)L2(Rd;µ))k,j∈N

определяет ограниченный оператор на ℓ2(N),

(ii) существует положительная постоянная C такая, что для любо-
го m и для любого набора комплексных чисел ξ1, . . . , ξm спра-
ведливо неравенство

∥∥∥∥
m∑

j=1

ξjfj

∥∥∥∥
2

L2(Rd)

≤ C
m∑

j=1

|ξj |2.

4. Трансверсальность расширений

Фридрихса и Крейна

Теорема 4.1. Оператор Ad, определенный равенством (1.3), являе-
тся расширением по Фридрихсу оператора AY,d.

Доказательство. Пусть ϕ̂ ∈ Φ̂Y,d, тогда по предложению 3.3

ϕ̂(p) =
∑

j∈N

cje
−ipyj , ~c = {cj , j ∈ N} ⊂ ℓ2(N).

Функция ϕ̂(p) ∈ Ĥ−1 тогда и только тогда, когда

∫

Rd

|ϕ̂(p)|2
|p|2 + 1

dp =

∫

Rd

∞∑

j,k=1

cjck
e−ip(yj−yk)

|p|2 + 1
dp <∞.
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Легко видеть, что ∫

Rd

dp

|p|2 + 1
= ∞.

Поскольку (см. [2, c. 182, 196], [21, c. 420, 692])

J0(x) =
1

π

π∫

0

cos(x cos t) dt,

∞∫

0

x sin(ax)

1 + x2
dx = πe−a, a > 0,

∞∫

0

xJ0(xz)

1 + x2
dx = K0(z), Re z > 0, K0(z) =

πi

2
H

(1)
0 (iz),

то при j 6= k ∫

Rd

e−ip(yj−yk)

|p|2 + 1
dp = 2πd−1ϕ

(d)
k (yj),

где функция ϕ
(d)
k (x) определена в (3.1), (3.2), (3.3). Тогда

∫

Rd

∑

j,k 6=j
cjck

e−ip(yj−yk)

|p|2 + 1
dp = 2πd−1(Kd~c,~c)ℓ2(N).

В силу леммы 3.1, оператор Kd является ограниченым на ℓ2(N). Зна-
чит для любого ϕ̂(p) из Φ̂Y,d

∫

Rd

|ϕ̂(p)|2
|p|2 + 1

dp = +∞.

Значит, ΦY,d ∩H−1 = {0}, следовательно, по предложению 2.1 опера-
тор Ad является расширением по Фридрихсу оператора AY,d.

Замечание 4.1. В [31] равенство (AY,3)F = A3 доказано с использо-
ванием свойств функции Вейля [11,12].

Теорема 4.2. Расширения Фридрихса (AY,2)F (= Ad) и Крейна
(AY,2)K оператора AY,2 дизъюнктны, но не трансверсальны.

Доказательство. Перейдем к преобразованиям Фурье. Пусть ϕ ∈
Φ̂Y,2, тогда по предложению 3.3 ϕ(p) =

∑
j∈N

aje
−ipyj , {aj , j ∈ N} ⊂

ℓ2(N). Пусть

hj(p) =
e−ipyj

|p|2 + 1
, j ∈ N.
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По предложению 3.3 система функций {hj(p)}j∈N является базисом

Рисса в дефектном подространстве N̂−1 оператора ÂY,2. Поскольку
∫

R2

dp

|p|2(|p|2 + 1)
= +∞,

то hj 6= Â
1/2
2 Ĥ+1, j ∈ N. Поэтому, по теореме 2.1 расширения Фри-

дрихса Â2 и Крейна (ÂY,2)K оператора ÂY,2 не трансверсальны.
Рассмотрим линейное многообразие

L := span {gj(p) = hj(p) − hj+1(p), j ∈ N} .

Так как любой вектор из L имеет конечное число ненулевых коорди-
нат относительно базиса {hj(p)}j∈N и сумма координат равна нулю,

то L всюду плотно в N̂−1. С другой стороны,

∫

R2

|e−ipyj − e−ipyj+1 |2
|p|2(|p|2 + 1)

dp = 4π(γ +K0(|yj − yj+1|)) <∞,

где γ — постоянная Эйлера и K0(z) = πi
2 H

(1)
0 (iz) — цилиндрическая

функция мнимого аргумента. Это означает, что gj(p) ∈ Â
1/2
2 Ĥ+1 для

любого j ∈ N. Отсюда следует, что L ⊂ Â
1/2
2 Ĥ+1. В силу теоремы 2.1

получаем, что Â2 и (ÂY,2)K дизъюнктны. Используя унитарную экви-
валентность, получаем дизъюнктность A2 и (AY,2)K .

Теорема 4.3. Пусть

Mjk =

{
1−e−|yk−yj |

|yk−yj | , j 6= k,

1, j = k.
(4.1)

Расширения Фридрихса и Крейна оператора AY,3 дизъюнктны. Они
трансверсальны тогда и только тогда, когда оператор M , опреде-
ленный матрицей ‖Mjk‖j,k, ограничен на ℓ2(N).

Доказательство. Перейдем к преобразованиям Фурье. По предло-
жению 3.3

ϕ ∈ Φ̂Y,3 ⇐⇒ ϕ(p) =
∑

j∈N

cje
−ipyj , ~c = {cj , j ∈ N} ⊂ ℓ2(N).

Отметим, что

g(p) :=
ϕ(p)

|p|2 + 1
=
∑

j∈N

cje
−ipyj

|p|2 + 1
∈ (Â3 + I)−1Φ̂Y,3 = N̂−1(ÂY,3).
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Кроме того,

∥∥∥∥
e−ipyj

|p|(|p|2 + 1)

∥∥∥∥
2

Ĥ+1

=

∫

R3

1

|p|2(|p|2 + 1)
dp = 2π2 <∞.

Это означает, что для любого j ∈ N

e−ipyj

|p|2 + 1
∈ Â

1/2
3 Ĥ+1.

Так как линейная оболочка системы функций
{
e−ipyj

|p|2+1

}
j∈N

плотна в

N̂−1(ÂY,3), то по теореме 2.1 операторы Â3K и Â3F дизъюнктны.

Допустим, что они трансверсальны. Тогда по теореме 2.1 справе-

дливо включение N̂−1(ÂY,3) ⊂ Â
1/2
3 Ĥ+1. Оператор Â

1/2
3 непрерывно

действует из Ĥ+1 в Ĥ = L2(R
3, dp). Поэтому Â

−1/2
3 — замкнутый опе-

ратор из Ĥ в Ĥ+1. Поскольку N̂−1(ÂY,3) является подпространством

в Ĥ (замкнутым линейным многообразием), то по теореме о замкну-

том графике сужение Â
−1/2
3 ↾ N̂−1(ÂY,3) — ограниченный оператор

из Ĥ в Ĥ+1, т.е.

‖Â−1/2
3 g‖2

Ĥ+1
≤ γ‖g‖2, ∀ g ∈ N̂−1(ÂY,3).

Но N̂−1(ÂY,3) = (Â3 + I)−1Φ̂Y,3, причем оператор (A3 + I)−1 ↾ Φ̂Y,3

непрерывно действует из Ĥ−2 в Ĥ, т.е.

∥∥∥(Â3 + I)−1ϕ
∥∥∥

2

Ĥ
≤ C ‖ϕ‖2

Ĥ−2
∀ϕ ∈ Φ̂Y,3.

Таким образом, для

g(p) = (Â3 + I)−1ϕ(p) =
ϕ(p)

|p|2 + 1
, Â

−1/2
3 g(p) =

ϕ(p)

|p|(|p|2 + 1)

с учетом того, что
{
e−ipyj

}
j∈N

— базис Рисса в Φ̂Y,3, имеем

‖Â−1/2
3 g‖2

Ĥ+1
=

∫

R3

|ϕ(p)|2
|p|2(|p|2 + 1)

dp,

‖g‖2 =

∫

R3

|ϕ(p)|2
(|p|2 + 1)2

dp, ‖ϕ‖2
Ĥ−2

≤ C
∑

j∈N

|cj |2,
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Это влечет
∫

R3

∣∣∣
∑

j∈N
cje

−ipyj

∣∣∣
2

|p|2(|p|2 + 1)
dp ≤ C

∑

j∈N

|cj |2, (4.2)

при любом выборе ~c = {cj , j ∈ N} ⊂ ℓ2(N).
Раскрывая формально числитель, мы получаем

∣∣∣∣
∑

j∈N

cje
−ipyj

∣∣∣∣
2

=
∑

j,k∈N

cjcke
ip(yk−yj).

Поскольку (см. [21, с. 422])

∫

R3

eipa

|p|2(|p|2 + 1)
dp =

4π

|a|

+∞∫

0

sin r|a|dr
r(r2 + 1)

= 2π2 1 − e−|a|

|a| ,

то

∫

R3

∣∣∣
∑

j∈N
cje

−ipyj

∣∣∣
2

|p|2(|p|2 + 1)
dp = 2π2

∞∑

k=1

|ck|2 + 2π2
∑

j 6=k

1 − e−|yk−yj |

|yk − yj |
cjck

= lim
n→∞

2π2
n∑

j,k=1

Mjkcjck, (4.3)

где Mjk определены равенствами (4.1). Таким образом,

∫

R3

∣∣∣
∑

j∈N
cje

−ipyj

∣∣∣
2

|p|2(|p|2 + 1)
dp = lim

n→∞
2π2

n∑

j,k=1

Mjkcjck ≤ C

∞∑

j=1

|cj |2.

Теперь (4.2), (4.3) влечет

0 <
n∑

j,k=1

Mjkcjck ≤ C
n∑

j=1

|cj |2,

для любого ~c ∈ ℓ2(N), ~c 6= 0 и для любого n ∈ N. Это означает, что
M — ограниченный самосопряженный и неотрицательный оператор
в ℓ2(N) (см. [1, гл. II, с. 88–94]).

Исходя из ограниченности оператора M в ℓ2(N) и проводя рассу-
ждения в обратном порядке, мы получим, что расширения Фридри-
хса и Крейна трансверсальны.

Замечание 4.2. Используя подход граничных троек и функций Вей-
ля в разделе 5, мы получим критерий трансверсальности в таком же
виде, как в [31].
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5. Граничные тройки и функция Вейля для A∗
Y,d

Предложение 5.1. Пусть Y — бесконечное множество точек,
удовлетворяющее условию (1.1), и пусть AY,d — минимальный опе-
ратор Шрёдингера, определенный формулами (1.2). Тогда

dom(A∗
Y,d) =

{
f = f0 +

∑

j∈N

afjϕ
(d)
j (x) +

∑

j∈N

bfjτ
(d)
j (x),

~af := {afj}j∈N,~bf := {bfj}j∈N ∈ ℓ2(N)

}
,

A∗
Y,df = −∆f0 −

∑

j∈N

afjϕ
(d)
j (x) +

∑

j∈N

bfj

(
ϕ

(d)
j (x) − τ

(d)
j (x)

)
, (5.1)

где функции ϕ
(d)
j (x) и τ

(d)
j (x) определены формулами (3.3) и f0 ∈

dom(AY,d).

Доказательство. Пусть A замкнутый, плотно определенный, симме-
трический оператор на H, оператор Ã — самосопряженное расшире-
ние оператора A и (−1) ∈ ρ(Ã), тогда (см., например [34]):

dom(A∗) = dom(A) ∔ N−1 ∔ (Ã + I)−1
N−1,

A∗(f0 + f1 + f2) = Af0 − f1 + Ãf2,

где f0 ∈ dom(A), f1 ∈ N−1 и f2 ∈ (Ã + I)−1N−1.

По предложению 3.4 справедливо равенство τ
(d)
j = (−∆+I)−1ϕ

(d)
j ,

тогда −∆τ
(d)
j = −∆(−∆+I)−1ϕ

(d)
j = ϕ

(d)
j −(−∆+I)−1ϕ

(d)
j = ϕ

(d)
j −τ (d)

j

и получаем (5.1).

В следующем предложении мы дадим унифицированную констру-
кцию граничных троек для оператора A∗

Y,d для обоих случаев R
2 и

R
3. Другая граничная тройка для оператора A∗

Y,3 была предложена
в [31].

Предложение 5.2. Пусть H = ℓ2(N) и пусть линейные операторы

Gd,Γ
′
d,Γd : dom(A∗

Y,d) → H

определены следующим образом:

Gdf =

{
lim
x→yk

f(x)

ϕ
(d)
k (x)

}

k∈N

= {afk}k∈N,
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Γ′
df =

{
lim
x→yk

(
f(x) −

∑

j

afjϕ
(d)
j (x)

)}

k∈N

= Ld~bf =

{∑

j

bfjτ
(d)
j (yk)

}

k∈N

,

Γdf =
{

lim
x→yk

(
f(x) − afkϕ

(d)
k (x)

)}

k∈N

= Kd~af + Ld~bf

=

{∑

j 6=k
afjϕ

(d)
j (yk) +

∑

j

bfjτ
(d)
j (yk)

}

k∈N

. (5.2)

Тогда совокупности Π′
d = {H, Gd,Γ′

d} и Πd = {H, Gd,Γd} являются
граничными тройками для A∗

Y,d.

Доказательство. Пусть f и g из dom(A∗
Y,d), тогда, в силу предложе-

ния 5.1, получим:

(A∗
Y,df, g) − (f,A∗

Y,dg) =
∑

j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk) −

∑

j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk),

(Γ′
df,Gdg)H − (Gdf,Γ

′
dg)H =

∑

j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk) −

∑

j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk)

и

(Γdf,Gdg)H − (Gdf,Γdg)H

=
∑

j,k 6=j
afjagkϕ

(d)
j (yk) +

∑

j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk)

−
∑

j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk) −

∑

j,k 6=j
afkagjϕ

(d)
j (yk)

=
∑

j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk) −

∑

j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk).

Значит, тождество Грина (2.2) выполняется. Более того,

lim
x→yk

f(x)

ϕ
(d)
k (x)

= lim
x→yk

(
f0(x)

ϕ
(d)
k (x)

+ afk

+
1

ϕ
(d)
k (x)

∑

j 6=k
afjϕ

(d)
j (x) +

1

ϕ
(d)
k (x)

∑

j

afjτ
(d)
j (x)

)
= afk,
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lim
x→yk

(
f(x) −

∑

j

afjϕ
(d)
j (x)

)

= lim
x→yk

(
f0(x) +

∑

j

bfjτ
(d)
j (x)

)
=
∑

j

bfjτ
(d)
j (yk),

lim
x→yk

(
f(x) − afkϕ

(d)
k (x)

)

lim
x→yk

(
f0(x) +

∑

j 6=k
afjϕ

(d)
j (x) +

∑

j

bfjτ
(d)
j (x)

)

=
∑

j 6=k
afjϕ

(d)
j (yk) +

∑

j

bfjτ
(d)
j (yk),

следовательно, формулы (5.2) справедливы. Исходя из леммы 3.4,
отображения Γd : x 7→ {Gdx,Γdx} и Γ

′
d : x 7→ {Gdx,Γ′

dx} являются
сюръекциями из dom(A∗

Y,d) на ℓ2 × ℓ2.

Замечание 5.1. В [31, предложение 5.3] граничная тройка {H,Γ0,
Γ1} для оператора A∗

Y,3 определяется следующим образом: H = ℓ2(N),

Γ0f = { lim
x→yk

f(x)|x− yk|}∞1 = ~af ,

Γ1f = { lim
x→yk

(f(x) − afk|x− yk|−1)}∞1 = T0~af + T1
~bf ,

где T0 = K3 − I, T1 = L3, а ~af ,~bf ∈ ℓ2 определены в предложении 5.1.

Очевидно, ввиду эквивалентности ϕ
(3)
k (x) ∼ 1

|x−yk| , при x → yk,
мы получаем Γ0f = G3f и Γ1f = Γ3f + Iaf .

Предложение 5.3. Пусть граничная тройка Πd = {H, Gd,Γd} за-
дана формулами (5.2), тогда γ-поле и функция Вейля M (d)(z) опре-
деляются следующим образом:

γ(d)(z)({a}) =
∑

j∈N

ajϕ
(d)
j,z (x), (5.3)

M (d)(z)({a}) =

{∑

j 6=k
ajϕ

(d)
j,z (yk) + ak lim

x→yk

(
ϕ

(d)
k,z(x) − ϕ

(d)
k (x)

)}

k∈N

,

(5.4)
{aj}j∈N ∈ ℓ2(N), z ∈ C \ [0,+∞), Im

√
z ≥ 0.

Оператор-функции M (d)(z) задаются матрицами ‖M (d)
kj (z)‖k,j∈N, где

M
(3)
kj (z) =

{
i
√
z + 1, k = j,

ei
√

z|yk−yj |

|yk−yj | , k 6= j,
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M
(2)
kj (z) =

{
πi
2 − 1

2 ln z, k = j,
πi
2 H

(1)
0 (

√
z|yk − yj |), k 6= j.

(5.5)

Доказательство. Очевидно, γ-поле — ограниченный оператор на
ℓ2(N) и

Gdγ
(d)(z)({a}) =

{
ak lim

x→yk

ϕ
(d)
k,z(x)

ϕ
(d)
k (x)

}

k∈N

= {ak}k∈N,

так как H
(1)
0 (z) ∼ 2i

π ln z, при z → 0 [2], то limx→yk

ϕ
(d)
k,z(x)

ϕ
(d)
k (x)

= 1. Тогда,

из (2.3) мы получаем (5.3).

Далее, из (5.3) и (5.2) получаем (5.4):

M (d)(z)({a}) = Γdγ
(d)(z)({a}) = Γd

(∑

j∈N

ajϕ
(d)
j,z (x)

)

=

{∑

j 6=k
ajϕ

(d)
j,z (yk) + ak lim

x→yk

(
ϕ

(d)
k,z(x) − ϕ

(d)
k (x)

)}

k∈N

.

В случае R
3:

lim
x→yk

(
ϕ

(3)
k,z(x) − ϕ

(3)
k (x)

)
= lim

x→yk

ei
√
z|x−yk| − e−|x−yk|

|x− yk|
= i

√
z + 1.

В случае R
2:

lim
x→yk

(
ϕ

(2)
k,z(x) − ϕ

(2)
k (x)

)

= lim
x→yk

πi

2

(
H

(1)
0 (

√
z|x− yk|) −H

(1)
0 (i|x− yk|)

)

= lim
x→yk

(
ln(i|x− yk|) − ln(

√
z|x− yk|)

)
=
πi

2
− 1

2
ln z.

Функция Вейля M (d)(z) — ограниченный оператор при z ∈ ρ(AY,d),
так как Γd и γ(d)(z), z ∈ ρ(AY,d) — ограниченные операторы.

Отметим, что γ(3)(z) = γ(z) и M (3)(z) = M(z)+I, где I единичная
матрица, M(z) и γ(z) — функция Вейля и γ-поле, соответственно,
построенные M. Маламудом и K. Шмюдгеном в [31].

Используя теорему 2.2, мы приходим к следующему утверждению
(см. [31, лемма 5.6, теорема 5.8]).
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Следствие 5.1. Расширения A3 и (AY,3)K дизъюнктны. Они транс-
версальны в том и только том случае, если оператор M (3)(0) огра-
ничен на ℓ2(N). Самосопряженный оператор M (3)(0) ассоциирован с
формой t:

t[c] =
∑

k,j 6=k

1

|yj − yk|
cjck + ‖c‖2

ℓ2(N),

dom(t) =

{
c ∈ ℓ2(N) :

∑

k,j 6=k

1

|yj − yk|
cjck <∞

}
,

(M (3)(0)a, b) =
∑

k,j 6=k

1

|yj − yk|
ajbk +

∑

j

ajbj ,

a ∈ dom(M (3)(0)) ⊂ dom(t), b ∈ dom(t).

Дадим еще одно доказательство дизъюнктности, но не трансвер-
сальности расширений A2 и (AY,2)K (см. теорему 4.2).

Пусть ej = {ejk = δjk, k ∈ N} — стандартный ортонормированный
базис в ℓ2(N). Тогда из (5.5) получаем

(M (2)(0)ej , ej) = lim
z↑0

(M (2)(z)ej , ej) = lim
z↑0

−1

2
ln(−z) = +∞.

Рассмотрим линейное многообразие S0 := span{fj = ej − ej+1} из
ℓ2. Пусть a ∈ S0, тогда для любого n0 ∈ N

(M (2)(0)a, a) =
∑

k,j≤n0

ajak lim
z↑0

(M (2)(z)fj , fk),

lim
z↑0

(M (2)(z)fj , fk)

=





2 ln |yj − yj+1| − 2ψ(1) − 2 ln 2, k = j,

ln
|yj+2−yj |

|yj+2−yj+1| − ln |yj − yj+1| + ln 2 + ψ(1), k = j + 1,

ln
|yj−1−yj+1|
|yj−1−yj | − ln |yj − yj+1| + ln 2 + ψ(1), k = j − 1,

ln
|yj+1−yk|
|yj−yk| − ln

|yj+1−yk+1|
|yj−yk+1| , k ≤ j − 2

или k ≥ j + 2,

так как (см. [2])

πi

2
H

(1)
0 (

√
z|yk − yj |)

= J0(
√
z|yk − yj |)

(
πi

2
− 1

2
ln z + ln 2 − ln |yk − yj |

)



224 К теории точечных гамильтонианов...

+ ψ(1) +
∞∑

s=1

(−1)sψ(s+ 1)

(s!)2

(
z|yk − yj |2

4

)s
,

где ψ(1) = −γ и γ — постоянная Эйлера.

Следовательно,

S0 ⊆ D :=
{
h ∈ ℓ2(N) : lim

z↑0
(M (2)(z)h, h) <∞

}
.

Линейное многообразие S0 плотно в ℓ2(N). Действительно, предполо-
жим, что h ∈ ℓ2(N) и h ⊥ S0, тогда (h, a)ℓ2(N) = 0 для всех a ∈ S0, то
есть

n0∑

j=1

(hj − hj+1)aj = 0,

тогда, hj = hj+1. Следовательно, h = 0 и линейное многообразие S0

плотно в ℓ2. Значит, D плотно в ℓ2(N), но D 6= ℓ2(N). По теореме 2.2
расширения A2 и (AY,2)K дизъюнктны, но не трансверсальны.

Замечание 5.2. В случае конечного числа точечных взаимодей-
ствий в R

3 расширения Фридрихса и Крейна трансверсальны [7].
В случае R

2 расширения Фридрихса и Крейна не трансверсальны и
dim(D[(AY,2)K ]/D[A2]) = n−1, где n — число точек в Y и если n = 1,
то расширения Фридрихса и Крейна совпадают (см. [3, 14,16,28]).
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