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Эффект затухания решений параболических

уравнений высокого порядка с двойной

нелинейностью и вырождающимся

абсорбционным потенциалом
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Аннотация. В работе изучается свойство затухания решений за-
дачи Коши–Дирихле для нелинейных параболических уравнений по-
рядка 2m с абсорбционным потенциалом в полуограниченном ци-
линдре (0, +∞) × Ω, где Ω — ограниченная область в R

N , N > 1. В
зависимости от N, m, q (где q — параметр однородной нелинейности
в главной части уравнения) получены достаточные условия, гаран-
тирующие затухание решения рассматриваемой задачи за конечное
время.

2010 MSC. 35K25, 35K55, 35B40, 35P15.
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зновение) решений за конечное время, полуклассический анализ.

1. Введение: постановка задачи и

формулировка основного результата

Пусть Ω — ограниченная область в R
N , N > 1, с границей ∂Ω.

В полуограниченном цилиндре Q = (0,+∞) × Ω рассматривается
следующая задача Коши–Дирихле:
(
|u|q−1u

)
t
+ (−1)m

∑

|η|=m
Dη
x

(
|Dm

x u|q−1Dη
xu
)

+ a(x)|u|λ−1u = 0, (1.1)

Dη
xu
∣∣
(0,+∞)×∂Ω

= 0 ∀ η : |η| ≤ m− 1, (1.2)

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω. (1.3)

Здeсь m ≥ 1, 0 ≤ λ < q, a(x) — непрерывная неотрицательная функ-
ция, u0(x) ∈ Lq+1(Ω).
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Определение 1.1. Следуя [1], энергетическим (слабым) решением
задачи (1.1)–(1.3) называется функция

u(t, x) ∈ Lq+1, loc

(
[0,+∞);

◦
Wm

q+1(Ω)
)

такая, что:

∂

∂t

(
|u|q−1u

)
∈ L q+1

q
, loc

(
[0,+∞);

( ◦
Wm

q+1(Ω)
)∗)

,

выполняется начальное условие u(0, x) = u0(x) и справедливо интег-
ральное равенство

T∫

0

〈(|u|q−1u)t, ϕ〉 dt

+

T∫

0

∫

Ω

( ∑

|η|=m
|Dm

x u|q−1Dη
xuD

η
xϕ+ a(x)|u|λ−1uϕ

)
dx dt = 0

для произвольной функции ϕ(t, x) ∈ Lq+1, loc([0,+∞);
◦
Wm

q+1(Ω)) и про-
извольного T < +∞.

В интегральном равенстве определения 1.1, как это принято, че-
рез 〈·, ·〉 обозначена билинейная операция спаривания элементов про-

странств V и его сопряженного V ∗. Через
◦
Wm

q+1(Ω) обозначаем за-
мыкание в норме соболевского пространства Wm

q+1(Ω) множества
функций из Cm0 (Ω).

Определение 1.2. Если для произвольного решения u(t, x) рассмат-
риваемой задачи существует T > 0 такое, что u(t, x) = 0 почти
вcюду в Ω для любого t ≥ T , то говорят, что решение задачи зату-
хает за конечное время.

Отметим здесь, что существование энергетического (слабого) ре-
шения задачи (1.1)–(1.3) следует из результатов работы [2].

Вопросы детальной характеризации эффекта затухания решения
(оценки времени затухания, асимптотическое поведение вблизи вре-
мени затухания и т.п.) для различных классов полулинейных парабо-
лических уравнений типа диффузии–абсорбции изучались во многих
работах (см., например, [3–8] и имеющиеся там ссылки). Так, для
уравнения нелинейной диффузии с абсорбцией в полуплоскости R

2
+ =

{(t, x) : 0 < t < +∞, x ∈ R
1}

ut −△ϕ(u) + ψ(u) = 0, (1.4)



252 Затухание решений параболических уравнений...

где функции ϕ(u) ≥ 0, ψ(u) ≥ 0 определены и непрерывны для u ≥ 0,
с начальными данными

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ R
1, u0 ∈ C(R1) ∩ L∞(R1)

А. С. Калашниковым в работе [9] была доказана достаточность усло-
вия P :=

∫ 1
0

ds
ψ(s) < ∞ для полного остывания (затухания решения)

за конечное время. При некоторых дополнительных ограничениях на
функции ϕ(·) и ψ(·) условие P <∞ является не только достаточным,
но и необходимым для затухания (см. [10]). Е. С. Сабининой [11] была
изучена первая краевая задача в ограниченной области с нулевыми
граничными данными на латеральных границах для уравнения (1.4)
в случае ψ(u) ≡ 0 для ϕ ∈ C∞(R \ {0}) ∩ C(R), ϕ(0) = 0, ϕ′(u) > 0
при u 6= 0, ϕ′(±0) = +∞. Именно для уравнения быстрой диффузии
в работе [11] была доказана необходимость и достаточность условия∫ 1
0

ds
ϕ(s) < ∞ для явления исчезновения решения за конечное время.

Этот результат был распространен в статье [12] на более общие од-
номерные уравнения, а в [13] — на многомерные уравнения с много-
значными функциями. В работе [14] было установлено, что в случае
ϕ(u) = uµ с µ > 1 для всякого x найдется t1 такое, что u(t, x) > 0 при
t > t1, если только u0 6≡ 0. Другими словами, хотя тепло и распро-
страняется с конечной скоростью, оно проникает как угодно далеко.
А. С. Калашниковым [15] было доказано, что свойство затухания для
(1.4), как и свойство мгновенной компактификации носителя реше-
ния за конечное время, не имеет места, если мощность поглощения
достаточно быстро ослабевает при |x| → ∞.

Для параболического уравнения высокого порядка с сильной аб-
сорбцией Ф. Бернисом [16] был доказан эффект компактификации
носителя решения за конечное время (или коротко КНРB).

Зависимость свойства мгновенной КНРВ для параболического
уравнения высокого порядка от локальной структуры начальной
функции была изучена в работах [17,18].

Явление исчезновения решения для полулинейных параболичес-
ких уравнений типа диффузии–абсорбции с невырождающимся по-
тенциалом изучалось также в [19–22].

В. А. Кондратьев и Л. Верон [23] первыми начали изучение усло-
вий затухания за конечное время решения задачи Неймана для по-
лулинейного параболического уравнения с вырождающимся абсорб-
ционным потенциалом. Так, в работе [23] было найдено достаточное
условие, гарантирующее наличие КНРВ–свойства для уравнения:

ut − ∆u+ a0(x)|u|λ−1u = 0 в (0,+∞) × Ω, (1.5)
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где a0(x) ≥ 0: infx∈Ω a0(x) = 0, 0 < λ < 1, Ω — ограниченная область.
Это условие имеет вид:

∞∑

n=0

µ−1
n lnµn <∞,

где

µn = inf

{∫

Ω

(|∇ψ|2 + 2na0(x)ψ
2) dx : ψ ∈W 1,2(Ω),

∫

Ω

ψ2dx = 1

}
,

n ∈ N.

На его основе в работе [24] найдено точное явное достаточное условие
затухания решения задачи Коши–Неймана для уравнения (1.5):

ln a0(x)
−1 ∈ Lp(Ω) p >

N

2
, Ω ⊆ R

N , N ≥ 1. (1.6)

Как показано в [24], если a0(x) ≥ aα(|x|) := exp(− 1
|x|α ) ∀x ∈ Ω, то

условие (1.6) выполняется при произвольном α < 2. В случае, когда
α > 2 эффект зануления решения не имеет места. Отметим здесь, что
в основе методов [24] лежит полуклассический анализ [25], который
использует точные оценки спектра оператора Шрёдингера [26–28],
а они подразумевают наличие у рассматриваемого решения опреде-
ленной регулярности, в частности, используются точные оценки свер-
ху ‖u(t, ·)‖L∞(Ω). В работе [29] была предложена техника локально-
энергетических оценок, не использующая “дополнительных” свойств
регулярности решений.

Так, в [29] с помощью двух различных методов: полуклассичес-
кого (для произвольного вырождающегося потенциала) и локально-
энергетического (для радиального потенциала), была изучена началь-
но-краевая задача для уравнения (1.5). В [29] установлено достаточ-
ное условие типа Дини для затухания решения.

В работе [30] было рассмотрено уравнение (1.1) при m = 1, a(x) ≥
exp(− ω(|x|)

|x|q+1 ), где ω(·) ∈ C([0,+∞)), ω(0) = 0, ω(τ) > 0 при τ > 0.

Методом локальных энергетических оценок в [30] получено условие

типа Дини на функцию ω(·):
∫ c
0
ω(s)
s ds < ∞, гарантирующее затуха-

ние произвольного решения за конечное время.
В статье [31] был предложен новый вариант полуклассического

анализа. В цитируемой работе рассматривается семейство первых
собственных значений нелинейного оператора Шрёдингера, связан-
ных с уравнением (1.1) при q = 1. Для получения оценок собственных
значений в [31] используется аппарат соболевских вложений.
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Основным результатом настоящей работы является следующая
теорема.

Теорема 1.1. Пусть N ≥ 1, m ≥ 1, 0 ≤ λ < q.

(i) Если N < m(q + 1) и выполняется
c∫

0

meas{x ∈ Ω : a(x) ≤ s}
s

ds < +∞ ∀ c > 0,

тогда произвольное энергетическое решение u(t, x) задачи
(1.1)–(1.3) затухает за конечное время.

(ii) Если N > m(q + 1) и выполняется
c∫

0

(meas{x ∈ Ω : a(x) ≤ s})
m(q+1)

N

s
ds < +∞ ∀ c > 0,

тогда произвольное энергетическое решение u(t, x) задачи
(1.1)–(1.3) затухает за конечное время.

(iii) Если N = m(q + 1) и выполняется

c∫

0

meas{x ∈ Ω : a(x) ≤ s}
s

× (− lnmeas{x ∈ Ω : a(x) ≤ s}) ds < +∞ ∀ c > 0,

тогда произвольное энергетическое решение u(t, x) задачи
(1.1)–(1.3) затухает за конечное время.

2. Вспомогательные построения и

утверждения для случая N 6= m(q + 1)

Лемма 2.1. Пусть u(t, x) — произвольное энергетическое решение
задачи (1.1)–(1.3). Тогда для всех 0 ≤ a < b < +∞ имеет место
следующее соотношение:
∫

Ω

(
|u(b, x)|q+1 − |u(a, x)|q+1

)
dx

+
q + 1

q

b∫

a

∫

Ω

(
(−1)m

∑

|η|=m
|Dη

xu| + a(x)|u(t, x)|λ+1

)
dx dt = 0. (2.1)
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Доказательство. Полагая в интегральном тождестве из определе-
ния 1.1 в качестве пробной функции u(t, x) и используя формулу ин-
тегрирования по частям из [1], приходим к (2.1).

Введем спектральную характеристику

λ1(h) := inf

{∫

Ω

(
|Dm

x v|q+1 + a(x)|v|λ+1
)
dx,

v ∈
◦
Wm

q+1(Ω), ‖v‖q+1
Lq+1(Ω)

= h

}
. (2.2)

Лемма 2.2. Если
c∫

0

dh

λ1(h)
< +∞, (2.3)

то произвольное решение задачи (1.1)–(1.3) затухает за конечное
время

T ≤ q

q + 1

c̃∫

0

dh

λ1(h)
, где c̃ = ‖u0‖q+1

Lq+1(Ω)
. (2.4)

Доказательство. Запишем (2.1) с a = 0, b = t < +∞:

q

q + 1

∫

Ω

(
|u(t, x)|q+1 − |u(0, x)|q+1

)
dx

+

t∫

0

∫

Ω

(
|Dm

x v|q+1 + a(x)|v|λ+1
)
dx dt = 0.

Первый член в этом равенстве абсолютно непрерывен по t и имеет
производную почти всюду, второе слагаемое тоже абсолютно непре-
рывно по t. Поэтому после дифференцирования по t и в силу (2.2) из
последнего соотношения имеем

d

dt

(
‖u‖q+1

Lq+1(Ω)

)
+
q + 1

q
λ1

(
‖u‖q+1

Lq+1(Ω)

)
≤ 0, (2.5)

решая обыкновенное дифференциальное неравенство (2.5), приходим
к (2.3).

Обозначим
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λ̃1(h) := inf

{∫

Ω

(
|Dm

x v|q+1 + ã(x)|v|λ+1
)
dx,

v ∈
◦
Wm

q+1(Ω), ‖v‖q+1
Lq+1(Ω)

= h

}
, (2.6)

где

ã(x) = a(x) exp
(
− 1

|x|α
)
, α > 0. (2.7)

В силу того, что 0 ≤ ã(x) ≤ a(x), λ̃1(h) ≤ λ1(h) для всех h > 0.
Следовательно,

c∫

0

dh

λ1(h)
≤

c∫

0

dh

λ̃1(h)
. (2.8)

Значит, если покажем сходимость интеграла в правой части (2.8), то
благодаря лемме 2.2 эффект затухания произвольного решения рас-
сматриваемой задачи (1.1)–(1.3) будет доказан.

Для произвольного v ∈
◦
Wm

q+1(Ω) введем в рассмотрение функ-
ционал

F̃ (v) =

∫

Ω

(
|Dm

x v|q+1 + ã(x)|v|λ+1
)
dx, (2.9)

тогда, очевидно, что для любого h > 0 существует функция ṽ = ṽh ∈
◦
Wm

q+1(Ω) такая, что

‖ṽ‖q+1
Lq+1(Ω)

= h, (2.10)

и справедливы неравенства

0 < λ̃1(h) ≤ F̃ (ṽ) ≤ 2 λ̃1(h). (2.11)

Лемма 2.3. Существует C1 = const > 0 такая, что для достаточ-
но малых h имеют место неравенства

C1≤
2λ̃1(h)

h

(
meas

{
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

})m(q+1)
N

, если N>m(q+1)

(2.12)
и

C1 ≤ 2λ̃1(h)

h
meas

{
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}
, если N < m(q + 1),

(2.13)
где λ̃1(h) из (2.6), ã(x) из (2.7), функция ṽ из (2.10).
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Доказательство. Обозначим

H(v, x) =
F̃ (v)

‖v‖q+1
Lq+1(Ω)

− ã(x)

|v|q−λ ,

тогда ∫

Ω

|Dm
x v|q+1 =

∫

{x:|v|>0}

|v|q+1H(v, x) dx.

Пусть H+(v, x) := max(0, H(v, x)), тогда в силу последнего соотно-
шения справедливо неравенство

‖Dm
x v‖q+1

Lq+1(Ω)
≤

∫

{x:|v|>0}

|v|q+1H+(v, x) dx. (2.14)

Поскольку v ∈
◦
Wm

q+1(Ω), то в силу теоремы вложения:

‖v‖q+1

Lq∗ (Ω)
≤ c ‖Dm

x v‖q+1
Lq+1(Ω)

, (2.15)

где постоянная c не зависит от v, а q∗ определяется следующим обра-
зом:

q∗ =

{
N(q+1)

N−m(q+1) , если N > m(q + 1),

+∞, если N < m(q + 1).
(2.16)

Продолжая неравенство (2.14) с учетом (2.15), приходим к

1

c
‖v‖q+1

Lq∗ (Ω)
≤

∫

{x:|v|>0}

|v|q+1H+(v, x) dx. (2.17)

К правой части (2.17) применим неравенство Гёльдера

1

c
‖v‖q+1

Lq∗ (Ω)
≤ ‖v‖q+1

Lq∗ (Ω)

( ∫

{x:|v|>0}

(H+(v, x))
q∗

q∗−q−1 dx

) q∗−q−1
q∗

, (2.18)

откуда получаем

C1 ≤ F̃ (v)

‖v‖q+1
Lq+1(Ω)

(
meas

{
{x : |v| > 0} ∩ {x : H(v, x) > 0}

}) q∗−q−1
q∗ .

(2.19)
Легко проверить, что

q∗ − q − 1

q∗
=

{
m(q+1)
N , если N > m(q + 1),

1, если N < m(q + 1).
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Кроме того, для v = ṽ справедливо равенство

H(ṽ, x) =
F̃ (ṽ)

‖ṽ‖q+1
Lq+1(Ω)

− ã(x)

|ṽ|q−λ ,

откуда в силу неравенства (2.11) выводим

H(ṽ, x) ≤ 2λ̃1(h)

h
− ã(x)

|ṽ|q−λ ,

что завершает доказательство.

Лемма 2.4. Существует C2 = const > 0 такая, что для достаточ-
но малых h > 0 справедлива оценка

λ̃1(h) ≤ C2 h (− lnh)
m(q+1)

α , (2.20)

где λ̃1(h) из (2.6), α из (2.7).

Доказательство. Для произвольного r > 0 обозначим

Br := {x ∈ R
N : |x| < r}.

Пусть v ∈ C∞
0 (B1) и ‖v‖q+1

Lq+1(Ω)
= 1. Для произвольного h > 0 поло-

жим v1 = vh
1

q+1 . Очевидно, что v1 ∈
◦
Wm

q+1(Ω) и ‖v1‖q+1
Lq+1(Ω)

= h. В

силу (2.6) имеем

λ̃1(h) ≤
∫

Ω

(
|Dm

x v1|q+1 + ã(x)|v1|λ+1
)
dx

= h

∫

Ω

|Dm
x v|q+1dx+ h

λ+1
q+1

∫

Ω

ã(x)|v(x)|λ+1 dx. (2.21)

Понятно, что для vr(x) := v
(
x
r

)
справедливо

∫

Ω

vq+1
r (x) dx =

∫

Br

vq+1
r (x) dx = rN

∫

B1

vq+1(y) dy = rN ,

отсюда

‖vr(x)‖q+1
Lq+1(Ω)

= rN ⇒
∥∥∥∥
vr(x)

r
N

q+1

∥∥∥∥
q+1

Lq+1(Ω)

= 1.

Значит, в неравенстве (2.21) в качестве функции v можем взять от-

ношение vr(x)

r
N

q+1
, тогда получим:
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λ̃1(h) ≤ h

∫

Ω

∣∣∣∣
1

r
N

q+1

Dm
x vr(x)

∣∣∣∣
q+1

dx+ h
λ+1
q+1

∫

Ω

ã(x)

∣∣∣∣
vr(x)

r
N

q+1

∣∣∣∣
λ+1

dx

=
h

rN

∫

Br

∣∣∣∣
1

rm
Dm
x vr(x)

∣∣∣∣
q+1

dx+
h

λ+1
q+1

r
N(λ+1)

q+1

∫

Br

ã(x) |vr(x)|λ+1 dx

=
h

rm(q+1)

∫

B1

|Dmv(y)|q+1 dy + h
λ+1
q+1 r

N(q−λ)
q+1

∫

B1

ã(ry)|v(y)|λ+1 dy.

В силу того, что v ∈ C∞
0 (B1) и ã(x) ≤ C exp(− 1

|x|α ), где 0 < C =

const < +∞ (см. условие (2.7)), из последнего соотношения выводим

λ̃1(h) ≤ C ′ h

rm(q+1)
+ C ′′ h

λ+1
q+1 r

N(q−λ)
q+1 exp

(
− 1

rα

)
,

где C ′ = const < +∞ и C ′′ = const < +∞. Оптимизируем последнюю
оценку по параметру r, при этом для r = roptimal := λ+1

(−ln h)1/α имеем

λ̃1(h) ≤ C2

(
h (− lnh)

m(q+1)
α + h

λ+1
q+1

(
1

(− lnh)1/α

)N(q−λ)
q+1

h

)
,

что при достаточно малом h приводит к (2.20).

Лемма 2.5. Существуют постоянные C3 > 0, C4 > 0 и γ > 0
такие, что для достаточно малых h справедливы неравенства

C3 ≤ λ̃1(h)

h

(
meas {x : C4h

γ ≥ ã(x)}
)m(q+1)

N , если N > m(q + 1)

(2.22)
и

C3 ≤ λ̃1(h)

h
meas {x : C4h

γ ≥ ã(x)} , если N < m(q + 1), (2.23)

где λ̃1(h) из (2.6), ã(x) из (2.7).

Доказательство. Понятно, что для произвольного ε > 0 выполнено
∫

Ω

|ṽ|q+1 dx ≥
∫

{x: |ṽ|q+1≥ε}

|ṽ|q+1 dx ≥ εmeas{x : |ṽ|q+1 ≥ ε}. (2.24)

Из (2.24) при ε = hβ , где 0 < β < 1, и в силу (2.10) имеем

h ≥ hβ meas{x : |ṽ|q+1 ≥ hβ},
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откуда легко приходим к неравенству

h1−β ≥ meas
{
x : |ṽ|q−λ ≥ h

β(q−λ)
q+1

}
. (2.25)

Очевидно, что

meas
{
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}

= meas
({
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}
∩
{
x : |ṽ|q−λ ≥ h

β(q−λ)
q+1

})

+ meas
({
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}
∩
{
x : |ṽ|q−λ < h

β(q−λ)
q+1

})
. (2.26)

Легко также заметить, что

meas
({
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}
∩
{
x : |ṽ|q−λ ≥ h

β(q−λ)
q+1

})

≤ meas
{
x : |ṽ|q−λ ≥ h

β(q−λ)
q+1

}
≤ h1−β . (2.27)

Оценим сверху теперь и второе слагаемое в правой части (2.26):

meas
({
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}
∩
{
x : |ṽ|q−λ < h

β(q−λ)
q+1

})

≤ meas
{
x :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

}
. (2.28)

Теперь вернемся к (2.26) с учетом оценок (2.27) и (2.28):

meas
{
x :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}

≤ h1−β + meas
{
x :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

}
. (2.29)

В силу (2.29) неравенства (2.12) и (2.13) из леммы 2.3 перепишем
следующим образом:

C1 ≤ 2λ̃1(h)

h

(
h1−β + meas

{
x :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

})m(q+1)
N

,

N > m(q + 1) (2.30)

и

C1 ≤ 2λ̃1(h)

h

(
h1−β+meas

{
x :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

})
, N < m(q+1).

(2.31)
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Благодаря лемме 2.4, имеем следующую информацию о первом сла-
гаемом в (2.30) и (2.31), соответственно:

2λ̃1(h)

h
h

(1−β)(q+1)m
N ≤ 2C2 (− lnh)

m(q+1)
α h

(1−β)(q+1)m
N −→ 0, при h −→ 0,

2λ̃1(h)

h
h1−β ≤ 2C2 (− lnh)

m(q+1)
α h1−β −→ 0, при h −→ 0.

Следовательно, существует C3 = const > 0 такая, что для достаточно
малых h справедливы неравенства:

C3 ≤ λ̃1(h)

h

(
meas

{
x :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

})m(q+1)
N

, N > m(q + 1)

(2.32)
и

C3 ≤ λ̃1(h)

h
meas

{
x :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

}
, N < m(q + 1). (2.33)

Так как β ∈ (0, 1), то существуют положительные постоянные C4 и γ
такие, что для достаточно малых h выполнено

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 ≤ C4h

γ . (2.34)

Из (2.32), (2.33) с учетом (2.34) и монотонности меры, получаем ут-
верждение леммы 2.5.

3. Доказательство теоремы 1.1 для N 6= m(q + 1)

Затухание решений в случае N < m(q+ 1). Интегрируя неравен-
ство (2.23) леммы 2.5 по h имеем:

c∫

0

dh

λ̃1(h)
≤

c∫

0

meas {x : C4h
γ ≥ ã(x)}

h
dh = I1.

В результате замены переменной s = C4h
γ ⇒ ds = γ C4h

γ dh
h , то есть

dh
h = ds

γs , приходим к

I1 =
1

γ

c̃∫

0

meas {x : ã(x) ≤ s}
s

ds < +∞



262 Затухание решений параболических уравнений...

в силу условия теоремы 1.1 и предложений 6.3, 6.4. Так как име-
ет место неравенство (2.8), то согласно лемме 2.2 получаем соответ-
ствующее случаю N < m(q + 1) утверждение теоремы.

Затухание решений случае N > m(q+1). Интегрируя неравенство
(2.22) леммы 2.5 по h, имеем:

c∫

0

dh

λ̃1(h)
≤

c∫

0

(meas {x : C4h
γ ≥ ã(x)})

m(q+1)
N

h
dh = I2.

После замены s = C4h
γ имеем:

I2 =
1

γ

c̃∫

0

(meas {x : ã(x) ≤ s})
m(q+1)

N

s
ds.

Тот факт, что I2 < +∞ следует из условия теоремы 1.1 и предло-
жений 6.3 и 6.4. Из неравенства (2.8) в силу леммы 2.2 получаем
соответствующее случаю N > m(q + 1) утверждение теоремы.

Cледствие 3.1. Пусть N 6= m(q + 1), ω(·) определена и непрерывна
на [0,+∞), является неубывающей и неотрицательной функцией, а
также удовлетворяет условию ω(r) ≤ ω0 = const <∞ ∀ r ∈ [0,+∞)
и выполнено условие типа Дини

c∫

0

ω(τ)

τ
dτ < +∞, c = const > 0. (3.1)

Пусть

a(x) = exp
(
− ω(|x|)

|x|Nθ
)
, где θ = min

{
m(q + 1)

N
; 1

}
, (3.2)

тогда произвольное энергетическое решение u(t, x) задачи (1.1)–(1.3)
затухает за конечное время.

Доказательство. Из (3.2) для произвольного s > 0 имеем:

a(x) ≤ s ⇐⇒ ω(|x|)
|x|Nθ ≥ − ln s, (3.3)

что в силу условия следствия 3.1 на функцию ω(·) дает неравенство
ω0

|x|Nθ ≥ − ln s, откуда

|x| ≤
(

ω0

− ln s

) 1
Nθ

. (3.4)
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Благодаря монотонности ω(·) и неравенству (3.4), выводим:

ω(|x|) ≤ ω

((
ω0

− ln s

) 1
Nθ
)
. (3.5)

Таким образом, для произвольного s > 0 в силу неравенств (3.3),
(3.5) и предложения 6.1 при α = Nθ имеем:

meas{x ∈ Ω : a(x) ≤ s} = meas

{
x ∈ Ω : |x|Nθ ≤ ω(|x|)

− ln s

}

≤ meas

{
x ∈ Ω : |x|Nθ ≤

ω
(
( ω0
− ln s)

1
Nθ

)

− ln s

}
= CN

{
ω
(
( ω0
− ln s)

1
Nθ

)

− ln s

} 1
θ

.

Тогда условие сходимости интеграла в теореме 1.1 принимает вид

c∫

0

(meas{x ∈ Ω : a(x) ≤ s})θ
s

ds ≤
1/e∫

0

CθN
ω
(
( ω0
− ln s)

1
Nθ

)

s(− ln s)
ds = I3.

Пусть y = ω0
− ln s ⇒ dy = − ω0

(− ln s)2

(
− ds

s

)
, т.е. ds

s(− ln s) = − ln s dyω0
= dy

y .

Следовательно,

I3 = CθN

ω0∫

0

ω
(
y

1
Nθ

)

y
dy.

Сделаем замену переменной τ = y
1

Nθ , тогда понятно, что

Nθ τNθ−1dτ = dy, т.е. Nθ
dτ

τ
=
dy

y
.

Значит,

CθN

ω0∫

0

ω
(
y

1
Nθ

)

y
dy = NθCθN

ω
1

Nθ
0∫

0

ω(τ)

τ
dτ < +∞,

что и требовалось доказать.

Отметим здесь, что задача (1.1)–(1.3) в случае m = 1 без огра-
ничения на размерность пространства и с условием на потенциал
a(x) ≥ exp(− ω(|x|)

|x|q+1 ) была изучена в работе [30]. Методом локально-

энергетических оценок в [30] получено достаточное условие (3.1) типа
Дини, гарантирующее затухание произвольного решения за конечное
время.
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4. Вспомогательные построения

и утверждения для случая N = m(q + 1)

Пространством Орлича LB (см. [32]) называется множество из-
меримых относительно меры Лебега функций на ограниченном замк-
нутом множестве E ⊂ R

N , на которых конечна норма Орлича ‖u‖B,
то есть

‖u‖B = sup

{∫

E

u(t)y(t) dt :

∫

E

B̂
(
y(t)

)
dt ≤ 1

}
<∞,

здесь B(u), B̂(u) — пара дополнительных N -функций (см. [33]).
Напомним здесь также норму Люксембурга (которая, как изве-

стно, эквивалентна норме Орлича):

‖u‖LA(E) = inf

{
k > 0 :

∫

E

A
( |u(x)|

k

)
dx ≤ 1

}
, (4.1)

и обобщенное неравенство Гёльдера (которое используется ниже):

∣∣∣∣∣

∫

E

u1(t)u2(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ c‖u1‖LB(E)‖u2‖LB̂(E), (4.2)

где c — положительная постоянная, B(·) и B̂(·) — пара дополнитель-
ных N -функций.

Лемма 4.1. Пусть N = m(q + 1). Существует C5 = const > 0
такая, что для достаточно малых h справедливо неравенство

C5 ≤ 2λ̃1(h)

h

(
B̂−1

(
meas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

})−1)−1

,

(4.3)
где λ̃1(h) из (2.6), ã(x) из (2.7), ṽ из (2.10), B̂(s) = (1+s) ln(1+s)−s
является дополнительной функцией к B(s) = es − s − 1 в смысле
пространства Орлича.

Доказательство. Для доказательства леммы 4.1 будем использовать
функционал F̃ (·), введенный в (2.9), а также формулы (2.10), (2.11)
и (2.14).

Согласно результатам работы [34] имеет место вложение:

‖ṽ‖q+1
LA(Ω) ≤ c(N, |Ω|) ‖Dm

x ṽ‖q+1
Lq+1(Ω)

, (4.4)
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где A(t) = et − 1. Из (4.4) в силу (2.14) для v = ṽ выводим:

1

c
‖ṽ‖q+1

LA(Ω) ≤
∫

{x:|ṽ|>0}

|ṽ|q+1H+(ṽ, x) dx. (4.5)

Из (4.5) с помощью обобщенного неравенства Гёльдера (4.2) имеем:

1

c
‖ṽ‖q+1

LA(Ω) ≤ ‖ṽq+1‖LB({x:|ṽ|>0})‖H+(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}), (4.6)

где B(·) и B̂(·) — пара дополнительных N -функций из леммы 4.1.
В силу предложения 6.6 левая часть соотношения (4.6) примет вид
‖ṽ‖q+1

LA(Ω) = ‖ṽq+1‖LM (Ω). Оценку (4.6) согласно предложению 6.8 про-
должаем вправо, в результате чего, приходим к неравенству:

C5‖ṽq+1‖LM (Ω) ≤ ‖ṽq+1‖LB(Ω)‖H+(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}). (4.7)

Понятно, что B(t) = et − t − 1 ≤ et − 1 ≤ M(t). С учетом этого
неравенства и в силу предложения 6.7 из соотношения (4.7) имеем

C5‖ṽq+1‖LB(Ω) ≤ ‖ṽq+1‖LB(Ω)‖H+(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}),

т.е.
C5 ≤ ‖H+(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}). (4.8)

Легко видеть, что

‖H+(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}) = ‖max(0, H(ṽ, x))‖LB̂({x:|ṽ|>0})

= ‖H(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}∩{H(ṽ,x)>0}),

откуда благодаря предложениям 6.8 и 6.9 приходим к неравенству

‖H+(ṽ, x)‖LB̂({x:|ṽ|>0}) ≤ ‖H(ṽ, x)‖L∞({x:H(ṽ,x)>0})

× 1

B̂−1
(
(meas{x ∈ Ω : H(ṽ, x) > 0})−1

) . (4.9)

Возвращаясь к оценке (4.8), с учетом (4.9) выводим

C5 ≤
‖H(ṽ, x)‖L∞({x:H(ṽ,x)>0})

B̂−1
(

1
meas{x∈Ω:H(ṽ,x)>0}

) . (4.10)

В силу определения H(ṽ, x) и неравенства (2.11) имеем

‖H(ṽ, x)‖L∞({x:H(ṽ,x)>0}) ≤
2λ̃1(h)

h
,

что при подстановке в (4.10) дает утверждение леммы 4.1.



266 Затухание решений параболических уравнений...

Лемма 4.2. Пусть N = m(q + 1). Существуeт C6 = const > 0
такая, что для достаточно малых h имеет место неравенство

C6 ≤ λ̃1(h)

h
E
(
2 meas {x : C4h

γ ≥ ã(x)}
)
, (4.11)

где λ̃1(h) из (2.6), E(s) = s(− ln s), ã(x) из (2.7), постоянные C4 > 0,
γ > 0 из (2.34).

Доказательство. Очевидно, что при s→ +∞ для B̂(s) из леммы 4.1
справедливо

B̂(s) ∼ s ln s ≤ C7s ln s := D̂(s),

где C7 = const > 0. Значит, в силу предложения 6.2 для достаточно
больших s имеет место неравенство:

B̂−1(s) ≥ D̂−1(s). (4.12)

Заметим, что ln D̂(s) ∼ ln s и D̂(s)

C7 ln D̂(s)
= s ln s

ln D̂(s)
∼ s, тогда

D̂−1(s) ∼ s

C7 ln s
. (4.13)

Из (4.12) и (4.13) имеем: B̂−1(s) ≥ D̂−1(s) ≥ C8
s

ln s , откуда

1

B̂−1(s)
≤ ln s

C8s
. (4.14)

Теперь можем продолжить неравенство (4.3) из леммы 4.1 с учетом
оценки (4.14):

C5 ≤ 2λ̃1(h)

C8h
meas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

}

×
(
− lnmeas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

})
. (4.15)

Пусть E(s) = s(− ln s), тогда неравенство (4.15) перепишется в виде

C9h

λ̃1(h)
≤ E

(
meas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
|ṽ|q−λ > ã(x)

})
. (4.16)

Так как функция E(·) возрастает на интервале (0, 1/e), то из (4.16) и
(2.29) следует оценка

E−1

(
C9h

λ̃1(h)

)
≤ h1−β + meas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

}
, (4.17)
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где β ∈ (0, 1). Из (4.17) с лёгкостью приходим к неравенству

1 ≤ h1−β

E−1
(
C9h

λ̃1(h)

) +
meas

{
x ∈ Ω : 2λ̃1(h)

h h
β(q−λ)

q+1 > ã(x)
}

E−1
(
C9h

λ̃1(h)

) . (4.18)

В силу оценки (2.20) из леммы 2.4 и монотонности E−1(·), получаем
неравенство

E−1

(
C9h

λ̃1(h)

)
≥ E−1

(
C2 (− lnh)

m(q+1)
α
)
,

откуда

h1−β

E−1
(
C9h

λ̃1(h)

) ≤ h1−β

E−1
(
C2 (− lnh)

m(q+1)
α

) −→ 0 при h→ 0, (4.19)

поскольку E−1(s) ∼ s
− ln s при s → 0. Из неравенства (4.18) с учетом

(4.19) при достаточно малом h, имеем:

1

2
≤ meas

{
x ∈ Ω : 2λ̃1(h)

h h
β(q−λ)

q+1 > ã(x)
}

E−1
(
C9h

λ̃1(h)

) ,

откуда

E−1

(
C9h

λ̃1(h)

)
≤ 2 meas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

}
, (4.20)

что дает оценку

C9h

λ̃1(h)
≤ E

(
2 meas

{
x ∈ Ω :

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 > ã(x)

})
. (4.21)

Поскольку 0 < β < 1, то существуют положительные постоянные C4

и γ такие, что для достаточно малых h справедливо неравенство

2λ̃1(h)

h
h

β(q−λ)
q+1 ≤ C4h

γ . (4.22)

В силу (4.22) и того факта, что функция E(·) являются возрастаю-
щей, можем продолжить (4.21):

C9h

λ̃1(h)
≤ E

(
2 meas {x : C4h

γ ≥ ã(x)}
)
,

что и требовалось доказать.
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5. Доказательство теоремы 1.1 при N = m(q + 1)

Затухание решений в случае N = m(q+1). Интегрируя неравен-
ство (4.11) леммы 4.2 по h, имеем:

c∫

0

dh

λ̃1(h)
≤

c∫

0

meas {x : C4h
γ ≥ ã(x)}

h

×
(
− ln(meas {x : C4h

γ ≥ ã(x)})
)
dh = I4.

В результате замены переменной s = C4h
γ ⇒ ds = γ C4h

γ dh
h , т.е.

dh
h = ds

γs , приходим к:

I4 =
1

γ

c̃∫

0

meas {x : ã(x) ≤ s}
(
− ln(meas {x : ã(x) ≤ s})

)

s
ds < +∞

в силу условия теоремы 1.1 и предложений 6.3, 6.4. Неравенство (2.8)
и лемма 2.2 завершают доказательство основного результата при N =
m(q + 1).

6. Приложение

6.1. Класс Sϕ

Пусть функция ϕ определена на [0, γ] для некоторого γ > 0 и
имеют место свойства:

(1) ϕ(0) = 0,

(2) ϕ — неубывающая на [0, γ] функция,

(3) ϕ(t) > 0, ∀ t ∈ (0, γ],

(4) существуют C > 0 и γ′ ∈ (0, γ] такие, что для всех α, β из [0, γ′]
справедливо неравенство ϕ(α+ β) ≤ C (ϕ(α) + ϕ(β)) .

Положим

Sϕ =

{
a ∈ L∞(Ω) | ∃ c > 0 :

c∫

0

ϕ
(
meas{x ∈ Ω : |a(x)| ≤ t}

)

t
dt <+∞

}
.

Основные свойства класса Sϕ см. в работе [31].
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Предложение 6.1. Для α > 0 справедливо неравенство:

meas

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣ exp

(
− ω(|x|)

|x|α
)∣∣∣∣ ≤ s

}
≤ CN

(
ω(|x|)
− ln s

)N
α

. (6.1)

Доказательство.

meas

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣ exp

(
− ω(|x|)

|x|α
)∣∣∣∣ ≤ s

}

= meas

{
x ∈ Ω : |x|α ≤ ω(|x|)

− ln s

}

= meas

{
x ∈ Ω : |x| ≤

(
ω(|x|)
− ln s

) 1
α
}

≤ CN

(
ω(|x|)
− ln s

)N
α

,

что и требовалось доказать.

Предложение 6.2 ([31, Prop. 4.9]). Пусть f , g — возрастающие
функции, определенные в окрестности +∞ и такие, что

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = +∞.

Если выполнено неравенство f(x) ≤ g(x) для достаточно больших
x, то справедливо f−1(x) ≥ g−1(x) при достаточно больших x.

Предложение 6.3 ( [31, Prop. 4.2]). Для α > 0 имеет место
exp

(
− 1

|x|α
)
∈ Sϕ, где ϕ(t) = tβ, β > 0.

Предложение 6.4 ([31, Theor. 4.1]). Если a и b принадлежат Sϕ,
то ab ∈ Sϕ.

Предложение 6.5. Для 0 < α < N имеет место exp
(
− 1

|x|α
)
∈ Sϕ,

где ϕ(t) = t(− ln t).

Доказательство. В силу предложения 6.1 и монотонности функции
ϕ(t) = t(− ln t) имеем

ϕ
(

meas
{
x ∈ Ω :

∣∣∣ exp
(
− 1

|x|α
)∣∣∣ ≤ s

})
≤ ϕ

(
CN (− ln s)−

N
α

)

= CN (− ln s)−
N
α

{
− ln

(
CN (− ln s)−

N
α

)}
.

Отсюда понятно, что для доказательства предложения 6.5 достаточ-
но показать сходимость следующего интеграла:

I5 =

c∫

0

ln(− ln t) dt

t(− ln t)
N
α

.
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С этой целью сделаем замену под интегралом: − ln t = u ⇒ t = e−u,
а значит dt = −e−udu. Отметим, что для ε > 0 справедливо lnu

uε → 0
и будем считать здесь, не нарушая общности, что c1 > 1, тогда

I5 = −
c1∫

+∞

lnu

u
N
α

du =

+∞∫

c1

lnu

uε
du

u
N
α
−ε

≤ c2

+∞∫

c1

du

u
N
α
−ε

< +∞,

когда N
α − ε > 1. Очевидно, что lnu

u
N
α

≥ 1

u
N
α

при u ≥ e,
∫ +∞
c1

du

u
N
α

= +∞,

когда N
α ≤ 1.

6.2. Норма Люксембурга

Предложение 6.6. Справедливо равенство

‖v‖q+1
LA(E) = ‖vq+1‖LM (E),

где M(t) = A( q+1
√
t), ‖v‖LM (E) = inf

{
k > 0 :

∫
E A
(

q+1

√
|v(x)|
k

)
dx ≤ 1

}
.

Доказательство. По определению

‖v‖q+1
LA(E) = inf

{
k > 0 :

∫

E

A
( |v(x)|

k

)
dx ≤ 1

}q+1

.

Так,

‖v‖q+1
LA(E) = inf

{
k > 0 :

∫

E

A

(
q+1

√
|v(x)|q+1

kq+1

)
dx ≤ 1

}q+1

,

что дает

‖v‖q+1
LA(E) = inf

{
kq+1 > 0 :

∫

E

A

(
q+1

√
|v(x)|q+1

kq+1

)
dx ≤ 1

}

и ‖v‖q+1
LA(E) = ‖vq+1‖LM (E).

Предложение 6.7 ([31, Prop. 4.6]). Если B ≤ A, то справедливо
неравенство ‖v‖LB(E) ≤ ‖v‖LA(E).

Предложение 6.8 ([31, Prop. 4.7]). Если E,F — измеримые мно-
жества положительной меры и такие, что E ⊂ F , тогда имеет
место оценка ‖v‖LB(E) ≤ ‖v‖LB(F ).
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Предложение 6.9 ([31, Prop. 4.8]). Если B является N -функци-
ей, а F — измеримое множество положительной меры, то имеет
место следующее неравенство:

‖v‖LB(F ) ≤
‖v‖L∞(F )

B−1
(

1
meas(F )

) ∀ v ∈ L∞(F )
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