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Аннотация. В работе исследуются некоторые вопросы прибли-
жения классов MBr

p,θ периодических функций многих переменных
полиномами, построенными по системе Хаара. Для функций из этих
классов получены точные по порядку оценки наилучшего m-член-
ного приближения полиномами по системе Хаара, а также оценки
сверху приближения ступенчато-гиперболическими суммами Фурье–
Хаара.
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1. Введение

В настоящей работе изучаются вопросы, связанные с некоторыми
способами приближения классов MBr

p,θ периодических функций мно-
гих переменных полиномами, построенными по системе Хаара.

В первой части работы для функций из классов MBr
p,θ, 1 ≤ p ≤

∞, исследуется их наилучшее приближение полиномами по системе
Хаара с индексами из ступенчатых гиперболических крестов, а также
приближение ступенчато-гиперболическими суммами Фурье–Хаара в
метрике Lq([0, 1]

d), 1 < q <∞.
Во второй части работы устанавливаются точные по порядку оцен-

ки наилучшего m-членного приближения классов MBr
p,θ полиномами

по системе Хаара в пространстве Lq([0, 1]
d), 1 < q <∞.
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Для определения рассматриваемых аппроксимационных характе-
ристик и изложения истории их исследования приведем необходимые
обозначения и определения.

Пусть Lp([0, 1]
d), 1 ≤ p < ∞, — пространство 1-периодических по

каждой переменной и суммируемых в степени p на кубе [0, 1]d фун-
кций f(x) = f(x1, . . . , xd) с нормой, которая определяется следующим
образом:

||f ||p =

( ∫
[0,1]d

|f(x)|p dx

)1/p

.

Будем считать, что пространство L∞([0, 1]d) состоит из 1-периоди-
ческих по каждой переменной и непрерывных на [0, 1]d функций и
снабжено обычной равномерной нормой.

Всюду ниже будем предполагать, что для функций f ∈ Lp([0, 1]
d),

1 ≤ p ≤ ∞, выполняется условие

1∫
0

f(x) dxj = 0, j = 1, . . . , d.

В дальнейшем некоторые положительные величины µ1 и µ2 свя-
зываются отношением µ1 ≪ µ2 (µ1 ≫ µ2), если для них выполняется
неравенство µ1 ≤ C1µ2 (µ1 ≥ C2µ2) при некотором значении величи-
ны C1 > 0 (C2 > 0), которая не зависит от одного параметра, обозна-
ченного контекстом. Если же одновременно µ1 ≪ µ2 и µ2 ≪ µ1, то
будем писать µ1 ≍ µ2.

Приведём определение системы Хаара.
Пусть Dl, l ∈ Z+, обозначает множество всех двоичных интерва-

лов на отрезке [0, 1] вида I = [j2−l, (j + 1)2−l), j = 0, . . . , 2l − 1. Для
вектора s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd

+ положим

Ds = {I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ Dsj , j = 1, . . . , d}

и
Qn =

∪
||s||1≤n

Ds,

где ||s||1 = s1 + · · · + sd. Множество Qn называют ступенчатым ги-
перболическим крестом и для него имеет место соотношение (см.,
например, [1])

#Qn ≍ 2nnd−1, (1.1)

где через #A обозначено количество элементов конечного множества
A.
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Положим для I∈Ds, s∈Z+, I = [j2−s, (j+1)2−s), j = 0, . . . , 2s−1,

HI(t) = |I|−1/2


1, если t ∈ [j2−s, (j + 1

2)2
−s),

−1, если t ∈ [(j + 1
2)2

−s, (j + 1)2−s),

0, если t /∈ I,

где |I| = 2−s — длина двоичного интервала I.
В d-мерном случае для I = I1 × · · · × Id обозначим

HI(x) =
d∏

j=1

HIj (xj)

и
δs(f) =

∑
I∈Ds

cI(f)HI ,

где

cI(f) = (f,HI) =

∫
[0,1]d

f(x)HI(x) dx.

Приведем еще некоторые соотношения, которыми будем пользо-
ваться.

Теорема Литтлвуда–Пэли (см., [2, гл. 3]). Для любой функции
f ∈ Lp([0, 1]), 1 < p <∞, имеет место сотношение

C1(p)||f ||p ≤
∥∥∥∥( ∑

s∈Z+

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

≤ C2(p)||f ||p. (1.2)

Из (1.2) вытекает следующее неравенство (см., например, [3])

||f ||p ≤ C3(p)

( ∑
s∈Z+

||δs(f)||p0p
) 1

p0

, (1.3)

где p0 = min{p; 2}.
Пусть 1 ≤ p < q < ∞, тогда для f ∈ Lp([0, 1]

d) имеет место
неравенство [4]

||f ||q ≤ C(p, q, d)

( ∑
s∈Zd

+

(
||δs(f)||p 2||s||1(

1
p
− 1

q
)
)q) 1

q

. (1.4)

Заметим, что аналогичные к (1.3) и (1.4) неравенства имеют место и
для тригонометрической системы (см., например, [1, 5, 6]).
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Для r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ определим пространства MBr
p,θ,

которые являются аналогами пространств Никольского–Бесова фун-
кций смешанной гладкости, следующим образом:

MBr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]

d): ||f ||MBr
p,θ
<∞},

где

||f ||MBr
p,θ

:=

( ∑
s∈Zd

+

(2r||s||1 ||δs(f)||p)θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (1.5)

||f ||MBr
p,∞ := ||f ||MHr

p
:= sup

s∈Zd
+

||δs(f)||p
2−r||s||1

. (1.6)

Далее, через MBr
p,θ обозначим единичный шар пространства

MBr
p,θ, т.е.

MBr
p,θ := {f ∈MBr

p,θ : ||f ||MBr
p,θ

≤ 1}. (1.7)

Множества MBr
p,θ будем называть классами. Согласно определений

(1.5)–(1.7) имеют место вложения

MBr
p,1⊂ MBr

p,θ1 ⊂ MBr
p,θ2 ⊂ MBr

p,∞, 1 < θ1 < θ2 <∞. (1.8)

2. Приближения классов MBr
p,θ

ступенчато-гиперболическими суммами
по системе Хаара

Пусть

H(Qn) :=

{
t =

∑
|I|≥2−n

aIHI , aI ∈ R, n ∈ N
}

—

множество полиномов по системе Хаара с индексами из множества
Qn, а

SH(Qn)(f) :=
∑

||s||1≤n

δs(f) — (2.1)

ступенчато-гиперболическая сумма Фурье–Хаара функции f . Для
f ∈ Lq([0, 1]

d) положим

EH(Qn)(f)q := inf
t∈H(Qn)

||f − t||q — (2.2)

наилучшее приближение функции f в метрике пространства
Lq([0, 1]

d) полиномами из множества H(Qn), и

EH(Qn)(f)q = ||f − SH(Qn)(f)||q — (2.3)
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величина приближения функции f в метрике пространства Lq([0, 1]
d)

частной суммой Фурье–Хаара вида (2.1).
Непосредственно из определений (2.2) и (2.3) видим, что величины

EH(Qn)(f)q и EH(Qn)(f)q связаны неравенством

EH(Qn)(f)q ≤ EH(Qn)(f)q. (2.4)

Сформулируем и докажем теорему, в которой установлены поряд-
ковые оценки сверху для величин

EH(Qn)(MBr
p,θ)q = sup

f∈MBr
p,θ

EH(Qn)(f)q

и
EH(Qn)(MBr

p,θ)q = sup
f∈MBr

p,θ

EH(Qn)(f)q.

Теорема 2.1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q <∞, 1 ≤ θ <∞,
(
1
p − 1

q

)
+
<

r < 1, тогда

EH(Qn)(MBr
p,θ)q ≤ EH(Qn)(MBr

p,θ)q

≪

2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
n
(d−1)

(
1
q
− 1

θ

)
+ , 1 ≤ p < q <∞,

2−rn n
(d−1)

(
1
p0

− 1
θ

)
+ , 1 < q ≤ p ≤ ∞,

где p0 = min{p; 2}, a+ = max{a; 0}.

Доказательство. Для f ∈ MBr
p,θ при 1 ≤ p < q ≤ θ < ∞, используя

неравенства (2.4), (1.4) и неравенство Гельдера (с показателем θ
q ),

получим

EH(Qn)(f)q ≤ EH(Qn)(f)q =

∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

δs(f)

∥∥∥∥
q

≪
( ∑

||s||1>n

(
||δs(f)||p 2(

1
p
− 1

q
)||s||1

)q) 1
q

=

( ∑
||s||1>n

(
2r||s||1 ||δs(f)||p

)q

2
−q||s||1(r− 1

p
+ 1

q
)
) 1

q

≤
( ∑

||s||1>n

2r||s||1θ||δs(f)||θp
) 1

θ
( ∑

||s||1>n

2
−||s||1(r− 1

p
+ 1

q
) qθ
θ−q

) θ−q
qθ
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≪ ||f ||MBr
p,θ
2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
) ≤ 2

−(r− 1
p
+ 1

q
)n
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
)
. (2.5)

Если же 1 ≤ p < q < ∞, а 1 ≤ θ < q, то используя (1.8) и (2.5),
получим

EH(Qn)(MBr
p,θ)q ≤ EH(Qn)(MBr

p,q)q ≪ 2
−(r− 1

p
+ 1

q
)n
.

Пусть теперь 1 < q = p < ∞. В случае θ ≥ p0 = min{p, 2},
используя (1.3), неравенство Гельдера (с показателем θ

p0
), имеем

EH(Qn)(f)p ≤
∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

δs(f)

∥∥∥∥
p

≪

( ∑
||s||1>n

(
2r||s||1 ||δs(f)||p 2−r||s||1

)p0 ) 1
p0

≤
( ∑

||s||1>n

2r||s||1θ||δs(f)||θp
) 1

θ
( ∑

||s||1>n

2
−r

θp0
θ−p0

||s||1
) θ−p0

θp0

≪ ||f ||MBr
p,θ
2−rnn

(d−1)( 1
p0

− 1
θ
) ≤ 2−rnn

(d−1)( 1
p0

− 1
θ
)
. (2.6)

Если же 1 < q = p < ∞ и 1 ≤ θ < p0, то, используя (1.8) и (2.6),
получаем

EH(Qn)(MBr
p,θ)q ≤ EH(Qn)(MBr

p,p0)q ≪ 2−rn. (2.7)

Для случая 1 ≤ q < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞, вследствие неравенства
|| · ||q ≤ || · ||p и доказанных выше оценок (2.6) и (2.7), имеем

EH(Qn)(MBr
p,θ)q ≤ EH(Qn)(MBr

p,θ)p ≪ 2−rnn
(d−1)( 1

p0
− 1

θ
)+ .

Наконец, при 1 < q < ∞, p = ∞, 1 ≤ θ < ∞, в силу вложения
Br

∞,θ ⊂ Br
q+1,θ, а также оценок (2.6) и (2.7), получим

EH(Qn)(MBr
∞,θ)q ≤ EH(Qn)(MBr

∞,θ)q+1 ≤ EH(Qn)(MBr
q+1,θ)q+1

≪ 2−rnn(d−1)( 1
2
− 1

θ
)+ .

Теорема 2.1 доказана.
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3. Наилучшие m-членные приближения классов MBr
p,θ

полиномами по системе Хаара

Для заданного множества D элементов некоторого банахова про-
странства B наилучшим m-членным приближением элемента f ∈ B
по отношению к системе D является величина (см., например, [7])

σm(f,D)B = inf
gj∈D,aj

∥∥∥∥f −
m∑
j=1

ajgj

∥∥∥∥
B

, m = 1, 2, . . . . (3.1)

Для F ⊂ B полагаем

σm(F,D)B = sup
f∈F

σm(f,D)B. (3.2)

Величина σm(f, {eikx}k)L2 для функций f ∈ L2[0, 2π] одной пере-
менной была введена С. Б. Стечкиным [8] при формулировке кри-
терия абсолютной сходимости ортогональных рядов. Впоследствии
исследования величин (3.1), (3.2) для тех или иных функциональ-
ных классов, проводились в работах многих авторов (см., напри-
мер, [1, 6, 9–14], где можно также ознакомиться с более подробной
информацией по данному вопросу). Относительно исследования ве-
личин (3.1) и (3.2) для системы Хаара H = {HI}I отметим рабо-
ты [7,15–20].

Пусть D — ортонормированная система в гильбертовом прост-
ранстве H ⊂ B такова, что для любого f ∈ B определены числа
aj = (f, gj), gj ∈ H, j = 1, 2, . . . , где (·, ·) — скалярное произведение в
H. Определим величину

σ⊥m(f,D)B = inf
gj∈D

∥∥∥∥f −
m∑
j=1

(f, gj) gj

∥∥∥∥
B

, m = 1, 2, . . . , (3.3)

которая называется наилучшим m-членным ортогональным прибли-
жением элемента f ∈ B по системе D. Для F ⊂ B полагаем

σ⊥m(F,D)B = sup
f∈F

σ⊥m(f,D)B. (3.4)

Заметим, что непосредственно из определений (3.1) и (3.3) следует
соотношение

σm(f,D)B ≤ σ⊥m(f,D)B. (3.5)

Величины σ⊥m(f,D)B и σ⊥m(F,D)B были введены Э. С. Белинским
[21] в случае, когда D = T = {ei(k,x)}, (k, x) = k1x1 + · · · + kdxd,
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B = Lq([0, 2π]
d) и затем эти величины изучались в работах [6, 22, 23]

и др.
Рассматривая в (3.2) и (3.4) в качестве D систему Хаара H =

{HI}I , а в качестве B — пространство Lq([0, 1]
d), полагая также,

что H = L2([0, 1]
d), а (f, gj) =

∫
[0,1]d f(x)gj(x) dx, f ∈ B, gj ∈ H,

сформулируем и докажем для σm(MBr
p,θ,H)q := σm(MBr

p,θ,H)Lq и
σ⊥m(MBr

p,θ,H)q := σ⊥m(MBr
p,θ,H)Lq следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть 1 < p, q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, 1
p < r < 1. Тогда для

любого m ≥ 2

σm(MBr
p,θ,H)q ≍ σ⊥m(MBr

p,θ,H)q ≍ m−r
(
logd−1

2 m
)r+ 1

2
− 1

θ
. (3.6)

Доказательство. Установим сначала в (3.6) оценки сверху для вели-
чины σ⊥m(MBr

p,θ,H)q. При этом будем использовать схему рассужде-
ний аналогичну той, которая применялась А. В. Андриановым [7] при
оценке величин σm(MHr

p,H)q.
По заданному m выберем n ∈ N, которое удовлетворяет соотно-

шению
m ≍ 2nnd−1. (3.7)

Введём следующие обозначения

∆Qk = Qk\Qk−1, Nk = #{s ∈ Nd : ||s||1 = k}, k ∈ N,

Mk = [#{∆Qn}2−η(k−n)], k > n,

где n ∈ N, а η > 0 — число, значение которого будет уточнено позже.
Заметим, что при этом

Nk ≍ kd−1, (3.8)

а, вследствие (1.1),
Mk ≍ 2nnd−12−η(k−n). (3.9)

Представим функцию f ∈ MBr
p,θ в виде

f = SH(Qn)(f) +
∞∑

k=n+1

∑
||s||1=k

δs(f)

= SH(Qn)(f) +

∞∑
k=n+1

∑
||s||1=k

∑
I∈Ds

(f,HI)HI (3.10)

и опишем процедуру построения полинома Pm, которым будем при-
ближать функцию f .
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Для каждого k = n + 1, n + 2, . . . и s : ||s||1 = k найдём
[
Mk/Nk

]
наибольших по модулю коэффициентов (f,HI), HI ∈ Ds, в сумме∑

I∈Ds

(f,HI)HI , (3.11)

содержащейся в (3.10).
Поскольку для функций Хаара (одной переменной) HIj с |Ij | =

2−kj , kj = 0, 1, . . . , при любом p ∈ [1;∞) и произвольных действи-
тельных aIj , имеет место равенство [24]

∥∥∥∥ ∑
|Ij |=2−kj

aIjHIj

∥∥∥∥
p

= 2
kj(

1
2
− 1

p
)
( ∑

|Ij |=2−kj

|aIj |p
) 1

p

,

то, для функций HI с I ∈ Ds, ||s||1 = k, имеем

||δs(f)||p = 2
||s||1( 12−

1
p
)
( ∑

I∈Ds

|(f,HI)|p
) 1

p

=

( ∑
I∈Ds

|(f,HI)|p
) 1

p

2
−k( 1

p
− 1

2
)
. (3.12)

Таким образом, вследствие (3.12), можем записать

( ∑
||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||θp
) 1

θ

= 2
k(r− 1

p
+ 1

2
)
( ∑

||s||1=k

( ∑
I∈Ds

|(f,HI)|p
) θ

p
) 1

θ

. (3.13)

Итак, для каждого k = n + 1, n + 2, . . . и s: ||s||1 = k выделим[
Mk/Nk

]
слагаемых (f,HI)HI из (3.11) (с наибольшими значениями

|(f,HI)|) и, по такому же принципу,
[
Mk/Nk

]
слагаемых |(f,HI)|p из

суммы
∑

I∈Ds
|(f,HI)|p в (3.13). Отметим, что каждое из оставши-

хся в (3.13) слагаемых |(f,HI)|p, а также каждый из коэфициентов
оставшихся в (3.10) и (3.11) слагаемых (f,HI)HI , в силу неравенства

2
k(r− 1

p
+ 1

2
)
( ∑

||s||1=k

( ∑
I∈Ds

|(f,HI)|p
) θ

p
) 1

θ

≤ 1,
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которое вытекает из оценки ||f ||MBr
p,θ

≤ 1 и равенств (1.5), (3.13),
будет удовлетворять соотношению

|(f,HI)| ≪ 2
−k(r− 1

p
+ 1

2
)
(
Nk

Mk

) 1
p

k−
d−1
θ . (3.14)

Таким образом, искомый полином Pm будет состоять из суммы
SH(Qn)(f) и всех выделенных (описанной выше процедурой) в (3.10)
и (3.11) слагаемых (f,HI)HI . Легко убедиться, что количество сла-
гаемых (f,HI)HI построенного полинома Pm равно по порядку m.

Действительно, принимая во внимание (1.1), (3.8), (3.9) и (3.7),
имеем

#Qn +

∞∑
k=n+1

[
Mk

Nk

]
kd−1 ≍ 2nnd−1 + 2nnd−1

∞∑
k=n+1

2−η(k−n)

≍ 2nnd−1 ≍ m.

Оценим теперь ||f − Pm||q сверху. В силу теоремы Литтлвуда–
Пэли, а также соотношений (3.10), (3.14), (3.8), (3.9), получаем (далее
χA обозначает индикатор множества A ⊂ Rd)

||f − Pm||q ≍
∥∥∥∥(∑

I

|(f − Pm,HI)|2 |HI |2
) 1

2
∥∥∥∥
q

≪
∥∥∥∥( ∞∑

k=n+1

∑
I∈∆Qk

2
−2k(r− 1

p
+ 1

2
)
k−

2(d−1)
θ

(
Nk

Mk

) 2
p

H2
I

) 1
2
∥∥∥∥
q

≍
∥∥∥∥( ∞∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
+ 1

2
)
k−

2(d−1)
θ

(
kd−1

Mk

) 2
p

2k
∑

I∈∆Qk

χI

) 1
2
∥∥∥∥
q

≪
∥∥∥∥( ∞∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
)
k−

2(d−1)
θ

(
kd−1

Mk

) 2
p

kd−1χ[0,1]d

) 1
2
∥∥∥∥
q

=

( ∞∑
k=n+1

2
−2k(r− 1

p
)
(
kd−1

Mk

) 2
p

k(d−1)(1− 2
θ
)

) 1
2

≍
( ∞∑

k=n+1

2
−2k(r− 1

p
)
2
kη 2

p
−(η+1) 2n

p n
− 2

p
(d−1)

k
(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
) 1

2

= 2
−(η+1)n

p n
− d−1

p

( ∞∑
k=n+1

2
−2k(r− 1

p
− η

p
)
k
(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
) 1

2

. (3.15)
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Поскольку 1
p < r < 1, то, очевидно, существует такое η > 0, для

которого r − 1
p − η

p > 0. Поэтому из (3.15), учитывая (3.7), имеем

σ⊥m(MBr
p,θ,H)q ≪ 2

−(η+1)n
p n

− d−1
p

(
2
−2n(r− 1

p
− η

p
)
n
(d−1)(1− 2

θ
+ 2

p
)
) 1

2

= 2−rnn(d−1)( 1
2
− 1

θ
) ≍ m−r

(
logd−1

2 m
)r+ 1

2
− 1

θ
.

Оценки сверху установлены.
Перейдём к получению в (3.6) оценки снизу. В работе [20] при

1 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, 0 < r < 1 доказано соотношение

σm(MBr
∞,θ,H)q ≍ m−r

(
logd−1

2 m
)r+ 1

2
− 1

θ
,

воспользовавшись которым, вследствие неравенства (3.5) и вложения
MBr

p,θ ⊃ MBr
∞,θ, 1 < p <∞, получим

σ⊥m(MBr
p,θ,H)q ≥ σm(MBr

p,θ,H)q ≥ σm(MBr
∞,θ,H)q

≍ m−r
(
logd−1

2 m
)r+ 1

2
− 1

θ
.

Оценка снизу установлена.
Теорема 2.1 доказана.

4. Замечания и комментарии к
полученным результатам

Оценка снизу в теореме 2.1, как видно из доказательства, справе-
длива при 0 < r < 1.

При 1 < q ≤ p < ∞, p ≥ 2, 2 ≤ θ < ∞ оценки сверху в те-
ореме 2.1 являются точными по порядку. Это является следствием
оценок снизу величины σm(MBr

p,θ,H)q в теореме 2.1 и неравенства
σm(f,H)q ≤ EH(Qn)(f)q, 1 < q <∞, где m = #Qn.

В. С. Романюком [25] установлено (как следствие одного резуль-
тата для произвольного натурального d), что для d = 1 при 1 ≤
p, θ < ∞, 1 < q < ∞, (1/p − 1/q)+ < r < 1/p имеет место оценка
σm(MBr

p,θ,H)q ≍ m−r. В случае 1 < q ≤ p <∞, p ≥ 2, 2 ≤ θ <∞ при
ограничении 1

p < r < 1, такая же оценка содержится в теореме 2.1 и
остается верной в силу сделанных выше замечаний и при 0 < r ≤ 1/p.

Отметим также, что в случае θ = ∞, т.е. для классов MHr
p, утвер-

ждения, аналогичные теоремам 2.1 и 2.1, ранее доказаны А. В. Ан-
дриановым [7].
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