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Аннотация. В работе изучается граничное поведение Q-гомео-
морфизмов на финслеровых многообразиях. Формулируются усло-
вия на функцию Q(x) и границы областей, при которых всякий Q-
гомеоморфизм допускает непрерывное или гомеоморфное продолже-
ние на границу.
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1. Введение

Финслеровы пространства были введены как обобщение римано-
вых многообразий на случай, когда метрика зависит не только от
координат, но и от направления. Известно, что изучение финслеро-
вой геометрии началось еще в 1854 году с известной работы Римана
“О гипотезах, лежащих в основаниях геометрии”, в которой были вве-
дены метрики, в том числе и финслерова. Сама геометрия Финслера
не получила должного развития, так как в своей диссертации (1918)
Финслер не использовал методы тензорного анализа, а лишь методы
вариации, которые были поставлены на первое место. И только в 1947
году, после того, как Рашевский вставил в свою книгу главу о фин-
слеровых многообразиях, наступил этап возрождения и интенсивного
развития для геометрии Финслера. Известно, что финслерова геоме-
трия имеет приложения к теории относительности [1,2], физике [3,4],
механике [5], математической биологии [6], а также теории оптималь-
ного управления [7]. Многочисленные примеры финслеровых много-
образий можно найти в работе [8].
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Напомним некоторые определения. Говорят, что область в топо-
логическом пространстве T — открытое линейно связное множество.
Область D называется локально связной в точке x0 ∈ ∂D, если для
любой окрестности U точки x0 найдется окрестность V ⊆ U точки
x0 такая, что V ∩D связно, ср. [15, c. 232]. Аналогично, говорят, что
область D локально линейно связна в точке x0 ∈ ∂D, если для любой
окрестности U точки x0 найдется окрестность V ⊆ U точки x0 такая,
что V ∩D линейно связно.

Напомним также, что n-мерное топологическое многообразие
Mn — это хаусдорфово топологическое пространство со счетной ба-
зой, в котором каждая точка имеет открытую окрестность, гомео-
морфную Rn. Картой на многообразии Mn называется пара (U,φ),
где U — открытое подмножество пространства Mn, а φ — гомео-
морфное отображение подмножества U на открытое подмножество
координатного пространства Rn, с помощью которого каждой точке
p ∈ U ставится во взаимно однозначное соответствие набор из n чи-
сел, ее локальных координат. Полный набор всех карт многообразия
называется его атласом.

Многообразие класса C1 — многообразие с картами (Uα, φα), ло-
кальные координаты которых связаны (C1) образом, см., напр. [10,
11].

Пусть всюду далее D — область в финслеровом пространстве
(Mn,Φ), n ≥ 2, TMn = ∪ TxMn — касательное расслоение к (Mn,Φ),
∀x ∈ Mn. Будем понимать под финслеровым многообразием (Mn,Φ),
n ≥ 2 — многообразие класса C1, с заданной на нем финслеровой
структурой Φ(x, ξ), где Φ(x, ξ) : TMn → R+ — функция дважды диф-
ференцируемая по ξ при любом x ∈ Mn, имеющая непрерывные на
TMn частные производные по ξ до второго порядка включительно и
удовлетворяющая условиям:

1) ∀ a > 0 выполнено Φ(x, aξ) = aΦ(x, ξ) и Φ(x, ξ) > 0 при ξ ̸= 0;

2) ∀ ξ, η ∈ TM квадратичная форма
n∑

i,j=1
g(x, ξ)ηiηj положительно

определена и ее элементы gij(x, ξ) — непрерывные функции по x и по
ξ, где

gij(x, ξ) =
1

2

∂2Φ2(x, ξ)

∂ξi∂ξj
, i, j = 1, 2, . . . , n (1.1)

— матрица Гессе, ср. [12].
Элемент длины в (Mn,Φ), n ≥ 2, определяем как дифференци-

ал дуги для бесконечно малого измеримого участка кривой γ ∈ D
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следующим образом

ds2Φ =

n∑
i,j=1

gij(x, ξ)dηidηj ,

cм., напр., [13]. Под геодезическим расстоянием dΦ(x, y) понимаем
инфимум длин кусочно-гладких кривых, соединяющих точки x и y
в (Mn,Φ), n ≥ 2. В соответствии с этим, если γ : [a, b] → Mn –—
кусочно-гладкая кривая и x(t) –— ее параметрическое задание, то в
дальнейшем предполагаем, что кривые ориентируемы естественным
образом прохождением параметра от a к b.

В финслеровой геометрии используют различные определения
объема: объем по Холмсу–Томпсону, Левнеру, Буземану и т.д. В на-
шей статье мы будем придерживаться определения объема по Бу-
земану (Буземану–Хаусдорфу), т.е. элемент объема на финслеровом
многообразии понимаем следующим образом:

dσΦ(x) =
√
det gi,j(x, ξ) dx

1 . . . dxn,

ср. [14]. Известно, что объем в финслеровом пространстве совпадает
с его хаусдорфовой мерой, индуцированной метрикой dΦ(x, y), если
Φ(x, ξ) обратимая функция, т.е. Φ(x, ξ) = Φ(x,−ξ) см., напр., [15].

2. О продолжении на границу обратных отображений

Пусть дано некоторое семейство Γ кривых в области D. Модуль
семейства Γ задаем равенством

M(Γ) = inf

∫
D

ρn(x) dσΦ(x) , (2.1)

где инфимум берется по всем борелевским неотрицательным фун-
кциям ρ таким, что для любой кривой γ ∈ Γ выполнено следующее
равенство ∫

γ

ρΦ(x, dx) =

∫
γ

ρds ≥ 1.

Функции ρ, удовлетворяющие этому условию, называются допусти-
мыми для Γ, ср. [12].

Пусть далее D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2, соо-

тветственно, и пусть Q : Mn → (0,∞) — измеримая функция. Будем
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говорить, что гомеоморфизм f : D → D′ называется Q-гомеоморфиз-
мом, если

M (fΓ) ≤
∫
D

Q(x) · ρn(x)dσΦ(x)

выполняется для любого семейства кривых Γ в D и любой допусти-
мой борелевой функции ρ семейства Γ. Эта концепция является есте-
ственным далекоидущим обобщением геометрического определения
квазиконформного отображения по Вяйсяля, см. [16].

Следующее утверждение впервые было получено на гладких ри-
мановых многообразиях в работе [17]. Его доказательство в финсле-
ровых пространствах требует некоторой модификации.

Лемма 2.1. Хаусдорфова размерность областей на финслеровых
многообразиях (Mn,Φ) относительно геодезического расстояния сов-
падает с топологической размерностью n. Кроме того, финслеровы
многообразия локально n-регулярны по Альфорсу.

Доказательство. Напомним, согласно [15], что под dΦ(z, y) = inf
γ
sγ

понимаем геодезическое расстояние, где инфимум берется по всем
кусочно-гладким кривым γ, соединяющим z и y в (Mn,Φ), sγ — длина
кривой γ. Здесь

sγ =

∫ √
gij(x(s∗))

dxi

ds∗

dxj

ds∗
ds∗,

где s∗ — естественный параметр длины кривой γ, см. [18], и в любых
локальных координатах | dxds∗

| = 1. Пусть η = (η1, . . . , ηn), где ηi =
dxi

ds∗
. Для того, чтобы оценить геодезическое расстояние dΦ(z, y) через

евклидово расстояние r(z, y) в локальных координатах, рассмотрим
функцию

φx0(η) = gij(x0) η
iηj , (2.2)

заданную на единичной сфере |η| = 1 в Rn, где x0 ∈ (Mn,Φ) —
фиксированная точка. По определению, gij положительно опреде-
лены и непрерывны, см. (1.1). Так как непрерывная на компакте
|η| = 1, η ∈ Rn, функция φx0(η) достигает на нем своего максимума
и минимума,

0 < mx0 < φx0(η) < Mx0 <∞ , (2.3)

где mx0 и Mx0 — константы, зависящие от x0.
Более того, ввиду непрерывной зависимости φx(η) по совокупно-

сти переменных x и η, (2.3) имеет место не только в точке x0, но и во
всех точках x некоторой окрестности x0.
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Таким образом, локально имеем двухстороннюю оценку геодези-
ческого расстояния между точками финслерового пространства через
евклидово расстояние в соответствующей системе координат

m · r(z, y) ≤ dΦ(z, y) ≤M · r(z, y) , (2.4)

где 0 < m ≤M <∞.

С другой стороны, из тех же соображений имеем локальную двух-
стороннюю оценку объема σΦ(B) =

∫
B

√
det gij dx

1 . . . dxn геодезиче-

ских шаров B(x0, R) = {x ∈ Mn : dΦ(x, x0) < R} через их евклидов
объем W (B)

m̃ ·W (B) ≤ σΦ(B) ≤ M̃ ·W (B), (2.5)

поскольку det gij положителен и непрерывен, см. [14].
Комбинируя (2.3) и (2.5), получаем, что локально

c ·Rn ≤ σΦ(B) ≤ C ·Rn,

где R — геодезический радиус шаров B.
Таким образом, финслеровы пространства являются локально n-

регулярными по Альфорсу, а значит их хаусдорфова размерность
совпадает с их топологической размерностью n, см. [19, c. 62].

Из леммы 2.1, в частности, получаем локальное условие удвоения
меры.

Следствие 2.1. Для любой точки x0 финслерового многообразия
(Mn,Φ) найдутся r0 > 0 и c ∈ (1,∞), такие что

σΦ(B(x0, 2r)) ≤ cσΦ(B(x0, r)) ∀ r ≤ r0. (2.6)

В дальнейшем, для множеств A,B и C из (Mn,Φ), n ≥ 2, симво-
лом ∆(A,B;C) обозначаем множество всех кривых γ : [a, b] → Mn,
соединяющих A и B в C, т.е. γ(a) ∈ A, γ(b) ∈ B и γ(t) ∈ C для всех
t ∈ (a, b).

Пусть далее D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2, соо-

тветственно. Будем говорить, что граница области D — слабо плоская
в точке x0 ∈ ∂D, если для любого числа P > 0 и любой окрестности
U точки x0 найдется ее окрестность V ⊂ U, такая что

M(∆(E,F ;D)) ≥ P (2.7)

для любых континуумов E и F в D, пересекающих ∂U и ∂V.
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Будем также говорить, что граница области D сильно достижи-
ма в точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки x0, най-
дется компакт E ⊂ D, окрестность V ⊂ U точки x0 и число δ > 0,
такие что

M(∆(E,F ;D)) ≥ δ

для любого континуума F в D, пересекающего ∂U и ∂V.
Граница области D называется сильно достижимой и слабо пло-

ской, если соответствующие свойства имеют место в каждой точке
границы, ср. [20].

Следующее предложение доказывается аналогично ранее приве-
денному для общих метрических пространств с мерами предложению
3.1 в [20].

Предложение 2.1. Если граница области D — слабо плоская в то-
чке x0 ∈ ∂D, то ∂D сильно достижима в точке x0.

Напомним далее, что

E0 = C(x0, f) := {y ∈ Mn
∗ : y = lim

k→∞
f(xk), xk → x0, xk ∈ D}

обозначает предельное множество отображения f в точке x0.
По лемме 4 из [21] и лемме 2.1 получаем следующее утверждение,

доказательство которого аналогично доказательству леммы 5 в [22].

Лемма 2.2. Пусть f : D → D′ — Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1(D).
Если область D локально линейно связна в точках x1 и x2 ∈ ∂D,
x1 ̸= x2, а D′ имеет слабо плоскую границу, то C(x1, f)∩C(x2, f) =
∅.

По лемме 2.2 получаем, в частности, следующее простое, но очень
важное заключение.

Теорема 2.1. Пусть D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2,

соответственно, D локально линейно связна во всех своих грани-
чных точках и D — компакт, область D′ имеет слабо плоскую гра-
ницу, а f : D → D′ — Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1(D). Тогда обратный
гомеоморфизм g = f−1 : D′ → D допускает непрерывное продолже-
ние g : D′ → D.

3. О непрерывном продолжении на границу

Условия на функцию Q в финслеровых пространствах для непре-
рывного продолжения прямых отображений на границу носят более
сложный характер.
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По лемме 3 в [21] и лемме 2.1, в частности, получаем следующее
утверждение.

Лемма 3.1. Пусть D локально линейно связна в x0 ∈ ∂D, D ′ — ком-
пакт, а f : D → D ′ — Q-гомеоморфизм, такой что ∂D ′ сильно до-
стижима хотя бы в одной точке предельного множества C (x0, f),
Q : D → (0,∞) — измеримая функция, удовлетворяющая условию∫

D(x0,ε,ε0)

Q(x) · ψn
x0,ε(dΦ(x, x0)) dσΦ(x) = o(Inx0,ε0(ε)) (3.1)

при ε → 0 для некоторого достаточно малого ε0 ∈ (0, d(x0)), где
d(x0) := sup

x∈D
dΦ(x, x0), D(x0, ε, ε0) = {x ∈ D : ε < dΦ(x, x0) < ε0}

и ψx0,ε(t) — семейство неотрицательных измеримых (по Лебегу)
функций на (0,∞), таких что

0 < Ix0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψx0,ε(t) dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε0). (3.2)

Тогда f продолжим в точку x0 по непрерывности на (Mn
∗ ,Φ∗).

Доказательство. Рассуждая от противного, покажем, что предель-
ное множество E0 = C(x0, f) состоит из единственной точки. Отме-
тим, что E0 ̸= ∅ ввиду компактности D′, см., напр., замечание 3, п. 41
в [15]. Граница ∂D′ сильно достижима в некоторой точке y0 ∈ E0 (по
условию леммы). Предположим, что существует хотя бы еще одна
точка y∗ ∈ E0. Пусть U = B(y0, r0), где 0 < r0 < d′Φ∗

(y0, y
∗).

В силу локальной линейной связности области D в точке x0, най-
дется последовательность окрестностей Vm точки x0 такая, что Dm =
D ∩ Vm — области и diam(Vm) → 0 при m → ∞. Тогда найдутся то-
чки ym и y∗m ∈ Fm = fDm близкие к y0 и y∗, соответственно, для
которых d′Φ∗

(y0, ym) < r0 и d′Φ∗
(y0, y

∗
m) > r0, которые можно сое-

динить кривыми Cm в областях Fm, m = 1, 2, . . . . По построению
Cm ∩ ∂B(y0, r0) ̸= ∅ , ввиду связности Cm.

По условию сильной достижимости точки y0 найдется компакт
C0 ⊂ D′ и число δ > 0 такие, что

M(∆(C0, Cm, D
′)) ≥ δ (3.3)

для достаточно больших m, поскольку dist (y0, Cm) → 0 при m→ ∞.
Заметим, что K0 = f−1(C0) является компактом как непрерывный
образ компакта. Таким образом, ε0 = dist (x0,K0) > 0 в D.
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Пусть ψ∗
x0,ε — борелевская функция, такая что ψ∗

x0,ε(t) = ψx0,ε(t)
для п.в. t ∈ (0,∞), и ψ∗

x0,ε(t) = 0 для остальных t, которая существует
по теореме Лузина, см., напр., 2.3.5 в [7].

Заметим, что Ix0,ε0(ε) > 0 при малых ε ввиду (3.1) и функция

ρε(x) =

{
ψ∗
x0,ε(dΦ(x, x0))/Ix0(ε), x ∈ D(x0, ε, ε0),

0, x ∈ Mn\D(x0, ε, ε0),

допустима для Γε по предложению 2.4 в [21], где Γε — семейство
всех кривых в D, соединяющих геодезический шар Bε = {x ∈ Mn :
dΦ(x, x0) < ε}, ε ∈ (0, ε0), с компактом K0.

Следовательно,

M(fΓε) ≤
∫
D

Q(x) · ρnε (d(x, x0)) dσΦ(x)

≤ 1

Inx0,ε0(ε)

∫
D

Q(x) · ψn
x0,ε(d(x, x0)) dσΦ(x) → 0 (3.4)

при ε→ 0 ввиду (3.2).
С другой стороны, для любого ε ∈ (0, ε0) при больших m имеет

место включение Dm ⊂ Bε, и потому Cm ⊂ fBε, и, таким образом,

M(fΓε) ≥M(∆(C0, Cm;D′)) .

Следовательно, получаем противоречие между (3.4) и (3.3), т.е., пред-
положение о существовании второй точки y∗ ∈ E0 было неверным.

Следствие 3.1. В частности, если

lim
ε→0

∫
ε<dΦ(x,x0)<ε0

Q(x) · ψn(dΦ(x, x0)) dσΦ(x) < ∞ , (3.5)

где ψ(t) — неотрицательная измеримая функция на (0,∞) такая,
что

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) ,

и I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0, то Q-гомеоморфизм f : D → D′ продол-
жим в точку x0 по непрерывности в (Mn

∗ ,Φ
∗).
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Теорема 3.1. Пусть D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2,

соответственно, D локально линейно связна в точке x0 ∈ ∂D, D′ —
компакт и граница D′ сильно достижима. Если измеримая функция
Q : Mn → (0,∞) удовлетворяет условию∫

D(x0,ε,ε0)

Q(x)dσΦ(x)

dΦ(x, x0)n
= o

([
log

1

ε

]n)
(3.6)

при ε→ 0, где

D(x0, ε, ε0) = {x ∈ D : ε < dΦ(x, x0) < ε0}

для ε0 < d(x0) = sup
x∈D

dΦ(x, x0), то любой Q-гомеоморфизм f : D →

D′ продолжим в точку x0 по непрерывности в (Mn
∗ ,Φ∗).

Следствие 3.2. В частности, заключение теоремы 3.1 остается в
силе, если сходится сингулярный интеграл∫

Q(x)dσΦ(x)

dΦ(x, x0)n
(3.7)

в окрестности точки x0 в смысле главного значения.

Здесь как и в следствии 3.1 подразумевается, что Q продолжена
нулем вне D.

Пусть (Mn,Φ) — финслерово многообразие, n ≥ 2. Будем гово-
рить, что функция φ : Mn → R имеет конечное среднее колебание в
точке x0 ∈ Mn, сокр. φ ∈ FMO(x0), если

lim
ε→0

1

σΦ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φ̃ε| dσΦ(x) <∞ ∀ x0 ∈ Mn, (3.8)

где

φ̃ε =
1

σΦ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

φ(x) dσΦ(x) (3.9)

— среднее значение функции φ(x) по геодезическому шару B(x0, ε)
относительно меры объема σΦ. Пишем также φ ∈ FMO, если φ ∈
FMO(x0) для всех x0 ∈ Mn.

Частные случаи следующей леммы были сначала доказаны для
BMO функций и внутренних точек области D в R2 (а также в Rn

при n ≥ 3), затем — для FMO функций и граничных точек области
D в Rn при n ≥ 2 с условием удвоения меры, см. историю вопроса
более подробно в главе 13 монографии [20].
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Лемма 3.2. Пусть D — область в (Mn,Φ), x0 ∈ D и

σΦ(D∩B(x0, 2r)) ≤ γ · logn−2 1

r
·σΦ(D∩B(x0, r)) ∀ r ∈ (0, r0) . (3.10)

Тогда для любой неотрицательной функции φ : D → R класса
FMO(x0) ∫

D∩A(ε,ε0)

φ(x) dσΦ(x)(
dΦ(x, x0) log

1
dΦ(x,x0)

)n = O

(
log log

1

ε

)
(3.11)

при ε → 0 и некотором ε0 ∈ (0, δ0), где δ0 = min (e−e, d0), d0 =
sup
x∈D

dΦ(x, x0),

A(ε, ε0) = {x ∈ X : ε < dΦ(x, x0) < ε0}.

Доказательство. Выберем ε0 ∈ (0, δ0) такое, что функция φ инте-
грируема в D0 = D ∩B0 относительно меры σΦ, где B0 = B(x0, ε0) —
геодезический шар,

δ = sup
r∈(0,ε0)

−
∫
D(r)

|φ(x)− φr| dσΦ(x) <∞ ,

D(r) = D ∩B(r), B(r) = B(x0, r) = {x ∈ Mn : dΦ(x, x0) < r}.
Далее, пусть ε1 < 2−1ε0, εk = 2−kε0, Ak = {x ∈ Mn : εk+1 ≤

dΦ(x, x0) < εk}, Bk = B(εk) и пусть φk — среднее значение функции
φ(x) в Dk = D ∩ Bk, k = 0, 1, 2 . . . относительно меры σΦ. Выберем
натуральное число N такое, что ε ∈ [εN+1, εN ) и обозначим κ(t) =

(t log2 1/t)
−n. Тогда D ∩A(ε, ε0) ⊂ ∆(ε) :=

N∪
k=0

∆k, где ∆k = D ∩Ak и

η(ε) =

∫
∆(ε)

φ(x) κ(dΦ(x, x0)) dσΦ(x) ≤ |S1| + S2,

S1(ε) =

N∑
k=1

∫
∆k

(φ(x)− φk) κ(dΦ(x, x0)) dσΦ(x) ,

S2(ε) =

N∑
k=1

φk

∫
∆k

κ(dΦ(x, x0)) dσΦ(x) .

Так как Dk ⊂ D(2dΦ(x, x0)) для x ∈ ∆k, то по лемме 2.1 и след-
ствию 2.1 σΦ(Dk) ≤ σΦ(D(2dΦ(x, x0))) ≤ C · 2n · dΦ(x, x0)n, т.е.

1

dΦ(x, x0)n
≤ C · 2n 1

σΦ(Dk)
.
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Кроме того, 1
(log2

1
dΦ(x,x0)

)n
≤ 1

kn для x ∈ ∆k и, таким образом,

|S1| ≤ δC · 2n
N∑
k=1

1

kn
≤ 2δC · 2n ,

поскольку при n ≥ 2

∞∑
k=2

1

kn
<

∫ ∞

1

dt

tn
=

1

n− 1
≤ 1.

Далее, ∫
∆k

κ(dΦ(x, x0)) dσΦ(x) ≤ 1

kn

∫
Ak

dσΦ(x)

dΦ(x, x0)n

≤ C · 2n

kn
· σΦ(Gk)− σΦ(Gk+1)

σΦ(Gk)
≤ C2n

kn
.

Кроме того, по условию (3.10)

σΦ(Dk−1) = σΦ(B(2εk) ∩D)) ≤ γ · logn−2
2

1

εk
· σΦ(Dk) ,

а потому

|φk − φk−1| =
1

σΦ(Dk)

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Dk

(φ(x)− φk−1) dσΦ(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

γ · logn−2
2

1
εk

σΦ(Dk−1)

∫
Dk−1

|(φ(x)− φk−1)| dσΦ(x) ≤ δ · γ · logn−2
2

1

εk

и, по убыванию εk,

φk = |φk| ≤ φ1 +

k∑
l=1

|φl − φl−1| ≤ φ1 + kδγ · logn−2
2

1

εk
.

Следовательно, поскольку при n ≥ 2

∞∑
k=1

1

kn
≤ 1 +

∞∫
1

dt

tn
= 1 +

1

n− 1
≤ 2 ,
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имеем следующие оценки

S2 = |S2| ≤ C2n
N∑
k=1

φk

kn
≤ C2n

N∑
k=1

φ1 + kδγ · logn−2
2

1
εk

kn

≤ C2n

(
2φ1 + δγ

N∑
k=1

(k + log2 ε
−1
0 )n−2

kn−1

)

= C2n

(
2φ1 + δγ

N∑
k=1

1

k

(k + log2 ε
−1
0 )n−2

kn−2

)

≤ C2n

(
2φ1 + δγ(1 + log2 ε

−1
0 )n−2

N∑
k=1

1

k

)
и

η(ε) ≤ 2n+1C(δ + φ1) + 2nCδγ(1 + log2 ε
−1
0 )n−2

N∑
k=1

1

k
.

Так как
N∑
k=2

1

k
<

N∫
1

dt

t
= logN < log2N

и для ε0 ∈ (0, 2−1) и ε < εN

N < N + log2

(
1

ε0

)
= log2

1

εN
< log2

1

ε
,

то при ε0 ∈ (0, δ0), δ0 = min(e−e, d0) и ε→ 0

η(ε) ≤ 2n+1C(δ + φ1) + 2nCδγ(1 + log2 ε
−1
0 )n−2

(
1 + log2 log2

1

ε

)

= O

(
log log

1

ε

)
.

Теорема 3.2. Пусть D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2,

соответственно, D локально линейно связна в точке x0 ∈ ∂D, ∂D′

сильно достижима, а замыкание D′ компактно. Если Q ∈ FMO(x0),
то любой Q-гомеоморфизм f : D → D′ продолжим в точку x0 по не-
прерывности на (Mn

∗ ,Φ∗).
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Следствие 3.3. Пусть D локально линейно связна в точке x0 ∈ ∂D,
∂D′ сильно достижима, а D′ компактно. Если

lim
ε→0

1

σΦ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

Q(x) dσΦ(x) <∞,

то любой Q-гомеоморфизм f : D → D′ продолжим в точку x0 по
непрерывности на (Mn

∗ ,Φ∗).

Теорема 3.3. Пусть D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2,

соответственно, D локально линейно связна на границе, ∂D′ сильно
достижима, D′ компактно. Если Q принадлежит FMO, то любой
Q-гомеоморфизм f : D → D′ допускает непрерывное продолжение
f : D → D′.

4. Гомеоморфное продолжение на границу

Комбинируя результаты подразделов 2 и 3, получаем следующие
теоремы.

Лемма 4.1. Пусть D локально связна на границе, ∂D′ — слабо пло-
ская, а D и D′ компактны. Если функция Q ∈ L1(D) удовлетворяет
условию (3.1) в каждой точке x0 ∈ ∂D, то любой Q-гомеоморфизм
f : D → D′ продолжим до гомеоморфизма f : D → D′.

Теорема 4.1. Пусть D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2,

соответственно, D и D′ имеют слабо плоские границы, а D и D′ —
компакты и пусть Q : Mn → (0, ∞) — функция класса L1(D) с∫

D(x0,ε,ε0)

Q(x)dσΦ(x)

dΦ(x, x0)n
= o

([
log

1

ε

]n)
(4.1)

в каждой точке x0 ∈ ∂D, где

D(x0, ε, ε0) = {x ∈ D : ε < dΦ(x, x0) < ε0},

ε0 = ε(x0) < d(x0) = sup
x∈D

dΦ(x, x0) . Тогда любой Q-гомеоморфизм

f : D → D′ допускает продолжение до гомеоморфизма f : D → D′.

Следствие 4.1. В частности, заключение теоремы 4.1 имеет мес-
то, если сингулярный интеграл∫

Q(x)dσΦ(x)

dΦ(x, x0)n
(4.2)

сходится в смысле главного значения во всех граничных точках.
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Теорема 4.2. Пусть D и D′ — области в (Mn,Φ) и (Mn
∗ ,Φ∗), n ≥ 2,

соответственно, D локально линейно связна на границе, ∂D′ — сла-
бо плоская, замыкания D и D′ компактны. Если Q принадлежит
классу FMO, то любой Q-гомеоморфизм f : D → D′ допускает го-
меоморфное продолжение f : D → D′.

Таким образом результаты статьи распространяют (и усиливают)
хорошо известные теоремы М. Вуоринена, Дж. Вяйсяля, Ф. Геринга,
О. Мартио, Р. Някки, У. Сребро, Э. Якубова и др. о квазиконформ-
ных отображениях в Rn, n ≥ 2, на Q-гомеоморфизмы в финслеровы
пространства.
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