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Розглянуто вплив швидкостi руху фокальної точки самофоку-
сування та фазової самомодуляцiї на частотно-кутовi спектри
випромiнювання параметричної антистоксової компоненти ви-
мушеного комбiнацiйного розсiяння. Враховано фазову само-
модуляцiю як збуджуючого, так i розсiяного антистоксового
випромiнювання. Пояснено утворення протяжних антистоксо-
вих частотно-кутових смуг. У випадку збiгання швидкостi фо-
кальної точки самофокусування з фазовою швидкiстю нелiнiй-
ної поляризацiї на антистоксовiй комбiнацiйнiй частотi та фа-
зовою швидкiстю розсiяного осьового випромiнювання утворю-
ються найiнтенсивнiшi частотно-кутовi смуги, якi описуються
спiввiдношеннями, характерними для черенковського випромi-
нювання. Зокрема, за збудження наносекундними лазерними
iмпульсами в толуолi такi смуги сягають довжини ≈−200 cм−1

вiдносно комбiнацiйної антистоксової частоти.

1. Вступ

У багатьох середовищах, в яких суттєвим є ефект
Керра, самофокусування (СФ) випромiнювання ла-
зерних iмпульсiв у дiапазонi наносекундної тривало-
стi внаслiдок змiни миттєвої потужностi iмпульсiв
приводить до перемiщення фокальної плями. Швид-
кiсть υfp фокальної плями визначається формою оги-
наючої лазерного iмпульсу. Чим швидше змiнюється
миттєва потужнiсть iмпульсу, тим бiльшою може бу-
ти швидкiсть υfp. На фронтi та спадi iмпульсу υfp

набуває як додатних, так i вiд’ємних значень та не
обмежена швидкiстю свiтла у вакуумi.

У роботi [1] зазначалося, що рух фокальної пля-
ми з надсвiтловою швидкiстю не суперечить спецi-
альнiй теорiї вiдносностi, оскiльки фокальна пляма в
рiзнi моменти часу утворюється внаслiдок СФ рiзних
часових фрагментiв вхiдного iмпульсу. Тож рух фо-
кальної плями не пов’язаний з перенесенням енергiї.

Проте з’являється сильна поляризацiя середовища,
наведена в рухомому фокусi, яка може мати надсвi-
тлову швидкiсть. Виникає ситуацiя, аналогiчна тiй,
за якої спостерiгається випромiнювання Вавiлова–
Черенкова.

За СФ породжуються в практичному i теоретично-
му аспектi новi обставини, якi неможливо або важко
створити в iнших умовах та iншими технiчними засо-
бами.

Так, на вiдмiну вiд використання звичайних лiнз
довжина b фокальної областi змiнюється вiд ∼ 0,1 до
10 мм за її радiуса ∼5 мкм. Тривалiсть дiї самофо-
кусованого лазерного випромiнювання у фiксованiй
точцi середовища становить ∼ b/υfp. Коли швидкiсть
фокальної точки є надсвiтловою, то за мiнiмальної
довжини b тривалiсть дiї b/υfp зменшується до фемто-
секундного дiапазону навiть для наносекундних збу-
джуючих лазерних iмпульсiв.

Без СФ групова швидкiсть нелiнiйної поляриза-
цiї i групова швидкiсть збуджуючого лазерного iм-
пульсу практично збiгаються. За СФ нелiнiйнi опти-
чнi процеси, зокрема вимушене комбiнацiйне роз-
сiяння свiтла (ВКР), вимушене розсiювання свiтла
Мандельштама–Брiллюена, генерацiя оптичних гар-
монiк тощо, вiдбуваються в умовах, коли швидкiсть
огинаючої амплiтуди нелiнiйної поляризацiї є близь-
кою до υfp та не залежить вiд групових швидкостей
збуджуючих i генерованих компонент. Швидкiсть υfp

фокальної точки СФ є змiнною та, в принципi, кон-
трольованою, внаслiдок залежностi вiд форми огина-
ючої та амплiтуди збуджуючого iмпульсу.

Без СФ ефективнiсть нелiнiйних оптичних процесiв
є максимальною за рiвностi усiх фазових i, як наслi-
док, групових швидкостей взаємодiючих та утворе-
них хвиль, що не завжди реалiзується. За СФ навiть
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у дисперсному середовищi ефективнiсть нелiнiйних
оптичних процесiв завдяки перспективам нових те-
хнологiй є принципово керованою та може бути опти-
мiзована за рахунок вибору υfp.

Проте на ефективнiсть нелiнiйних оптичних про-
цесiв в умовах СФ суттєво впливає фазова самомо-
дуляцiя (ФС) лазерного випромiнювання, яка змiнює
частоту та фазову узгодженiсть взаємодiючих хвиль.

У роботi проаналiзовано вплив руху фокальної
областi СФ на параметричне антистоксове ВКР з ура-
хуванням ФС лазерного випромiнювання i випромi-
нювання антистоксової компоненти (АК), яка утво-
рюється в околi фокальної точки [2] та поширюється
до межi середовища (до спостерiгача) за змiнного в
часi та просторi показника заломлення.

Ранiше було показано [3], що частота АК у ВКР-
активних середовищах залежить вiд швидкостi фо-
кальної точки навiть у наближеннi “iдеальної тонкої
лiнзи”, коли змiна миттєвої потужностi лазерного iм-
пульсу приводить лише до змiни фокусної вiдстанi
наведеної лiнзи, а ФС є неiстотною. Таку ситуацiю
принципово нескладно реалiзувати, змiнюючи радiу-
си кривизни додаткової лiнзи за вiдсутностi СФ. Про-
те реальна наведена лiнза в СФ-середовищi змiнює
свою “товщину”, що приводить до значної ФС лазер-
ного випромiнювання та АК.

Теоретично та експериментально спектр випромi-
нювання самомодульованих лазерних iмпульсiв нано-
секундного дiапазону тривалостi є дослiдженим [4].
За перетину фокальною точкою вихiдної межi СФ-
середовища на фронтi лазерного iмпульсу спектраль-
нi розширення лазерного випромiнювання перевищу-
ють 100 см−1 у бiк зменшення частоти. Це пояснено
перехiдним ефектом на межi СФ-середовища, який
має деякi аналогiї з фiзичним механiзмом утворення
перехiдного випромiнювання [5]. У момент перетину
межi керрiвського середовища фокальною областю,
в якiй показник заломлення збiльшений та змiнний
у часi, змiнюються фази електромагнiтних полiв. Пе-
рехiдний ефект за СФ може використовуватися для
перебудови частоти та компресiї лазерних iмпульсiв
[6].

Спектральнi розширення лазерного випромiнюва-
ння внаслiдок ФС у ВКР-активних самофокусуючих
середовищах у подальшому приводять до розширен-
ня спектрiв ВКР, яке вiдбувається у фокальних обла-
стях СФ [2], тобто в околi фокальної точки.

Експериментально встановлено [7], що в частотно-
кутових спектрах конусного випромiнювання АК
ВКР спостерiгаються частотно (ω) – кутовi (θ) смуги
ω(θ) рiзної спектральної протяжностi. Найхарактер-

нiшими в залежностi частоти ω розсiяного випромi-
нювання вiд кута θ є параболоподiбнi частотно-кутовi
смуги ω (θ)−ωa ≈ (ω (θ = 0)− ωa)

(
1− θ2

/
θ2 (ωa)

)
, де

ωa – комбiнацiйна антистоксова частота, а кут θ вiд-
раховується мiж вiссю поширення лазерного iмпуль-
су i напрямком розсiяного конусного випромiнювання
АК (кут θ = 0 вiдповiдає осьовому розсiюванню).

Стоксовий зсув у вказаних смугах описується умо-
вою, подiбною до умови черенковського випромiнюва-
ння [7]: cos θ (ω) = υph(ω)/υap0(ωa), де υph (ω) – фазо-
ва швидкiсть розсiяного АК-випромiнювання на ча-
стотi ω пiд кутом θ, υap0(ωa) – фазова швидкiсть хви-
лi нелiнiйної поляризацiї середовища на частотi ωa за
вiдсутностi СФ. В умовах нормальної дисперсiї швид-
кiсть υap0(ωa) є надсвiтловою. Для частоти ω = ωa

маємо cos θ = kap0(ωa)/k(ωa), де kap0 i k – модулi хви-
льових векторiв поляризацiї та хвилi у середовищi.
На таку залежнiсть черенковського типу на комбi-
нацiйнiй антистоксовiй частотi ωa увага зверталася
ранiше [8]. Подiбнi залежностi спостерiгаються i за
збудження фемтосекундними лазерними iмпульсами,
зокрема, сфокусованими за допомогою аксикона [9].

Непоясненим залишився фiзичний механiзм утво-
рення некомбiнацiйних частот конусного випромiню-
вання АК черенковського типу та їх зв’язок зi швид-
кiстю фокальної точки i ФС лазерного випромiнюва-
ння. В роботi [7] лише з формальної точки зору по-
казано, що частотно-кутовий спектр експерименталь-
но спостережуваного широкосмугового конусного ви-
промiнювання АК аналiтично може бути задовiль-
но описаний умовою черенковського випромiнюван-
ня cos θ (ω) = υph(ω)/υap0(ωa), в якiй замiсть швидко-
стi зарядженої частинки фiгурує фазова швидкiсть
υap0(ωa) хвилi нелiнiйної поляризацiї середовища на
частотi ωa за вiдсутностi СФ i ФС.

Метою цiєї роботи є з’ясування та аналiти-
чний опис фiзичного механiзму, що зумовлює фор-
мування широкосмугового, залежного вiд кута,
АК-випромiнювання черенковського типу у ВКР-
активних СФ-середовищах з урахуванням ФС як збу-
джуючого, так i розсiяного антистоксового випромi-
нювання.

Актуальнiсть роботи визначається практично нев-
рахованими можливостями, якi реалiзуються за по-
єднання ВКР як ефективного методу перебудови ча-
стоти лазерного випромiнювання, та СФ, що забезпе-
чує просторове сканування згустками електромагнi-
тного поля iз необмеженою та заданою швидкiстю.
Швидкiсть υfp фокальної точки СФ не залежить без-
посередньо вiд групової швидкостi збуджуючого iм-
пульсу та швидкостi свiтла у вакуумi [1]. Це вiдкри-
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ває перспективи для створення нових джерел коге-
рентного випромiнювання з перебудовою частоти та
новими частотно-кутовими характеристиками. Одно-
часно з’являється можливiсть свiпування лазерного
випромiнювання на змiщенiй частотi.

2. Аналiтичний розгляд

Джерелом випромiнювання АК ВКР є хвиля
PNL(t, r) нелiнiйної поляризацiї середовища. Iнтен-
сивнiсть АК залежить як вiд просторово-часового
розподiлу амплiтуди, так i фази цiєї хвилi, оскiльки
необхiдним є фазове узгодження з полем антистоксо-
вого випромiнювання. За однакової поляризацiї всiх
хвиль, в електродипольному наближеннi для випад-
ку однорiдного немагнiтного i непровiдного середо-
вища, без урахування вiдбиття на межах середовища
частотно-кутова густина енергiї Wωθ АК у дальньо-
му полi для невеликих кутiв розсiяння θ (у межах
декiлькох градусiв) визначається за формулою [3]:

Wωθ =
ω4nω
8π2c3

∣∣∣∣∣∣
∫
V

dV

∞∫
−∞

PNL(t, r) exp[i(ωt− kr)]dt

∣∣∣∣∣∣
2

,

(1)

де k – хвильовий вектор розсiяного випромiнюван-
ня з модулем k = nω/c на частотi ω, n = n(ω) –
показник заломлення, c – швидкiсть свiтла у ваку-
умi, t – час, r – радiус-вектор, який сполучає поча-
ток системи координат з довiльною точкою об’єму V ,
де iснує нелiнiйна поляризацiя середовища. Фiзичний
змiст формули (1) полягає у розкладаннi нелiнiйної
поляризацiї в кожнiй точцi простору на неперервну
за частотою сукупнiсть монохроматичних точкових
джерел випромiнювання з подальшим пiдсумовува-
нням поля випромiнювання вiд цих джерел за про-
сторовими координатами з урахуванням фази самих
джерел i поля випромiнювання, яке надходить у то-
чку спостереження.

Для виконання розрахункiв частотно-кутової гу-
стини енергiї за формулою (1), необхiдно спочатку
визначити лише просторово-часову залежнiсть амплi-
туди i фази поляризацiї PNL(t, r). Проте в умовах СФ
i ФС це є дуже складною задачею.

Для спрощення розрахункiв використовуватимемо
наближення заданої поляризацiї. Вважатимемо, що
за нехтування СФ i ФС лiнiйно поляризоване збуджу-
юче лазерне випромiнювання з хвильовим вектором
kL (у середовищi) i частотою ωL поширюється вздовж
осi z та має фазу φL = ωLt − kLz. У тому самому

напрямi поширюється i збуджена лазером стоксова
комбiнацiйна компонента ВКР iз хвильовим вектором
ks та частотою ωs. Цi двi хвилi породжують кубiчну
поляризацiю середовища на антистоксовiй комбiна-
цiйнiй частотi ωa = 2ωL − ωs iз хвильовим вектором
kap0 = 2kL − ks. Оскiльки kL i ks мають однаковий
напрямок, то вектор kap0 теж спрямований уздовж
осi z i його модуль kap0 = 2kL − ks.

У випадку СФ внаслiдок збiльшення показника за-
ломлення Δn модуль kL зростає на величину ΔkL =
kLΔn/n i створюється фазова затримка δϕL(t, z) ла-
зерного випромiнювання. Тому маємо ϕL = ωLt −
kLz − δϕL(t, z). Затримка залежить вiд миттєвої iн-
тенсивностi збуджуючих iмпульсiв випромiнювання
та вiдстанi, а отже, часу t i координати z, та визна-
чається за виразом

δϕL(t, z) =

z∫
Zin

ΔkL(t, ζ)dζ. (2)

У (2) прийнято, що ВКР-активне самофокусуюче
середовище, розташоване в межах z = Zin – L/2 (на-
далi, координата zf утвореної фокальної точки роз-
глядається в iнтервалi zf = −L/2−L/2 i Zin � −L/2),
ζ – поточна координата iнтегрування на шляху мiж
вхiдною межею середовища i точкою z, в якiй роз-
глядається фаза. Затримку δϕL можна розрахувати
достатньо точно, що i було зроблено в [4]. У даному
випадку для приросту ΔkL(t, ζ) модуля хвильового
вектора лазерного випромiнювання внаслiдок збiль-
шення показника заломлення в кожнiй промiжнiй
точцi ζ на шляху Zin − z використаємо наближен-
ня

ΔkL (t, ζ) = Γf exp

[
−
(
ζ − υfp

(
t− z − ζ

υg

))2
/
b2

]
,

(3)

де Γf – максимальний прирiст ΔkL в центрi фокаль-
ної областi (у фокальнiй точцi), υfp – швидкiсть фо-
кальної точки з координатою zf = υfpt (припускає-
мо, що швидкiсть є сталою i zf(t = 0) = 0), υg –
групова швидкiсть свiтла на частотi лазерного випро-
мiнювання, b – ефективна довжина фокальної обла-
стi. Вираз (3) вiдображає ту ситуацiю, що деякий
часовий фрагмент лазерного iмпульсу, який в мо-
мент t перебуває в точцi z, був у точцi ζ в момент
t′ = t− (z − ζ)/υg. В цей момент координата фокаль-
ної точки становила z′f = υfpt

′ = υfp (t− (z − ζ)/υg).
Вiдповiдно вiдстань мiж фрагментом i фокальною то-
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чкою була ζ− z′f = ζ−υfp (t− (z − ζ)/υg). Це при гау-
совому розподiлi показника заломлення в фокальнiй
областi, пропорцiйному exp

[
− ((z − zf)/b)2

]
, дає шу-

каний вираз (3) для ΔkL(t, ζ).
Фокальна область утворюється поблизу вихiдної

межi середовища. За умови L/2 � |Zin|, b поблизу
вхiдної межi ΔkL(t, ζ) ≈ 0. Отже, в (2) нижню межу
iнтегрування можна замiнити на −∞.

ВКР переважно вiдбувається у центрi фокальної
областi СФ. Тому важливою є поведiнка фази збу-
джуючого лазерного випромiнювання саме в фокаль-
нiй точцi. Для фокальної точки пiдстановка z = υfpt
або t = z/υfp у (2), (3) дає

δϕL(t, z = υfpt) =
√
π

2
bΓf

∣∣∣∣ 1
1− υfp/υg

∣∣∣∣ , (4)

∂δϕL

∂t

∣∣∣∣
z=υfpt

= −Γf
υfp

1− υfp/υg
, (5)

∂δϕL

∂z

∣∣∣∣
z=υfpt

= Γf
1

1− υfp/υg
. (6)

Отже, з урахуванням СФ i ФС у фокальнiй точцi
частота ωLf та модуль kLf хвильового вектора лазер-
ного випромiнювання змiнюються i становлять:

ωLf =
∂ (ϕL)
∂t

∣∣∣∣
z=υfpt

= ωL + Γf
υfp

1− υfp/υg
, (7)

kLf = − ∂ (ϕL)
∂z

∣∣∣∣
z=υfpt

= kL + Γf
1

1− υfp/υg
. (8)

В околi фокальної точки, використовуючи першi
похiднi i лiнiйну апроксимацiю, для фазової затримки
маємо

δϕL(t, z) = δϕL(t, zf = υfpt)+

+
∂δϕL

∂t

∣∣∣∣
z=υfpt

(t− zf/υfp) +
∂ (ϕL)
∂z

∣∣∣∣
z=υfpt

(z − zf) =

=
√
π

2
bΓf

∣∣∣∣ 1
1− υfp/υg

∣∣∣∣−Γf
υfp

1− υfp/υg
t+Γf

1
1− υfp/υg

z.

(9)

Фазова самомодуляцiя лазерного випромiнюван-
ня переноситься на фазу ϕs стоксової компоненти

[10]. Тому фазу ϕap нелiнiйної поляризацiї PNL =
PNL

0 exp(−iϕap) середовища на антистоксовiй часто-
тi можна подати у виглядi

ϕap = 2ϕL − ϕs = 2 (ωLt− kLz − δϕL)−

− (ωst− ksz − δϕL) = ωat− kap0z − δϕL. (10)

Проте необхiдно враховувати, що мiж фокальною
точкою та вихiдною межею середовища також є змi-
на показника заломлення. Випромiненi поляризацiєю
хвилi на частотi ω змiнюють свою фазу на деяку ве-
личину δϕω(t, z), яка залежить вiд координати випро-
мiнюючого джерела та часу. Аналогiчно до того, як
отримано δϕL(t, z), для δϕω(t, z) у випадку θ = 0 мо-
жна записати:

δϕω(t, z) =

L/2∫
z

Δkω(t, ζ)dζ,

Δkω = Γf exp

[
−
(
ζ − υfp

(
t− z − ζ

υph

))2
/
b2

]
. (11)

Вiдмiннiсть полягає в тому, що замiсть групової
швидкостi υg свiтла на частотi лазерного випромiню-
вання, з якою рухався часовий фрагмент лазерного
iмпульсу, фiгурує фазова швидкiсть υph(ω) випромi-
нених хвиль на частотi ω та змiненi межi iнтегру-
вання. Вирази (11) враховують, що деякий фазовий
фронт, який в момент t вийшов з точки z, буде в то-
чцi ζ, яка розташована на шляху вiд z до вихiдної
межi середовища з координатою L/2, в момент t′′ =
t + (ζ − z)/υph. В цей момент координата фокальної
точки становитиме z′′f = υfpt

′′ = υfp (t+ (ζ − z)/υph).
Вiдстань мiж вказаним фазовим фронтом i фокаль-
ною точкою буде ζ − z′′f = ζ − υfp (t+ (ζ − z)/υph) =
ζ − υfp (t− (z − ζ)/υph) i вона визначає показник за-
ломлення у точцi ζ.

Для джерел у фокальнiй точцi, де амплiтуда по-
ляризацiї максимальна, фазова затримка δϕω стано-
вить:

δϕω|t= zf
υfp

= Γf

L/2∫
zf

exp

[
− (ζ − zf)2

b2

(
1− υfp

υph

)2
]
dζ.

(12)

Вираз (12) показує, що δϕω на вiдмiну вiд δϕL за-
лежить вiд координати фокальної точки i має певну
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особливiсть для швидкостей υfp = υph. Якщо дослi-
джувати поведiнку δϕω в областi υfp ≈ υph, то можна
використати iнтерполяцiю exp

[
−x2

]
≈ 1 − x2 i отри-

мати аналiтичний вираз для δϕω у фокальнiй точцi:

δϕω

∣∣∣∣ t = zf/υfp

υfp ≈ υph

=

= Γf

(L2 − zf
)
−

(
L
2 − zf

)3 (
1− υfp

υph

)2

3b2

 . (13)

За аналогiчних припущень для похiдних маємо

∂ (δϕω)
∂t

∣∣∣∣ t = zf/υfp

υfp ≈ υph

=
Γfυfp

b2

(
L

2
− zf

)2(
1− υfp

υph

)
,

(14)

∂ (δϕω)
∂z

∣∣∣∣ t = zf/υfp

υfp ≈ υph

=

= −Γf

[
1 +

υfp

υphb2

(
L

2
− zf

)2(
1− υfp

υph

)]
. (15)

В околi фокальної точки (z ≈ zf), використову-
ючи першi похiднi, лiнiйну апроксимацiю та нехту-
ючи членами, пропорцiйними (1− υfp/υph)2, фазову
затримку δϕω можна подати у виглядi

δϕω = Γf

[
L/2 +

(
υfp(L/2− z)2 (1− υfp/υph)

/
b2
)
t−

−
(

1 +
υfp

υph
(L/2− z)2 (1− υfp/υph)

/
b2
)
z

]
. (16)

З точнiстю до сталих членiв фаза ϕap нелiнiйної по-
ляризацiї з урахуванням обох фазових затримок δϕL,
δϕω i корекцiєю kap0 → kap0 +Γf (збiльшення модулiв
хвильових векторiв kL i ks у фокальнiй точцi внаслi-
док СФ, але без ФС) набуває вигляду

ϕap = ωat− kap0z − δϕL − δϕω =

=

(
ωa+

Γfυfp

1− υfp/υg
−Γfυfp

(L/2− z)2 (1− υfp/υph)
b2

)
t−

−

(
kap0+

Γf

1−υfp/υg
−Γf

υfp

υph

(L/2− z)2 (1−υfp/υph)
b2

)
z.

(17)

Припустимо, що амплiтуда PNL
0 поляризацiї дося-

гає максимального значення у фокальнiй точцi, а роз-
подiл амплiтуди є гаусовим iз пiвшириною b на рiвнi
e−1 по осi z i пiвшириною af по x та y. Тодi для ам-
плiтуди поляризацiї маємо

PNL
0 = PNL

0,max exp

[
−x

2 + y2

a2
f

− (z − υfpt)
2

b2

]
. (18)

Спад амплiтуди поляризацiї за вiссю z на вiдстанi
вiд точки zf дає змогу використовувати лiнiйну апро-
ксимацiю (17) для затримки фази, оскiльки похибка
у визначеннi фази поляризацiї нiвелюється її малою
амплiтудою.

Пiдставляючи PNL = PNL
0 exp(−iϕap) в (1), пiсля

аналiтичного iнтегрування по t, x, y для кута θ = 0
отримуємо вираз, у якому необхiдно виконати iнте-
грування по z:

Wωθ(θ=0)=
πnω4a4

f b
2

4υ2
fpc

3
PNL

0,max

2
∣∣∣∣
L/2∫
−L/2

dz exp
[
− b2

4υ2
fp

×

×

(
ω−ωa −

Γfυfp

1− υfp/υg
+

Γfυfp

b2

(
L

2
−z
)2(

1− υfp

υph

))2

−

−i

(
k−kap0 −

ω−ωa

υfp
−Γf

b2

(
L

2
− z
)2(

1− υfp

υph

)2
)
z

]∣∣∣∣2.
(19)

Подальшi розрахунки частотно-кутової густини
енергiї можна виконати лише чисельно.

Опис розсiювання АК з кутами θ 6= 0 вимагає дода-
ткових уточнень. Для цього повернемось до виразiв
(11). Нехай розсiяне конусне випромiнювання в пло-
щинi {x, z, y = 0}, в якiй розташована вхiдна щiлина
реєструючого спектрографа, поширюється з точки z
пiд кутом θ (рис. 1).

Припустимо, що деякий фазовий фронт хвилi ви-
йшов iз точки z у момент часу t. В точцi F (рис. 1)
фазовий фронт набуває поздовжньої координати ζ
i є вiддаленим вiд осi z на χ = (ζ − z) tgθ, а

вiд точки z на
√

(ζ − z)2 + χ2. Тому в точку ζ
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фронт надходить за часу t +
√

(ζ − z)2 + χ2

/
υph =

t + (ζ − z)/(υph cos θ). Фокальна точка в цей мо-
мент займе координату υfp (t+ (ζ − z)/(υph cos θ)).
Вiдстань мiж фронтом i фокальною точкою стано-
витиме ζ − υfp (t+ (ζ − z)/(υph cos θ)) за вiссю z i
(ζ − z) tgθ за вiссю x. Таким чином, збiльшення мо-
дуля хвильового вектора в точцi F (рис. 1) набуває
значення:

Δkω = Γf exp

[
−
(

(ζ − z) tgθ
af

)2

−

−

ζ − υfp

(
t+ ζ−z

υph cos θ

)
b

2]
, (20)

де af – радiус фокальної областi на рiвнi e−1 змiн Δn
i Δkω.

Для обчислення затримки δϕω фази величина Δkω
iнтегрується за ζ у межах {z − L/2}. Використання
виразу (20) без додаткових наближень суттєво ускла-
днює процедуру отримання наближеного аналiтично-
го виразу δϕω для θ 6= 0, аналогiчного (16).

Прийнятним спрощенням є таке подання δϕω для
джерел з максимальною амплiтудою коливань у фо-
кальнiй точцi:

δϕω|t= zf
υfp

= Γf

Lzθ∫
zf

exp

[
− (ζ − zf)2

b2

(
1− υfp

υph cos θ

)2
]
dζ,

(21)

де у порiвняннi з (12) замiнено υph на υph cos θ i верх-
ню межу L/2 iнтегрування на мiнiмальне значення
Lzθ = Min [L/2; z + af

√
π/(2 sin θ)] з двох вказаних

величин.
Можливiсть використання (21) перевiрялася чи-

сельними розрахунками. З фiзичної точки зору ви-
раз (21) є наслiдком замiни гаусового розподiлу Δkω
за вiссю x на ступiнчастий розподiл у фокальнiй пло-
щинi z = zf :

Δkω (x, y = 0− af) = Γf , Δkω (x, y > af) = 0

зi збереженням результуючого значення δϕω|t=zf/υfp

для хвиль, якi поширюються з фокальної то-
чки за спiввiдношення швидкостей υfp/υph в околi
υfp/υph ≈ 1.

Вираз (21) iдентичний отриманому ранiше виразу
(12) пiсля замiн L/2 → Lzθ, υph → υph cos θ. Такi

x

y

z L/2

F

z

ζ

θ

χ

Рис. 1. Поширення розсiяного випромiнювання з точки z до
межi середовища

пiдстановки дають змогу подальшого використання
отриманих результатiв (16), (17) у випадку θ 6= 0 i
υph ≈ υph.

Для опису частотно-кутової структури розсiяння
АК важливим є врахування фази хвиль, утворюва-
них у межах всiєї фокальної областi. Обмежимося
урахуванням змiн Δn у фокальнiй площинi, де ам-
плiтуда нелiнiйної поляризацiї є максимальною. За
такого наближення у попереднiх виразах необхiдно
виконати замiну

Γf → Γf exp
(
−x

2 + y2

a2
f

)
.

Крiм цього, для кутiв θ 6= 0 в (1) маємо враху-
вати, що kr = Δk⊥x + Δk||z, де Δk⊥ = ksinθ i
Δk|| = kcosθ − kap0. Пiсля всiх уточнень, якi вима-
гають подальшого чисельного iнтегрування за x та y,
вираз для частотно-кутової густини енергiї Wωθ на-
буває вигляду

Wωθ =
nω4b2PNL

0,max
2

8πυ2
fpc

3

∣∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

dx

∞∫
0

dy

L/2∫
−L/2

exp
[
−x

2 + y2

a2
f

−

−ik⊥x−
b2

4υ2
fp

(
ω −ωa −

Γfυfp

1−υfp/υg
+

Γfυfp

b2
(Lzθ − z)2 ×

×
(

1− υfp

υph cos θ

))2

−i
(

Δk|| −
ω−ωa

υfp
−Γf

b2
(Lzθ− z)2×

×
(

1− υfp

υph cos θ

)2
)
z

]
dz

∣∣∣∣∣
2

. (22)
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1

0 5,

0 1,

а

б

в

0 660, 0 665, 0 670, 0 675, 0 680, 0 685, υfp/c

Wωθ , . .відн од
(max)

Рис. 2. Залежнiсть пiкової густини енергiї випромiнювання
осьової антистоксової компоненти вiд швидкостi руху фокаль-
ної областi υfp для b = 0, 1 см та рiзних значень L: а – L = 1 см;
б – L = 2 см; в – L = 3 см

1 0,

0 8,

0 6,

0 4,

0 2,

-200-400 -350 -300 -250 -150 ω ω-

2πc
a , см

-1

Wωθ , . .відн од
(max)

Рис. 3. Залежнiсть пiкової густини енергiї випромiнювання
осьової антистоксової компоненти вiд частотного зсуву для
b = 0, 1 см та L = 1 см

3. Результати розрахункiв

Розрахунки виконували для ВКР у толуолi з комбi-
нацiйним зсувом АК (ωa−ωL)/2πc = 1004 см−1. Вико-
ристанi данi про залежнiсть n (ω) з роботи [11]. Вва-
жалося, що af = 5 мкм [1]. Значення Γf вибиралось
оптимальним (Γf,opt), яке залежить вiд υfp [12]:

Γf,opt ≈
Δkap0

1− (1− υg/υga)/(1− υg/υfp)
,

де υga – групова швидкiсть свiтла на частотi ωa. Для
Γf = Γf,opt забезпечується максимальна ефективнiсть
генерацiї антистоксової компоненти. Для толуолу ти-
пове значення Γf,opt ∼ Δkap0 = 46 см−1.

υfp/c

3 5,

3

2 5,

0 660, 0 665, 0 670, 0 680, 0 685,

Δω1/2

2πc , см

-1

Рис. 4. Залежнiсть ширини спектра випромiнювання вiд швид-
костi руху фокальної областi (b = 0, 1 см та L = 1 см)

На рис. 2 подано залежнiсть (19) пiкової густини
енергiї W (max)

ωθ осьового антистоксового випромiнюва-
ння вiд швидкостi фокальної областi для b = 0, 1 см
та рiзних значень L.

Швидкiсть фокальної областi визначає частотне
розташування пiка енергiї антистоксового випромi-
нювання у спектрi. На рис. 3 показана залежнiсть ве-
личини пiкової густини енергiї (у безрозмiрних одини-
цях) вiд частотного зсуву (ω − ωa)/2πc вiдносно ком-
бiнацiйної антистоксової частоти.

Максимальне значення пiкової густини енергiї має
спостерiгатися на частотi випромiнювання, фазова
швидкiсть якого збiгається зi швидкiстю фокальної
областi: υph = υfp = 0, 67c, (ω− ωa)/2πc = −197 см−1.

На рис. 4 зображено залежнiсть ширини спектра
АК вiд швидкостi руху фокальної областi. Мiнiмаль-
на ширина спектра реалiзується у випадку υfp =
0, 67c i становить близько 2,5 см−1 за значень L = 1
см та b = 0, 1 см.

Для швидкостi υfp = 0, 67c спектр осьової АК пода-
но на рис. 5. Максимум енергiї припадає на частоту
(ω − ωa)/2πc = −197 см−1.

Наведенi залежностi отримано з використанням
виразу (19) для осьового випромiнювання. Повний
частотно-кутовий розподiл Wωθ енергiї випромiню-
вання АК описується виразом (22). Для швидкостi
υfp = 0, 67c, L = 1 см, b =0,1 см розташування роз-
рахованої частотно-кутової смуги подано на рис. 6
(суцiльна лiнiя). Для порiвняння наведено експери-
ментальну залежнiсть (пунктирна лiнiя) з роботи [7].
Теоретична крива простягається до −197 см−1, у сто-
ксовий бiк, а експериментальна – до −235 см−1. За
кутами маємо ±86′ i ±71′ вiдповiдно.
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Рис. 5. Спектр випромiнювання осьової антистоксової компо-
ненти за швидкостi υfp = 0, 67 c

Кутовi зрiзи теоретичного розподiлу Wωθ для де-
яких частотних зсувiв показано на рис. 7.

4. Аналiз результатiв та висновки

Дослiдження доводять, що частотно-кутова густина
енергiї АК, енергiя фотонiв якої перевищує енергiю
фотонiв збуджуючого випромiнювання, iстотно за-
лежить вiд швидкостi руху фокальної точки СФ у
ВКР-активних керрiвських рiдинах. За певних умов
формується з високою ефективнiстю частотно-кутова
iндикатриса випромiнювання черенковського типу:
cos θ (ω) ≈ υph(ω)/υap0(ωa). Зазначимо, що iндикатри-
са та енергiя власне черенковського випромiнюван-
ня повнiстю описуються з використанням (1). Деталi
опису мiстяться в роботi [13].

Важливими у формуваннi частотно-кутової iндика-
триси АК є двi обставини. Насамперед, ФС збуджую-
чого лазерного випромiнювання приводить до утворе-
ння антистоксової нелiнiйної поляризацiї середовища
з частотою та фазовою швидкiстю, змiщеними вiд-
носно комбiнацiйних. З урахуванням цього фактора
спектр АК описано в [14]. За деяких швидкостей фо-
кальної точки не менш iстотною є i ФС самої АК
на шляху вiд фокальної областi до межi середовища.
Оптична довжина цього шляху залежить вiд фазової
швидкостi АК та швидкостi фокальної точки. Всяка
змiна у часi оптичного шляху викликає доплер-ефект.
Альтернативним та бiльш прийнятним є врахування
змiн оптичного шляху на основi ефекту ФС.

Пояснення взаємного впливу вказаних факторiв
можливе з використанням дiаграми Еренфеста [15]
в осях з довжинами хвиль λ (у середовищi) та фа-
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Рис. 6. Частотно-кутовi смуги випромiнювання антистоксової
компоненти: суцiльна лiнiя — теоретична (υfp = 0, 67 c, L =

1 cм, b =0,1 см); пунктирна лiнiя – експериментальна смуга
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Рис. 7. Кутовi залежностi густини енергiї випромiнювання ан-
тистоксової компоненти у випадку υfp = 0, 67 c, L = 1 см,
b =0,1 см для частотних зсувiв: а – −197 см−1; б – −150 см−1;
в – −110 см−1

зових швидкостей υph (λ) цих хвиль. Розгляд дiагра-
ми Еренфеста виявляє основнi закономiрностi утво-
рення широкосмугового випромiнювання АК ВКР в
СФ-середовищах. На рис. 8 дiаграма побудована на
прикладi толуолу, в якому ωa/2πc = 1004 см−1, для
кута θ = 0 (осьове розсiяння).

Без урахування змiни показника заломлення не-
лiнiйна поляризацiя АК займає на дiаграмi коорди-
нати P0{λap0, υap0}, якi становлять: λap0 = 2π/kap0,
υap0 = ωa/kap0. Внаслiдок дисперсiї показника за-
ломлення координати P0 не належать дисперсiйнiй
кривiй D′D′′ вiльних електромагнiтних хвиль у сере-
довищi. Фазова швидкiсть υap0 перевищує швидкiсть
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Рис. 8. Дiаграма Еренфеста для толуолу (θ = 0)

вiльних електромагнiтних хвиль з такою ж довжиною
хвилi, а тому є надсвiтловою для даного середовища.

Часовi змiни оптичного шляху лазерного випромi-
нювання на шляху до фокальної точки СФ викли-
кають ФС, а тому змiнюють частоту, довжину хвилi
та фазову швидкiсть утвореної нелiнiйної поляриза-
цiї. З урахуванням ФС лазерного випромiнювання на
шляху до фокальної точки нелiнiйна поляризацiя АК
набуває нових координат. Для вибраних на дiаграмi
швидкостей υ′fp = υap0, υ′′fp = 0, 985υap0, υ′′′fp → 0 коор-
динати поляризацiї в центрi фокальної точки мають
значення P ′in, P ′′in, P ′′′in . Вказанi координати визначаю-
ться швидкiстю фокальної точки та наведеним в нiй
показником заломлення, що пов’язаний з Γf . Напри-
клад, для P ′in {λ, υph} з використанням (9), (10) маємо

P ′in


2π
/(

kap0 + Γf
1

1−υ′
fp/υg

)
,(

ωa + Γf
υ′
fp

1−υ′
fp/υg

)/(
kap0 + Γf

1

1−υ′
fp/υg

)
 .

На дiаграмi координати поляризацiй P ′in, P ′′in, P ′′′in

лежать на лiнiях υ′fp − P0, υ′′fp − P0, υ′′′fp − P0 вiдповiд-
но. Це зумовлено тим, що змiщення δωin = ωLf−ωL =
Γfυfp/(1− υfp/υg) частоти антистоксової поляризацiї
i δkin = kLf − kL = Γf/(1− υfp/υg) модуля хвильо-
вого вектора внаслiдок ФС на шляху до фокаль-
ної точки пов’язанi спiввiдношенням δωin/δkin = υfp.
Змiни Γf викликають змiщення координат поляриза-
цiй P ′in, P ′′in, P ′′′in , але вони залишаються на вiдповiд-
них лiнiях. Збiльшення Γf вiддаляє P ′in, P ′′in, P ′′′in вiд
P0. За нульового Γf маємо P ′in = P ′′in = P ′′′in = P0.
Для оптимальних значень Γf,opt координати P ′in, P ′′in,
P ′′′in розташовуються на дисперсiйнiй кривiй D′D′′,

як на рис. 8. У цьому випадку виконуються як умо-
ва амплiтудно-фазового синхронiзму [3] (швидкiсть
фокальної точки, де амплiтуда поляризацiї макси-
мальна, збiгається зi взаємною груповою швидкi-
стю хвилi поляризацiї i вiльної електромагнiтної хви-
лi), так i умови фазового та групового синхронiзмiв.
Якщо Γf (af , . . .) 6= Γf,opt, то виконується лише умова
амплiтудно-фазового синхронiзму. Особливостi спо-
стерiгаються для швидкостi υ′fp. Для цiєї швидкостi
за довiльних Γf виконується амплiтудно-фазовий син-
хронiзм та рiвнiсть фазових швидкостей поляризацiї
з вiльними електромагнiтними хвилями.

Урахування ФС на виходi з фокальної областi змi-
нює ситуацiю, але залежно вiд швидкостi υfp. Для
швидкостей υ′fp = υap0, υ′′′fp → 0 вiдповiднi координа-
ти поляризацiй P ′out, P ′′′out на дiаграмi залишаються
незмiнними. Для iнших швидкостей υfp, а на рис. 8
це υ′′fp = 0, 985υap0, координати поляризацiї P ′′out зале-
жать вiд (L/2− z), тобто вiд розташування z = υ′′fpt
фокальної точки i межi L/2 середовища. Рух фокаль-
ної точки приводить до змiщення P ′′out приблизно па-
ралельно осi λ. Це зумовлено тим, що змiщення ча-
стоти антистоксової поляризацiї

δωout = −Γfυ
′′
fp (L/2− zf)2

(
1− υ′′fp

/
υph

)/
b2

i модуля хвильового вектора

δkout = −Γfυ
′′
fp (L/2− zf)2

(
1− υ′′fp

/
υph

)/(
υphb

2
)

внаслiдок ФС на шляху вiд фокальної точки до межi
середовища пов’язанi спiввiдношенням δωout/δkout =
υph. На рис. 8 координати P ′′out нанесенi для L =
2, 5 см, b = 0, 25 мм, i оптимального значення Γf =
27, 5 см−1.

Зауважимо, в дiйсностi частота та модуль хвильо-
вого вектора нелiнiйної поляризацiя у фокальнiй то-
чцi не залежить вiд ФС вiльних електромагнiтних
хвиль на шляху до межi середовища. Подана iн-
терпретацiя ґрунтується на розглядi спостережува-
них властивостей поляризацiї на виходi з середови-
ща. Альтернативний опис полягає в урахуваннi тих
самих змiн δωout, δkout для вiльних електромагнiтних
хвиль, але з протилежним знаком, тобто помножени-
ми на “−”. У будь-якому випадку маємо змiщення за
вiссю λ на дiаграмi (рис. 8) для P ′′out.

Змiщення P ′′out за змiни розташування фокальної
точки унеможливлюють ефективну ап-конверсiю в
АК та формування виражених пiкiв частотно-кутової
густини енергiї Wωθ. У цьому випадку не забезпечу-
ється фазове узгодження електромагнiтних хвиль в
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площинi реєстрацiї з рiзних дiлянок траси фокальної
точки. Для υ′′fp не виконується нi амплiтудно-фазовий
синхронiзм, нi умови фазового та групового синхро-
нiзмiв на всьому шляху фокальної точки СФ.

У дiапазонi, де швидкiсть υfp є близькою до фа-
зової швидкостi свiтла у середовищi, спостерiгається
чiткий максимум, який реалiзується для швидкостi
υ′fp = υap0 фокальної точки, рiвнiй фазовiй швидкостi
свiтла на частотi нелiнiйної поляризацiї у фокальнiй
точцi i фазовiй швидкостi самої поляризацiї.

У цьому випадку ФС лазерного випромiнювання,
яке попадає у фокальну точку, змiщує частоту нелi-
нiйної поляризацiї, але не впливає на її фазову швид-
кiсть − фазова швидкiсть поляризацiї залишається
такою ж, як i за вiдсутностi СФ. З iншого боку, ФС
випромiнювання АК на виходi з фокальної областi не
впливає нi на частоту, нi на фазову швидкiсть випро-
мiнювання.

Максимальна густина енергiї осьового випромiню-
вання АК припадає на частоту, яка визначається умо-
вою, подiбною до умови виникнення черенковсько-
го випромiнювання: рiвнiсть фазової швидкостi еле-
ктромагнiтної хвилi на частотi ω i фазової швидко-
стi поляризацiї на антистоксовiй комбiнацiйнiй ча-
стотi ωa. Для толуолу змiщення частоти становить
(ω (θ = 0)− ωa)/2πc = −197 см−1.

Для кутiв θ 6= 0 у випадку υfp = υap0 частотно-
кутовi смуги АК описуються спiввiдношенням

cos θ (ω) ≈ υph(ω)/υap0,

яке у наближеннi cos θ ≈ 1− θ2/2 дає параболи:

ω (θ)− ωa ≈ (ω (θ = 0)− ωa)
(
1− θ2

/
θ2 (ωa)

)
.

За вказаного спiввiдношення виконується
амплiтудно-фазовий синхронiзм для довiльних
змiн показника заломлення у фокальнiй областi. Для
оптимальних значень Γf,opt (x, y, z) приросту ΔkL

забезпечується рiвнiсть проекцiй хвильових векторiв
поляризацiї та хвилi АК на поздовжню вiсь, що є
важливим в умовах поперечної обмеженостi областi
iснування нелiнiйної поляризацiї за СФ.

Теоретичнi результати узгоджуються з експери-
ментальними даними. Наявнiсть вiдмiнностей обго-
ворювалася в [7].

Коротко резюмуючи, визначимо можливiсть анало-
гiй мiж iндикатрисами АК ВКР в умовах СФ i черен-
ковським випромiнюванням.

Частотно-кутова густина енергiї обох процесiв опи-
сується (1) i вони вiдбуваються за суттєвої поперечної
обмеженостi областi iснування поляризацiї.

Для ефекту Вавiлова–Черенкова джерелом випро-
мiнювання є поляризацiя (об’ємна густина диполь-
ного моменту), яка зумовлена змiною розташува-
ння вiльного електрона iз зарядом q зi швидкi-
стю υq. Поляризацiя середовища за опису ефекту
Вавiлова–Черенкова не враховується. Внаслiдок ру-
ху електрона спектральна компонента поляризацiї
Pω =

∫∞
−∞ P (t, r) exp[i(ωt)]dt з частотою ω має на осi z

модуль хвильового вектора ω/υq та фазову швидкiсть
ω/(ω/υq) = υq, оскiльки [13]:

Pω (x = 0, y = 0) =
iq

2πω
exp

(
iωz

υq

)
.

Джерелом випромiнювання АК є нелiнiйна поляри-
зацiя середовища у фокальнiй областi. У випадку
υfp = υap0 = ωa/kap0 спектральнi компоненти спосте-
режуваної поляризацiї АК з частотою ω у фокальнiй
областi описуються виразом

Pω ∼ exp

[
− b2

4υ2
fp

(
ω − ωa −

Γfυfp

1− υfp/υg

)2
]
×

× exp [i ((ω − ωa)/υfp + kap0) z] .

Цей вираз показує, що модуль хвильового векто-
ра спектральних компонент поляризацiї становить
(ω − ωa)/υfp + kap0 = ω/υap0, а їх фазова швидкiсть –
υap0.

Тому за суттєвої поперечної обмеженостi областi
iснування поляризацiї для АК ВКР

cos θ (ω) = υph(ω)/υap0,

а для черенковського випромiнювання

cos θ (ω) = υph(ω)/υq.
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ФАЗОМОДУЛИРОВАННОЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ
АНТИСТОКСОВОЕ ВЫНУЖДЕННОЕ
КОМБИНАЦИОННОЕ РАССЕЯНИЕ
ЧЕРЕНКОВСКОГО ТИПА В
ОБЛАСТЯХ САМОФОКУСИРОВКИ
ВОЗБУЖДАЮЩЕГО ИЗЛУЧЕНИЯ

А.И. Иванисик, А.Ю. Исаенко, П.А. Коротков, Г.В. Понежа

Р е з ю м е

Рассмотрено влияние скорости движения фокальной точки
самофокусировки и фазовой самомодуляции на частотно-
угловые спектры излучения параметрической антистоксовой
компоненты вынужденного комбинационного рассеяния. Учте-
на фазовая самомодуляция как возбуждающего, так и рассеян-
ного антистоксового излучения. Объяснено образование протя-

женных антистоксовых частотно-угловых полос. В случае сов-
падения скорости фокальной точки самофокусировки с фазо-
вой скоростью нелинейной поляризации на антистоксовой ком-
бинационной частоте и фазовой скоростью рассеянного осевого
излучения, образуются интенсивные частотно-угловые полосы,
которые описываются соотношениями, характерными для че-
ренковского излучения. В частности, при возбуждении нано-
секундными лазерными импульсами в толуоле такие полосы
достигают длины ≈ −200 см−1 относительно комбинационной
антистоксовой частоты.

PHASE-MODULATED PARAMETRIC ANTI-STOKES
STIMULATED RAMAN SCATTERING
OF CHERENKOV-TYPE IN SELF-FOCUSING
AREAS OF EXCITING RADIATION

A.I. Ivanisik, O.Iu. Isaienko, P.A. Korotkov, G.V. Ponezha

1Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Radiophysics Faculty
(2, Prosp. Build 4g, Academician Glushkov, Kyiv 03127, Ukraine;
e-mail: aivan@univ.kiev.ua)
2National Academy of Statistics, Accounting and Auditing
(1, Pidhirna Str., Kyiv 04107, Ukraine)

S u m m a r y

The influence of the speed of the focal point under self-modulation

of the phase and self-focusing on the frequency-angular radiation

spectra of a parametric stimulated Raman scattering (SRS) anti-

Stokes component is considered. The phase self-modulation of

both exciting and scattered anti-Stokes radiation is taken into

consideration. The creation of broadened anti-Stokes frequency-

angular bands is explained. The most intense frequency-angular

bands, which are described by relations typical of the Cherenkov

radiation, are generated when the speed of the self-focused focal

point coincides with the phase velocity of a nonlinear polariza-

tion at the anti-Stokes Raman frequency and the phase velocity

of a scattered axial radiation. In particular, under the excitation

by nanosecond laser pulses, such bands in toluene reach shifts of

≈−200 cm−1 relatively to the anti-Stokes Raman frequency.
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