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Робота присвячена побудовi мiкроскопiчної та макроскопiчної
теорiй системи N взаємодiючих дворiвневих атомiв у сильному
та слабкому електромагнiтних полях. Побудованi мiкроскопi-
чнi кiнетичнi рiвняння для матричних елементiв густини ста-
нiв атомiв та атомного руху N -атомної системи, якi врахову-
ють взаємодiю мiж атомами та атомiв iз полем. Вiдповiдна ма-
кроскопiчна кiнетика побудована для одно- та двочастинкової
функцiй розподiлiв матрицi густини атомних станiв. Самоузго-
джена система макроскопiчних одночастинкових рiвнянь для
усереднених елементiв матрицi густини атомних станiв разом
iз рiвняннями Максвелла дозволяє описувати випромiнюваль-
нi та поглинальнi властивостi системи i пояснити залежнiсть
оптичних властивостей вiд густини частинок у термiнах дале-
кодiйної диполь-дипольної взаємодiї мiж атомами.

1. Вступ

У цiй роботi запропоновано мiкроскопiчну та макро-
скопiчну теорiї системи N взаємодiючих дворiвневих
атомiв у сильному та слабкому електромагнiтних по-
лях iз частотами, що близькi до резонансних. Теоре-
тичне дослiдження таких систем з далекодiйною вза-
ємодiєю вимагає застосування громiздких математи-
чних iнструментiв, при цьому для опису можуть бу-
ти вибранi рiзнi моделi. Щоб побудувати макроско-
пiчну модель, ми виходимо iз точних мiкроскопiчних
еволюцiйних рiвнянь для N -частинкової системи, яка
взаємодiє з полем поблизу резонансу.

Експериментально була пiдтверджена важливiсть
врахування багаточастинкових ефектiв для оптичних
характеристик щiльних атомних газiв. Наприклад, у

роботах [1] i [2] диполь-дипольне спектральне розши-
рення резонансної лiнiї було дослiджено в щiльнiй па-
рi рубiдiю у присутностi далеко вiдстроєного проме-
ня накачки. Експериментальнi докази впливу атом-
атомної взаємодiї на спектральнi характеристики мо-
жуть бути знайденi у [3] та бiльш раннiх дослiдже-
ннях (наприклад, [4–6]). Теоретичний опис ефектiв,
що включає спектральне звуження та розширення,
радiацiйну пастку, спричинену далекодiєю i коротко-
дiєю (зiткнення “частинок з твердим кором”) атом-
атом взаємодiй, починає свою iсторiю приблизно з
другої половини двадцятого сторiччя [7–14], досягаю-
чи сучасного стану в [15–17]. У цьому дослiдженнi ми
придiляємо бiльше уваги впливу далекодiї на форму
спектральних лiнiй, який ще не був пояснений.

Отримати кiнетичнi рiвняння для матрицi густини
можна рiзними методами, але бiльшiсть з них вико-
ристовують наближення невзаємодiючих атомiв [18,
19–26], або наближення застиглих положень [27–31].
В роботi [32] розглянутi роботи, в яких на припущеннi
про бiнарнi зiткнення описуються специфiчнi конту-
ри спектральних лiнiй. У цiй роботi розглянутi спро-
щенi рiвняння еволюцiї для одночастинкової матрицi
густини станiв, що описують атомнi переходи за до-
помогою використання феноменологiчних членiв.

Iнша технiка, що ґрунтується на використаннi фун-
кцiй Грiна для нерiвноважних систем, дозволяє при
певних обмеженнях, що проаналiзованi у [17], отри-
мати кiнетичне рiвняння для матрицi густини дво-
рiвневих станiв частинок. Такi еволюцiйнi рiвняння
для вiдповiдної функцiї Грiна можуть бути викори-
станi для побудови теорiї зiткнень за певних спро-
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щуючих умов на кореляцiї у “бiнарному” наближеннi
(див. [14]). Така апроксимацiя, що ґрунтується на аде-
кватному формулюваннi кореляцiйних функцiй [7, 9,
10], є альтернативою формалiзму матрицi густини.
Коректне введення iнтеграла подвiйних зiткнень для
використання у кiнетичних рiвняннях, що дозволяє
описувати внутрiшнi переходи в атомах пiд час “ко-
роткодiї”, є центральним моментом у теорiї зiткнень
[13, 14].

У наведенiй нами макроскопiчнiй теорiї члени, що
вiдповiдають за атомнi переходи пiд час “коротко-
дiї”, є спрощеними у сенсi релаксацiйного наближен-
ня. Так як i у теорiї зiткнень, нехтуємо просторовими
кореляцiями мiж будь-якими двома частинками пiсля
iнтервалу часу, що набагато бiльший за час зiткнен-
ня (короткодiї). Побудована в цiй роботi система мi-
кроскопiчних еволюцiйних рiвнянь дозволяє отрима-
ти довiльне наближення у сенсi багаточастинкових
кореляцiй, коли враховується далекодiя. Як приклад,
тут розглянуто отримання макроскопiчних еволюцiй-
них рiвнянь, що мiстять двочастинковi елементи ма-
трицi густини. У цiй статтi обмежуємося детальним
розглядом випадку вiдсутностi двочастинкових про-
сторових кореляцiй.

У порiвняннi з представленою теорiєю у таких ро-
ботах, як [11, 12], було розроблено пiдхiд для рiвно-
важних статистичних систем, в якому використовує-
ться метод функцiй Грiна при одночасному нехтуван-
нi кiнетичними процесами у середовищi взаємодiючих
атомiв.

В роботi [33] було використано модельний гамiль-
тонiан з квантованими оптичним накачуючим по-
лем i пробним електромагнiтним полем та кванто-
ваним атомним рухом, що дозволило врахувати ко-
лективнi атомнi ефекти вiддачi (так званi “CARL”-
лазери) за рахунок атомної диполь-дипольної взає-
модiї. Але для аналiзу можливостi виникнення яви-
ща CARL у “щiльнiй” атомнiй парi використовува-
лась досить спрощена напiвкласична система рiв-
нянь для кожного атома. Звичайно, величезна кiль-
кiсть таких рiвнянь, що описують багаточастинкову
диполь-дипольну взаємодiю, не може бути включе-
на у послiдовний аналiтичний опис. Тому макроско-
пiчна теорiя не була розроблена у роботi [33]. Щоб
описати систему, її автори використали симуляцiю
поведiнки системи за певних умов. Так було знайде-
но, що далекодiйна мiжатомна взаємодiя може вiдi-
гравати “негативну роль” у процесi генерацiї лазер-
ного променя. Останнє було аргументоване некоге-
рентними характеристиками колективного атомного

руху з вiддачею при поглинаннi або випромiнюван-
нi.

Ми вважаємо, що такi результати можуть бути ви-
користанi для достатньо “холодних” газiв. Крiм то-
го, мiжатомна взаємодiя може дiяти по-рiзному на
оптичнi властивостi. Наприклад, присутнiсть диполь-
дипольної взаємодiї може пригнiчувати або сприяти
генерацiї у достатньо “нагрiтих” газах (парах), i ста-
вати причиною впорядкованого розподiлу популяцiї
та поляризацiї. У роботi запропоновано також при-
датну для отримання аналiтичних результатiв макро-
скопiчну теорiю системи.

У роботi [34] нелiнiйна динамiка вiдкритої кванто-
вої системи була розглянута для довiльної кiлькостi
дворiвневих атомiв, що взаємодiють iз класичним по-
лiхроматичним полем i однiєю квантованою модою
цього поля. При цьому були знехтуванi зiткнення мiж
атомами i диполь-дипольна взаємодiя. Бiльш глибо-
кий аналiз такої ж системи з урахуванням неадiа-
батичних переходiв запропонований у [35]. Подiбний
аналiтичний метод, процесами на узагальненiй моделi
Джейнса–Камiнгса (Jaynes–Cummings model), описа-
ний у [36]. У цiй роботi дослiджувались деякi характе-
ристики свiтла у двомодовому резонаторi з можливi-
стю резонансних двофотонних переходiв для невзає-
модiючих фермiонiв, але без урахування дисипатив-
них процесiв у системi.

У цiй роботi ми вивчаємо ансамбль iз N -атомiв,
беручи до уваги можливiсть двофотонних збуджень
або розпадiв у парах атомiв, що взаємодiють за до-
помогою диполь-дипольного зв’язку у режимi силь-
ного накачуючого поля. Для порiвняння, попередня
теоретична робота [37] описує еволюцiю двох диполь-
дипольних взаємодiючих атомiв у вакуумi, коли по-
чатково збуджений тiльки один атом. У роботi [31]
описано два дворiвневих атоми, що незалежно вза-
ємодiють iз локальним термальним чи ”стиснутим”
(squeezed) резервуарами, коли враховується можли-
вiсть початкового одночасного збудження цих атомiв,
але нехтується диполь-дипольною взаємодiєю.

Роботи [29, 30] наслiдують наближення [27, 28], до-
даючи до розгляду ще один стан системи, що дозво-
ляє описувати одночасно збудженi атоми. У цiй статтi
автори також вивчають можливi двофотоннi перехо-
ди, що вiдрiзняється вiд нашого дослiдження тим, що
наша модель автоматично включає двофотоннi пере-
ходи за допомогою утримання вiдповiдних пар опера-
торiв на рiвнi гамiльтонiана (чим було знехтувано у
[27]: див. вiдповiднi пояснення у наступному роздiлi).

Як перевага, у порiвняннi з роботами [27, 37], якi
описують достатньо локалiзованi атоми, у цiй роботi
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враховується взаємодiя частинок iз спiльним випро-
мiнювальним середовищем за допомогою модельних
членiв, що описують диполь-дипольний зв’язок мiж
атомами i якi ґрунтуються на певних випромiнюваль-
них ефектах (радiацiйна пастка включно). У цiй ро-
ботi формулюються еволюцiйнi рiвняння для системи
у термiнах усереднених одно- та двочастинкових еле-
ментiв матрицi густини. Отриманий вiдповiдний ма-
кроскопiчний опис дозволяє вивчати систему атомiв
як єдине цiле i безпосередньо розраховувати випро-
мiнювальнi та поглинальнi властивостi середовища,
враховуючи задану статистичну поведiнку.

2. Основнi твердження

Запишемо рiвняння Шредiнгера для стану N атомiв:

i~
∂

∂t
|Ψ〉 = Ĥ|Ψ〉, Ĥ = Ĥ + Γ̂, (1)

де Ĥ – частина гамiльтонiана, що описує взаємодiю
атомiв з електромагнiтним полем та диполь-дипольну
взаємодiю мiж атомами:

Ĥ = ~ωa
N∑
i=1

σ+
i σi + ~ωb

N∑
i=1

σiσ
+
i −

−
N∑
i=1

(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi

)
· E(t, ri) +

1
2

1
4πε0

N,N∑
i,j;i 6=j

1
|rij |3

×

×
[(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi

)
·
(
℘jabσ

+
j + ℘jbaσj

)
−

−3r̂ij ·
(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi

)
r̂ij ·

(
℘jabσ

+
j + ℘jbaσj

)]
. (2)

Тут σ+
i = |a〉〈b|i та σi = |b〉〈a|i – вiдповiдно, опера-

тори народження та знищення для i-го атома, i =
1, . . . , N ; a позначає збуджений стан, b – основний
(“ground”) стан атома; ri – координата i-го атома;
rij = ri − rj , r̂ij = rij/|rij | – одиничний вектор, на-
прямлений вiд атома j до атома i. Недiагональнi еле-
менти “дипольної” матрицi визначаються як

(
℘iab
)∗ =

℘iba = 〈b|µ̂|a〉i, i = 1, . . . , N , де символ µ̂ позначає опе-
ратор дипольного момента даного атома.

Зовнiшнє електромагнiтне поле E(t, ri) у точцi ri
включає накачуюче поле, пробне поле з достатньо

близькими частотами, i поле, що випромiнене ”дале-
кими” атомами. Воно може бути представлено у ви-
глядi

E (t, ri) = E (t, ri) + E∗ (t, ri) . (3)

У випадку присутностi тiльки сильного поля має мi-
сце E (t, r) = E0e

−i(ωt−k·r). Тут ω – частота накачки,
k – її хвильовий вектор.

У нашому наближеннi вектор стану |Ψ〉 має вигляд

|Ψ〉 =
2N∑

α=(α1...αN )

Cα(t,X)|Ψ〉α,

{|Ψ〉α} = {|α1 . . . αi . . . αN 〉, αi = (a, b)}, (4)

де X = (r1, r2, . . . rN ) – координати атомiв. Коефi-
цiєнт типу Cα(t,X) вiдповiдає амплiтудi ймовiрностi
знайти систему у станi α, тобто з визначеними вну-
трiшнiми станами N атомiв (у наборi α), та коорди-
натами X ± dX у момент часу t ± dt. Таким чином,
уведений вектор стану також описує можливi коре-
ляцiї мiж усiма N атомами.

Частина уведеного гамiльтонiана, що описує
диполь-дипольну взаємодiю мiж усiма парами N ато-
мiв, враховує такi припущення. По-перше, всi бiнарнi
комбiнацiї атомних операторiв σi та σ+

j такi, як σ+
i σ

+
j

i σiσj з i 6= j, включенi тут шляхом, що вказаний
вище. Така форма може бути отримана для доста-
тньо коротких часових iнтервалiв переходом до неза-
лежних вiд часу операторiв поля у гамiльтонiанi (3)
з використанням канонiчного перетворення (7) у ро-
ботi [27]. По-друге, середня дистанцiя мiж двома най-
ближчими атомами менша за шосту частину довжи-
ни хвилi накачуючого (пробного) поля. Також припу-
стимо, що середня мiжатомна вiдстань набагато бiль-
ша за ефективний атомний дiаметр. Вiдповiдно, у су-
мi за атомними парами у рiвняннi Шредiнгера мають
бути врахованi тiльки такi пари частинок, що знахо-
дяться на вiдстанi не бiльше нiж на довжину хвилi
накладеного сильного поля подiлену на 2π. У цьому
наближеннi дипольне випромiнювання вiд бiльш да-
леко розташованих атомiв включається у визначення
зовнiшнього електромагнiтного поля E(t, ri).

Γ̂ – частина гамiльтонiана Ĥ, що описує дисипацiю
енергiї поля. У запропонованому наближеннi нехту-
ємо колективними атомними ефектами вiддачi (“re-
coil”) при “перевипромiнюваннi”, незважаючи на їх
можливу присутнiсть в експериментi. Припускаємо,
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що часовi промiжки для нарощування пiдсилення ма-
ють бути одного порядку iз власним часом випромi-
нювання (менше 20 нс, як це було в описаному у робо-
тi [3] експериментi) так, що процеси зiткнень i вплив
численних вiддач (але, можливо, не стимульованих)
вiдiграють незначну роль. Порiвняно важлива роль
у визначеннi поведiнки системи належить далекодiї,
що вводиться окремо вiд представленого “демпiнг”-
оператора Γ̂ у модельному гамiльтонiанi. Оператор
Γ̂ вiдповiдає за “демпiнг” атомних станiв протягом
атомних зiткнень, що враховують твердий кор, i взає-
модiю iз зовнiшним випромiнювальним середовищем
(включаючи вакуумнi флюктуацiї).

З теоретичної точки зору, квантова фотонна вiдда-
ча, як дослiджено у роботi [37], може бути усунута,
оскiльки такi ефекти вимагають, щоб атомний рух на
промiжках часу, порiвняльних iз власним часом ви-
промiнювання, був малим вiдносно характерної дов-
жини хвилi. В iншому випадку, характерна частота
Рабi не може бути розглянута як стала (див. робо-
ти [27, 29, 30]). Внесок у релаксацiйнi процеси ко-
лективних станiв, що спричиненi атомними зiткне-
ннями iз твердим кором i взаємодiєю iз зовнiшним
випромiнювальним середовищем, враховується за до-
помогою використання феноменологiчних коефiцiєн-
тiв розпаду у кiнетичних рiвняннях (див. нижче).
Така модель розпаду гарантує нормалiзацiю вектора
стану системи i дозволяє використання вiдповiдних
усереднених одночастинкових станiв. У роздiлi ”До-
ведення” отримуємо властивостi феноменологiчного
”демпiнг”-оператора Γ̂, що усереднений за атомними
квантовими станами.

Далi, у цiй статтi ми не квантуємо поступальний
рух атомiв, що узгоджується з наближенням доста-
тньо “гарячого” газу (пари), але розглядаємо напiв-
класичне наближення для теплового руху.

У випадку сильного накачуючого променя, накла-
даємо такi умови: ℘iab = ℘iba = ℘℘̂, i = 1, . . . , N (тут
℘̂ – одиничний вектор, паралельний напрямку недiа-
гональних дипольних матричних елементiв), i припу-
скаємо лiнiйну поляризацiю сильного поля таку, що
недiагональнi дипольнi матричнi елементи слiдують
за напрямком поляризацiї цього зовнiшнього накачу-
ючого поля ( паралельно чи антипаралельно його ам-
плiтудi E0). Тодi наступнi мiкроскопiчнi еволюцiйнi
рiвняння можуть бути отриманi (див. роздiл “Дове-
дення”):

∂

∂t
ρiaa(t,X) = λa − γρiaa(t,X)+

+
i

~
(
ρiba(t,X)℘iab ·E(ri, t)− ρiab(t,X)℘iba ·E∗(ri, t)

)
−

− 1
4πε0

i

~

N∑
j;j 6=i

{[
ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X)−

−ρi;jab;ab(t,X)− ρi;jab;ba(t,X)
]
Qijab (rij)

}
; (5)

∂

∂t
ρibb(t,X) = λb − γρibb(t,X)−

− i
~
(
ρiba(t,X)℘iab ·E(ri, t)− ρiab(t,X)℘iba ·E∗(ri, t)

)
+

+
1

4πε0
i

~

N∑
j;j 6=i

{[
ρi;jba;ba(t,X)+

+ρi;jba;ab(t,X)−ρi;jab;ab(t,X)−ρi;jab;ba(t,X)
]
Qijab (rij)

}
; (6)

∂

∂t
ρiba(t,X) = −γbaρiba(t,X) + iω0ρ

i
ba(t,X)+

+
i

~
(
ρiaa(t,X)℘iba − ρibb(t,X)℘iab

)
·E∗(ri, t)−

− 1
4πε0

i

~

N∑
j;j 6=i

{[
ρi;jaa;ba(t,X) + ρi;jaa;ab(t,X)−

−ρi;jbb;ab(t,X)− ρi;jbb;ba(t,X)
]
Qijab (rij)

}
; (7)

mi
d2

dt2
ri(t) = − ∂

∂ri

{
−
(
ρiba(t,X)℘iba ·E (ri, t) +

+ρiab(t,X)℘iab ·E∗ (ri, t)
)

+

+
1

4πε0

N∑
j;j 6=i

{[
ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X)+

+ρi;jab;ab(t,X) + ρi;jab;ba(t,X)
]
Qijab (rij)

}}
. (8)

870 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №8



ДИНАМIЧНИЙ ТА МАКРОСКОПIЧНИЙ ОПИСИ ГАЗУ ВЗАЄМОДIЮЧИХ АТОМIВ

Тут використано таке позначення:

Qijab (rij) =
[
℘iab℘

j
ab − 3(℘iabr̂ij)(℘

j
abr̂ij)

] 1
|rij |3

; (9)

атомна резонансна частота ω0 = ωa − ωb є, взагалi,
функцiєю швидкостi атома внаслiдок ефекту Доппле-
ра, так, що кожен атом має власну резонансну ча-
стоту (таке позначення навмисно не включає атом-
ного iндексування); значення λa = γn

(0)
a , λb = γn

(0)
b ;

n
(0)
a +n(0)

b = 1, де n(0)
a i n(0)

b є рiвноважними розв’язка-
ми наведених вище рiвнянь без зовнiшнiх електрома-
гнiтних полiв та без диполь-дипольної взаємодiї мiж
атомами. У вiдповiдностi iз представленою моделлю,
тут використовуються феноменологiчнi коефiцiєнти
розпаду γ та γba, якi враховують спонтанний розпад,
зiткнення та iншi взаємодiї iз зовнiшнiм середовищем.
Цi параметри аналiзуємо нижче. Зауважимо, що тут
i надалi у текстi, для простоти, ми не вiдрiзняємо ℘iba
та ℘iab, чи, iншими словами, ℘iba =

(
℘iba
)∗. Також ви-

ще використанi такi визначення для мiкроскопiчних
N -частинкових елементiв матрицi густини:

ρiaa =
2N∑
β

C∗β1...ai...βN
Cβ δβia;

ρiab =
2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ δβia;

ρibb =
2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ δβib; (10)

ρi;jab;ba =
2N∑
β

C∗β1...bi...aj ...βN
Cβ δβia δβjb;

ρi;jaa;ba =
2N∑
β

C∗β1...ai...aj ...βN
Cβ δβia δβjb;

ρi;jba;ba =
2N∑
β

C∗β1...ai...aj ...βN
Cβ δβib δβjb. (11)

Тут β = (β1 . . . βi . . . βN ), βi = (a, b); δβjb – символ
Кронекера; Cβ = Cβ(t,X) – коефiцiєнти розкладу у
виразi (4).

Усереднюючи наведенi вище “N -частинковi” рiв-
няння за розподiлом ансамблю систем та викори-
стовуючи симетрiю ансамблю вiдносно перестано-
вок атомних пар, може бути отриманий ланцюжок
одно-, дво-, три-, . . ., N -частинкових кiнетичних рiв-
нянь. Тодi, припускаючи, що просторовi кореляцiї

мiж будь-якими двома атомами достатньо швидко
зникають з часом (математично це записано як ви-
раз (53)), можемо отримати таку замкнуту систему
одночастинкових макроскопiчних рiвнянь з вiдповiд-
них N -частинкових мiкроскопiчних рiвнянь (5)–(8)
або одно- i двочастинкових макроскопiчних рiвнянь
(43)–(46), що ґрунтуються на уведеному модельному
гамiльтонiанi (див. детальнi визначення i виведення
наступних рiвнянь у роздiлi “Доведення”) та позначе-
ння χ = 1

4πε0
(N − 1)℘2:

∂

∂t
ρaa (t, r) = λa

n (r)
N
− γρaa (t, r) +

+
i

~
℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r)− ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r)) +

+
2
~
χ

∫
dr′ {2 Im (ρba(t, r)) Re (ρba(t, r′))Q (r, r′)} . (12)

Тут ρaa (t, r) – одночастинкова густина ймовiрностi
збудженого стану, що визначається усередненим еле-
ментом матрицi густини, i яка описує ймовiрнiсть зна-
йти деякий атом у момент часу t ± dt з координата-
ми r ± dr у збудженому станi a, незалежно вiд того,
у яких станах знаходиться решта атомiв в об’ємi V
(об’єм зразку):

∂

∂t
ρbb (t, r) = λb

n (r)
N
− γρbb (t, r)−

− i
~
℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r)− ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r))−

−2
~
χ

∫
dr′ {2 Im (ρba(t, r)) Re (ρba(t, r′))Q (r, r′)} . (13)

Тут ρbb (t, r) – одночастинкова густина ймовiрностi
основного стану, дана усередненим елементом матри-
цi густини, що описує ймовiрнiсть знайти якийсь атом
у момент часу t ± dt з координатами r ± dr в основ-
ному станi b, незалежно вiд того, у яких станах зна-
ходиться решта атомiв в об’ємi V (об’єм зразку):

∂

∂t
ρba (t, r) = −γbaρba (t, r) + iω0ρba (t, r) +

+
i

~
(ρaa (t, r)− ρbb (t, r))℘℘̂ ·E∗ (t, r)−

−2i
~
χ

∫
dr′
{

(ρaa (t, r)− ρbb (t, r))×

×Re (ρba (t, r′))Q (r, r′)
}
. (14)
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Тут ρba (t, r) – усереднений недiагональний елемент
матрицi густини, що визначає поляризацiю даного га-
зового середовища.

Наприкiнцi цього роздiлу запишемо рiвняння для
квазiкласичного поступального руху частинок, яке
описує змiну усередненої атомної швидкостi u (t, r) з
часом i просторовими координатами:

m
∂

∂t
u (t, r) = −m

(
u (t, r) · ∂

∂r

)
u (t, r)−

− ∂

∂r

{
−℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r) +ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r)) +

+2χ
∫
dr′ {2 Re (ρba (t, r)) Re (ρba (t, r′))Q (r, r′)}

}
.

(15)

Тут

Q (r, r′) =
℘̂ · ℘̂′

|r− r′|3
− 3

(℘̂ · (r− r′)) (℘̂′ · (r− r′))
|r− r′|5

; (16)

ω0 – атомна “резонансна” частота, що усереднена за
ансамблем.

Тут використовується апроксимацiя, що нехтує “ко-
лективною вiддачею”. В той же час це усереднене зна-
чення може залежати вiд часу i координат, як показа-
но у пiдроздiлi “Вiд мiкроскопiчного опису до макро-
скопiчного” наступного роздiлу. Параметри λa, b опи-
сують, як i у попередньому мiкроскопiчному випадку,
неусередненi елементи матрицi густини для системи
невзаємодiючих атомiв без зовнiшнього електромагнi-
тного поля, n (r) – число атомiв в одиницi об’єму.

Щоб врахувати далекодiю мiж атомами необхiдно
додати до розгляду рiвняння Максвелла, якi опису-
ють поширення макроскопiчного електромагнiтного
поля у даному середовищi:

∇×∇×E (t, r) +
1
c2
∂2

∂t2
E (t, r) = −µ0

∂2

∂t2
P (t, r) , (17)

де поляризацiя P (t, r) системи в одиницi об’єму за
дається як

P (t, r) = N℘℘̂ (ρba (t, r) + ρab (t, r)) . (18)

Тут c – швидкiсть свiтла у середовищi.
Необхiдно користуватися одним спiльним просто-

ровим масштабом для трьох термiнiв: макроскопi-
чний одночастинковий розподiл, макроскопiчна ма-
триця густини станiв, i макроскопiчне електромагнi-
тне поле. Вiдповiдно, макроскопiчнi елементи матри-
цi густини ρaa (t, r), ρba (t, r), та ρba (t, r) не є чистими

атомними станами, але включають дiю накачуючого
поля та усереднення за ансамблем.

3. Доведення

У цьому роздiлi отриманi еволюцiйнi рiвняння для
амплiтуд станiв системи N атомiв. Спочатку отри-
манi еволюцiйнi рiвняння для матрицi густини i ко-
ординат атома. Пiсля вiдповiдного мiкроскопiчного
опису системи буде розглянутий метод переходу до
замкненої системи одночастинкових макроскопiчних
кiнетичних рiвнянь.

3.1. Рiвняння еволюцiї для амплiтуд станiв
системи

Домножуючи лiву i праву частини рiвняння (1) на
〈Ψ|β = 〈β1 . . . βi . . . βj . . . βN |, отримуємо

∂

∂t
Cβ(t,X) = −iωa

N∑
i=1

2N∑
α

Cα(t,X)〈Ψ|βσ+
i σi|Ψ〉α−

−iωb
N∑
i=1

2N∑
α

Cα(t,X)〈Ψ|βσiσ+
i |Ψ〉α+

+
i

~

N∑
i=1

2N∑
α

Cα(t,X)
(
℘iab〈Ψ|βσ+

i |Ψ〉α+

+℘iba〈Ψ|βσi|Ψ〉α
)
· E (t, ri)−

−1
2

1
4πε0

i

~

N,N∑
i,j;i 6=j

2N∑
α

Cα(t,X)
[
℘iab · ℘

j
ab〈Ψ|βσ

+
i σ

+
j |Ψ〉α+

+℘iab · ℘
j
ba〈Ψ|βσ

+
i σj |Ψ〉α+

+℘iba · ℘
j
ab〈Ψ|βσiσ

+
j |Ψ〉α + ℘iba · ℘

j
ba〈Ψ|βσiσj |Ψ〉α−

−3
(
(r̂ij · ℘iab)(r̂ij · ℘

j
ab)〈Ψ|βσ

+
i σ

+
j |Ψ〉α+

+(r̂ij · ℘iab)(r̂ij · ℘
j
ba)〈Ψ|βσ

+
i σj |Ψ〉α+

+(r̂ij · ℘iba)(r̂ij · ℘
j
ab)〈Ψ|βσiσ

+
j |Ψ〉α+

+(r̂ij · ℘iba)(r̂ij · ℘
j
ba)〈Ψ|βσiσj |Ψ〉α

)]
1

|ri − rj |3
−

− i
~

2N∑
α

Cα(t,X)〈Ψ|βΓ̂|Ψ〉α. (19)
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Пiсля пiдстановки виразiв для усереднених операто-
рiв (24), (25) (див. у наступному пiдроздiлi) отрима-
ємо iз (19) таке:

∂

∂t
Cβ(t,X) = −iωa

N∑
i=1

Cβ1...ai...βN
δβia−

−iωb
N∑
i=1

Cβ1...bi...βN
δβib +

i

~

N∑
i

(
Cβ1...bi...βN

δβia℘
i
ab+

+Cβ1...ai...βN
δβib℘

i
ba

)
· E (t, ri)−

−1
2

1
4πε0

i

~

N ;N∑
i,j;i 6=j

[
Cβ1...bi...bj ...βN

δβiaδβja℘
i
ab · ℘

j
ab+

+Cβ1...bi...aj ...βN
δβiaδβjb℘

i
ab · ℘

j
ba+

+Cβ1...ai...bj ...βN
δβibδβja℘

i
ba · ℘

j
ab+

+Cβ1...ai...aj ...βN
δβibδβjb℘

i
ba · ℘

j
ba−

−3
(
Cβ1...bi...bj ...βN

δβiaδβja(℘
i
ab · r̂ij)(℘

j
ab · r̂ij)+

+Cβ1...bi...aj ...βN
δβiaδβjb(℘

i
ab · r̂ij)(℘

j
ba · r̂ij)+

+Cβ1...ai...bj ...βN
δβibδβja(℘

i
ba · r̂ij)(℘

j
ab · r̂ij)+

+Cβ1...ai...aj ...βN
δβibδβjb(℘

i
ba · r̂ij)(℘

j
ba · r̂ij)

)]
×

× 1
|ri − rj |3

− i

~

2N∑
α

Cα(t,X)〈Ψ|βΓ̂|Ψ〉α. (20)

3.2. Рiвняння руху атома

У квазiкласичному наближеннi, рiвняння руху атома
мiж зiткненнями має таку форму:

mi
d2

dt2
ri(t) = − ∂

∂ri
〈Ĥi〉, (21)

де

Ĥi=−
(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi

)
· E (t, ri) +

1
4πε0

×

×
N∑

j;i 6=j

1
|ri − rj |3

[(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi

)
·
(
℘jabσ

+
j + ℘jbaσj

)
−

−3r̂ij ·
(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi

)
r̂ij ·

(
℘jabσ

+
j + ℘jbaσj

)]
. (22)

Тодi

mi
d2

dt2
ri(t) = − ∂

∂ri

2N∑
β

2N∑
α

C∗β(t,X)Cα(t,X)×

×
{

1
|ri − rj |3

−
(
℘iab〈Ψ|βσ+

i |Ψ〉α + ℘iba〈Ψ|βσi|Ψ〉α
)
×

×E (t, ri) +
1

4πε0

N∑
j;j 6=i

[
℘iab · ℘

j
ab〈Ψ|βσ

+
i σ

+
j |Ψ〉α+

+℘iab · ℘
j
ba〈Ψ|βσ

+
i σj |Ψ〉α + ℘iba · ℘

j
ab〈Ψ|βσiσ

+
j |Ψ〉α+

+℘iba · ℘
j
ba〈Ψ|βσiσj |Ψ〉α − 3

(
(r̂ij · ℘iab)(r̂ij · ℘

j
ab)×

×〈Ψ|βσ+
i σ

+
j |Ψ〉α + (r̂ij · ℘iab)(r̂ij · ℘

j
ba)×

×〈Ψ|βσ+
i σj |Ψ〉α + (r̂ij · ℘iba)(r̂ij · ℘

j
ab)〈Ψ|βσiσ

+
j |Ψ〉α+

+(r̂ij · ℘iba)(r̂ij · ℘
j
ba)〈Ψ|βσiσj |Ψ〉α

)]
1

|ri − rj |3

}
. (23)

Пiсля пiдстановки виразiв для усереднених операто-
рiв

σ+
i σi|Ψ〉α = (|a〉〈a|i) |α1 . . . αi . . . αN 〉 = δaαi |Ψ〉α;

σ+
i |Ψ〉α=(|a〉〈b|i) |α1 . . . αi . . . αN 〉=δbαi

|α1 . . . ai . . . αN 〉;

〈Ψ|βσ+
i |Ψ〉α = δbαi

δβ1α1 . . . δβia . . . δβNαN
;

σi|Ψ〉α=(|b〉〈a|i) |α1 . . . αi . . . αN 〉=δaαi
|α1 . . . bi . . . αN 〉;

〈Ψ|βσi|Ψ〉α = δaαi
δβ1α1 . . . δβib . . . δβNαN

; (24)

σ+
i σ

+
j |Ψ〉α = σ+

i δbαj
|α1 . . . aj . . . αN 〉 =

= δbαi
δbαj
|α1 . . . ai . . . aj . . . αN 〉;

〈Ψ|βσ+
i σ

+
j |Ψ〉α =

= δbαi
δbαj

δβ1α1δβ2α2 . . . δβia . . . δβja . . . δβNαN
;

σ+
i σj |Ψ〉α = σ+

i δaαj
|α1 . . . bj . . . αN 〉 =
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= δbαiδaαj |α1 . . . ai . . . bj . . . αN 〉;

〈Ψ|βσ+
i σj |Ψ〉α = δbαiδaαjδβ1α1 . . . δβia . . . δβjb . . . δβNαN

;

〈Ψ|βσiσ+
j |Ψ〉α = δaαiδbαjδβ1α1 . . . δβib . . . δβja . . . δβNαN

;

〈Ψ|βσiσj |Ψ〉α = δaαiδaαjδβ1α1 . . . δβib . . . δβjb . . . δβNαN
;

〈Ψ|βσ+
i σi|Ψ〉α = δaαiδβ1α1 . . . δβia . . . δβNαN

; (25)

одержуємо таке рiвняння руху для атома i:

mi
d2

dt2
ri(t) = − ∂

∂ri

2N∑
β

C∗β(t,X)×

×
{

1
|ri−rj |3

−
(
Cβ1...bi...βN

δβia℘
i
ab+Cβ1...ai...βN

δβib℘
i
ba

)
×

×E (t, ri) +
1

4πε0

N∑
j;j 6=i

[
Cβ1...bi...bj ...βN

δβiaδβja℘
i
ab · ℘

j
ab+

+Cβ1...bi...aj ...βN
δβiaδβjb℘

i
ab · ℘

j
ba+

+Cβ1...ai...bj ...βN
δβibδβja℘

i
ba · ℘

j
ab+

+Cβ1...ai...aj ...βN
δβibδβjb℘

i
ba · ℘

j
ba−

−3
(
Cβ1...bi...bj ...βN

δβiaδβja(℘
i
ab · r̂ij)(℘

j
ab · r̂ij)+

+Cβ1...bi...aj ...βN
δβiaδβjb(℘

i
ab · r̂ij)(℘

j
ba · r̂ij)+

+Cβ1...ai...bj ...βN
δβibδβja(℘

i
ba · r̂ij)(℘

j
ab · r̂ij)+

+Cβ1...ai...aj ...βN
δβibδβjb(℘

i
ba · r̂ij)(℘

j
ba · r̂ij)

)]
×

× 1
|ri − rj |3

}
. (26)

3.3. Еволюцiйнi рiвняння для матрицi
густини i координат атома

Зараз можна записати вирази для похiдної за часом
вiд матрицi густини:

∂

∂t
ρiaa(t,X),

∂

∂t
ρiba(t,X),

∂

∂t
ρibb(t,X), (27)

де

ρiaa =
2N∑
β

C∗β1...ai...βN
Cβ δβia,

ρiab =
2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ δβia,

ρibb =
2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ δβib, (28)

та реалiзувати необхiднi перетворення у рiвняннях
для атомних координат. Зазначимо, що тут i в означе-
ннях (10), (11) вище, наведенi записи, що включають
дельта-символ Кронекера, якi означають таке:

2N∑
β

C∗β1...ai...βN
Cβ δβia=

2N∑
β

C∗β1...ai...βN
Cβ1...ai...βN

;

2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβδβia=

2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ1...ai...βN

;

2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ δβib=

2N∑
β

C∗β1...bi...βN
Cβ1...bi...βN

. (29)

3.3.1. Умови нормування i оператор Γ̂

Щоб задовольнити умови нормування

ρiaa(t,X) + ρibb(t,X) = 1, (30)

приймаємо таку модель “релаксацiйного” оператора
Γ̂, що

− i
~

2N∑
β

C∗β1...ai...βN

2N∑
α

Cα〈Ψ|β1...ai...βN
Γ̂|Ψ〉α+

+
i

~

2N∑
β

Cβ1...ai...βN

2N∑
α

C∗α

(
〈Ψ|β1...ai...βN

Γ̂|Ψ〉α
)∗

=

= γbbρ
i
bb (t,X)− γaaρiaa (t,X) . (31)

Також за аналогiєю

− i
~

2N∑
β

C∗β1...bi...βN

2N∑
α

Cα〈Ψ|β1...bi...βN
Γ̂|Ψ〉α+

+
i

~

2N∑
β

Cβ1...bi...βN

2N∑
α

C∗α

(
〈Ψ|β1...bi...βN

Γ̂|Ψ〉α
)∗

=
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= γaaρ
i
aa (t,X)− γbbρibb (t,X) . (32)

Але,

− i
~

2N∑
β

C∗β1...ai...βN

2N∑
α

Cα〈Ψ|β1...bi...βN
Γ̂|Ψ〉α+

+
i

~

2N∑
β

Cβ1...bi...βN

2N∑
α

C∗α

(
〈Ψ|β1...ai...βN

Γ̂|Ψ〉α
)∗
=

= −γbaρiba (t,X) . (33)

3.3.2. Рiвняння руху для елементiв матрицi
густини

Щоб отримати рiвняння руху, пiдставимо вираз (20) у
частиннi похiднi, що були уведенi ранiше. Наприклад,

∂

∂t
ρiaa(t,X) =

2N∑
β

Cβ δβia
∂

∂t
C∗β1...ai...βN

+

+
2N∑
β

C∗β1...ai...βN

∂

∂t
Cβ δβia. (34)

Як наслiдок, використовуючи результати iз попере-
днiх пiдроздiлiв та уведенi позначення, система ди-
намiчних (мiкроскопiчних) рiвнянь (5)–(8) для i-го
атома може бути отримана у наближеннi “ротацiй-
ної хвилi” (“rotating-wave approximation”) для взаємо-
дiї атом–поле.

3.4. Вiд мiкроскопiчного опису до
макроскопiчного

Нехай D (t, r1(t), r2(t), . . . , rN (t)) = D (t,X) – густина
ймовiрностi знайти систему у станi з координатами
X± dX. Тодi усереднена густина ймовiрностi знайти
i-й атом у збудженому станi з координатами ri ± dri
визначається як

ρiaa (t, ri) =
∫

D(t,X)ρiaa(t,X)×

×dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN . (35)

Щоб описати систему атомiв для рiзних просторо-
вих i часових масштабiв, застосуємо кiнетичне на-
ближення, яке мiстить розчеплення двочастинкової
матрицi густини на добуток двох одночастинкових
матриць густини

ρi;jab;ba(t, ri, rj) =
∫

D(t,X) ρi;jab;ba(t,X)×

×dr1 . . . dri−1dri+1 . . . drj−1drj+1 . . . drN '

' ρiab(t, ri) ρ
j
ba(t, rj), (36)

i разом iз розчепленням Боголюбова (див., напри-
клад, [38]) може описувати зникаючi кореляцiї мiж
частинками з часом при їх русi у тривимiрному про-
сторi r:

f(r, t)f(r′, t) ' f(r, t) f(r′, t), (37)

де

f(r, t) =
∫ N∑

i

δ(r− ri(t))δ(p− pi(t))dp (38)

– функцiя просторового розподiлу N частинок, коли
pi(t) – iмпульс i-ї частинки.

У ролi наступного наближення застосуємо гiдро-
динамiчну апроксимацiю, а саме: локальна фун-
кцiя розподiлу частинок у шестивимiрному про-
сторi швидкостi-координати є розподiл Максвелла–
Больцмана, що описує локальний рiвноважний стан
атомiв. Тодi зiткнення мiж атомами не дають вне-
ску в усереднене рiвняння еволюцiї, яке описує поло-
ження фiзично малого елемента об’єму dr (iнтеграл
Больцмана–Енскога зникає) (див. [39]).

Усередненi еволюцiйнi рiвняння будуть отриманi
таким шляхом. Iз означення елементiв N -частинкової
матрицi густини

ρiab(t,X) =
(
ρiba(t,X)

)∗
;

ρi;jab;ba(t,X) =
(
ρi;jba;ab(t,X)

)∗
,

ρi;jba;ba(t,X) =
(
ρi;jab;ab(t,X)

)∗
,

ρi;jaa;ba(t,X) =
(
ρi;jaa;ab(t,X)

)∗
,

ρi;jbb;ab(t,X) =
(
ρi;jbb;ba(t,X)

)∗
, (39)

випливає, що

ρiba(t,X)− ρiab(t,X) = 2iIm
(
ρiba(t,X)

)
,

ρiba(t,X) + ρiab(t,X) = 2Re
(
ρiab(t,X)

)
,

ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X)− ρi;jab;ab(t,X)− ρi;jab;ba(t,X) =

= 2iIm
(
ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X)

)
,
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ρi;jaa;ba(t,X) + ρi;jaa;ab(t,X)− ρi;jbb;ab(t,X)− ρi;jbb;ba(t,X) =

= 2Re
(
ρi;jaa;ba(t,X)− ρi;jbb;ba(t,X)

)
,

ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X) + ρi;jab;ab(t,X) + ρi;jab;ba(t,X) =

= 2Re
(
ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X)

)
. (40)

Далi для скорочення застосуємо такi позначення:

P i;j (t,X) = ρi;jba;ba(t,X) + ρi;jba;ab(t,X), (41)

i

Ri;j (t,X) = ρi;jaa;ba(t,X)− ρi;jbb;ba(t,X). (42)

Усереднимо рiвняння (5)–(8) за розподiлом
D(t,X, Ẋ), яке описує ймовiрнiсть знайти систему
атомiв у фазовому об’ємi (X ± dX, Ẋ ± dẊ) на
часовому iнтервалi t ± dt. Тодi, вiдповiдно до (35),
приходимо до такої системи рiвнянь: для ρiaa∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN D(t,X)

∂

∂t
ρiaa(t,X) =

= λa
n (ri)
N
− γρiaa (t, ri) +

i

~

(
ρiba (t, ri)℘iab ·E (t, ri)−

−ρiab (t, ri)℘iba ·E∗ (t, ri)
)

+
2

4πε0
1
~

N∑
j;j 6=i

∫
drj×

×

{
Im
(
P i;j (t, ri, rj)

)
Qijab (rij)

}
; (43)

для ρibb∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN D(t,X)

∂

∂t
ρibb(t,X) =

= λb
n (ri)
N
− γρibb (t, ri)−

− i
~

(
ρiba (t, ri)℘iab ·E (t, ri)− ρiab (t, ri)℘iba ·E∗ (t, ri)

)
−

− 2
4πε0

1
~

N∑
j;j 6=i

∫
drj

{
Im
(
P i;j (t, ri, rj)

)
Qijab (rij)

}
;

(44)

для ρiba∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN D(t,X)

∂

∂t
ρiba(t,X) =

= −γbaρiba (t, ri) + iω0ρiba (t, ri) +

+
i

~

(
ρiaa (t, ri)− ρibb (t, ri)

)
℘iab ·E∗ (t, ri)−

− 2
4πε0

i

~

N∑
j;j 6=i

∫
drj

{
Re
(
Ri;j (t, ri, rj)

)
Qijab (rij)

}
.

(45)

Приведемо також отримане квазiкласичне рiвняння
руху:

mi

∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN dṙ1 . . . dṙN×

×D
(
t,X, Ẋ

)
r̈i(t)=−

∂

∂ri

{
−
(
ρiba(t, ri)℘

i
ab ·E(t, ri)+

+ρiab (t, ri)℘iba ·E∗ (t, ri)
)

+

+
2

4πε0

N∑
j;j 6=i

∫
drj
{

Re
(
P i;j (t, ri, rj)

)
Qijab (rij)

}}
,

(46)

де усередненi величини P i;j (t, ri, rj) i Ri;j (t, ri, rj) ви-
значаються в (36). Тут було використано такi позна-
чення:

ω0ρiαβ (t, ri) =

=
∫

dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN dṙ1 . . . dṙN ×

×ρiαβ (t,X)D(t,X, Ẋ)ω0 (ṙi) , (47)

де α ∈ (a, b) i β ∈ (a, b);

n(ri)
N

= ρiaa (t, ri) + ρibb (t, ri) =

=
∫
dr1 . . . dri−1dri+1 . . . drN dṙ1dṙ2 . . . dṙN×

×D(t,X, Ẋ), (48)

та

D(t,X) =
∫

dṙ1dṙ2 . . . dṙN D(t,X, Ẋ). (49)

При цьому враховується така умова нормування:∫
V N

dXD(t,X) =
∫

dX dẊD(t,X, Ẋ) = 1. (50)
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Тут iнтегрування за кожною координатою ri (i =
1, . . . , N) вiдбувається у межах об’єму V , що фiзи-
чно заповнений газом атомiв. Таким чином, оскiльки
число частинок в об’ємi V зберiгається (що також ви-
дно iз умови нормування), уведенi N -частинковi фа-
зовi розподiли D i D не залежать явним чином вiд
часу: умова нормування виконується для будь-якого
моменту часу t. Як наслiдок маємо

∂

∂t

∫
V N

dXD(t,X) =
∂

∂t

∫
dX dẊD(t,X, Ẋ) = 0

⇔ ∂

∂t
D(t,X) = 0. (51)

Отриманi властивостi дозволяють представити усе-
реднену частинну похiдну за часом вiд величин
ρiaa (t,X), ρibb (t,X), ρiba (t,X) таким чином:∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN D(t,X)

∂

∂t
ρi
αα′ (t,X) =

=
∂

∂t

∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN D(t,X)ρi

αα′ (t,X)−

−
∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN ρiαα′ (t,X)

∂

∂t
D(t,X) =

=
∂

∂t
ρi
αα′ (t, ri) , (52)

де α = {a, b} i α
′
= {a, b}.

Щоб зробити наступне наближення, припускаємо,
що два атоми перестають статистично корелювати
через такий достатньо малий промiжок часу, що на-
ступнi вирази справджуються у вiдповiдно вибрано-
му часовому масштабi:

ρi;jba;ba (t, ri, rj) ≈ ρiba (t, ri) ρ
j
ba (t, rj) ;

ρi;jba;ab (t, ri, rj) ≈ ρiba (t, ri) ρ
j
ab (t, rj) ;

ρi;jaa;ba (t, ri, rj) ≈ ρiaa (t, ri) ρ
j
ba (t, rj) ;

ρi;jbb;ba (t, ri, rj) ≈ ρibb (t, ri) ρ
j
ba (t, rj) . (53)

Тут розглядається система iз однакових атомiв. Це
приводить до симетрiї усереднених розподiлiв:

ρiba (t, ri) = ρba (t, r) ,

ρiaa (t, ri) = ρaa (t, r) ,

ρibb (t, ri) = ρbb (t, r) . (54)

Тодi вирази у круглих дужках пiд iнтегруванням в
еволюцiйних рiвняннях (43)–(46) можуть бути пред-
ставленi таким чином:

Im
(
ρi;jba;ba (t, ri, rj) + ρi;jba;ab (t, ri, rj)

)
≈

≈ 2 Im (ρba (t, r)) Re (ρba (t, r′)) ;

Re
(
ρi;jaa;ba (t, ri, rj)− ρi;jbb;ba (t, ri, rj)

)
≈

≈ (ρaa (t, r)− ρbb (t, r)) Re (ρba (t, r′)) ;

Re
(
ρi;jba;ba (t, ri, rj) + ρi;jba;ab (t, ri, rj)

)
≈

≈ 2Re (ρba (t, r)) Re (ρba (t, r′)) . (55)

У результатi система еволюцiйних рiвнянь (43)–
(46) для густин атомних станiв стає замкненою вiд-
носно невiдомих, що описують тiльки одночастинко-
вi розподiли (ρaa (t, r), ρbb (t, r), ρba (t, r)). Крiм того,
припускаємо локальну рiвновагу за розподiлом D в
межах об’єму (π)3

k3 , що дорiвнює об’єму куба, який по-
будований на половинi довжини хвилi. Так, що ефе-
кти зiткнень зникають пiсля усереднення прискорен-
ня i-ї частинки dṙi(t)

dt :∫
dr1 . . . dri−1dri+1 . . . drN dṙ1dṙ2 . . . dṙN D×

×(t,X, Ẋ)r̈i(t) =
d

dt

∫
dr1dr2 . . . dri−1dri+1 . . . drN×

×dṙ1 . . . dṙND(t,X, Ẋ)ṙi(t)−
∫
dr1dr2 . . . dri−1×

×dri+1 . . . drN dṙ1dṙ2 . . . dṙN ṙi
d

dt
D(t,X, Ẋ) ≈

≈ d

dt
u (t, r) =

∂

∂t
u (t, r) +

(
u (t, r) · ∂

∂r

)
u (t, r) , (56)

де

d

dt
D(t,X, Ẋ) =

∂

∂X
D(X, Ẋ)

d

dt
X +

∂

∂ Ẋ
D(X, Ẋ)×

× d2

dt2
X = − D(X, Ẋ)

J(t,X, Ẋ)

[
∂

∂t
J(t,X, Ẋ) +

∂

∂X
J×

×(t,X, Ẋ) · Ẋ +
∂

∂ Ẋ
J(t,X, Ẋ) · d

2

dt2
X
]
. (57)
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Тут J(t,X, Ẋ) – якобiан перетворення фазових коор-
динат вздовж фазових траєкторiй атомiв з часом:(
X(t+ dt), Ẋ(t+ dt)

)
= Ĵ ·

(
X(t), Ẋ(t)

)
. (58)

Покладаючи ℘iab = ℘iba = ℘℘̂, i = 1, . . . , N , що вiд-
ображає паралельнiсть або антипаралельнiсть зовнi-
шньому полю з амплiтудою E, отримуємо таку систе-
му еволюцiйних рiвнянь:
для ρaa (t, r)

∂

∂t
ρaa (t, r) = λa

n (r)
N
− γρaa (t, r) +

+
i

~
℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r)− ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r)) +

+
2
~
χ

∫
dr′{2 Im (ρba(t, r)) Re (ρba(t, r′))Q (r, r′)}; (59)

для ρbb (t, r)

∂

∂t
ρbb (t, r) = λb

n (r)
N
− γρbb (t, r)−

− i
~
℘ (ρba (t, r) ℘̂ ·E (t, r)− ρab (t, r) ℘̂ ·E∗ (t, r))−

−2
~
χ

∫
dr′{2 Im (ρba(t, r)) Re (ρba(t, r′))Q (r, r′)}; (60)

для ρba (t, r)

∂

∂t
ρba(t, r) = −γbaρba(t, r) + iω0ρba(t, r)+

+
i

~
(ρaa(t, r)− ρbb(t, r))℘℘̂ ·E∗(t, r)−

−2i
~
χ

∫
dr′{(ρaa(t, r)−ρbb(t, rt)Re(ρba(t, r′))Q(r, r′)}.

(61)

Крiм того, можна отримати рiвняння для квазi-
класичного поступового руху частинок:

m
∂

∂t
u(t, r) = −m

(
u(t, r) · ∂

∂r

)
u(t, r)−

− ∂

∂r

{
−℘ (ρba(t, r)℘̂ ·E(t, r) + ρab(t, r)℘̂ ·E∗(t, r))+

+2χ
∫
dr′ {2Re (ρba (t, r)) Re (ρba (t, r′))Q (r, r′)}

}
. (62)

Останнє доводить справедливiсть рiвнянь (12)–(15).

4. Висновки

У роботi побудованi мiкроскопiчнi та макроскопiчнi
кiнетичнi рiвняння для матричних елементiв густи-
ни N -атомних станiв i атомного поступального руху,
якi враховують взаємодiю мiж атомами та взаємодiю
атомiв iз зовнiшнiм полем.

З певною модифiкацiєю ця теорiя може бути за-
стосована для опису спектроскопiчних властивостей
при описi колективних ефектiв. Описаному тут на-
ближенню можуть вiдповiдати системи достатньо “те-
плих” та щiльних атомарних газiв, що опромiнюються
паралельно чи антипаралельно напрямленими лазер-
ними променями з частотами, близькими до резонан-
сного переходу, i якi експериментально дослiдженi,
наприклад, у роботах [3, 6]. Головна вiдмiннiсть вiд
наближення [27] полягає у тому, що останнє засто-
совне для опису достатньо “холодних” атомарних га-
зiв iз згаданими вже обмеженнями та достатньо по-
вiльними “випромiнювальними” процесами порiвняно
iз часом спонтанного випромiнювання, як у роботах
[23, 30]. Як можливе застосування аналiтичнi рiшен-
ня можуть бути отриманi для результуючих макро-
скопiчних рiвнянь у рiзних наближеннях, наприклад,
для систем, що складаються з сильного когерентного
“накачуючого” поля та протилежного за напрямком
слабкого “пробного” поля.

Iнший цiкавий достатньо фундаментальний резуль-
тат заслуговує тут декiлькох слiв. Використаний мо-
дельний гамiльтонiан дозволяє моделювати диполь-
дипольну взаємодiю мiж атомами, беручи до уваги
вплив взаємодiї атомiв з ”польовим” середовищем, i
будувати безпосередньо мiкроскопiчнi кiнетичнi рiв-
няння для матричних елементiв густини станiв систе-
ми. Iншi методи, що використовують вiдповiднi фун-
кцiї Грiна, як у роботах [13–17], можуть бути бiльш
громiздкими i, взагалi-то, не дозволяють формулюва-
ти кiнетичнi рiвняння (якi включають “близькодiю”
та “далекодiю” в iнтегралi “зiткнень”) у зручних для
iнтерпретацiї термiнах матрицi густини.
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ДИНАМИЧЕСКОЕ И МАКРОСКОПИЧЕСКОЕ
ОПИСАНИЕ ГАЗА ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ
АТОМОВ В СИЛЬНОМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ
ПОЛЕ ОКОЛО РЕЗОНАНСА

А.С. Сижук, С.Н. Ежов

Р е з ю м е

Работа посвящена построению микроскопической и макроско-
пической теорий системы N взаимодействующих двухуров-
невых атомов в сильном и слабом электромагнитных полях.
Построенные микроскопические кинетические уравнения для
матричных элементов плотности состояний атомов и атом-
ного движения N -атомной системы учитывают взаимодей-
ствие между атомами и между атомами и внешним полем.
Соответствующая макроскопическая кинетика построена для
одно- и двухчастичной функций распределения матриц пло-
тности атомных состояний. Замкнутая система макроскопи-
ческих одночастичных уравнений для усредненных элементов
матрицы плотности атомных состояний вместе с уравнениями
Максвелла позволяют описывать испускательные и поглоща-
тельные свойства системы, а также зависимость оптических
свойств от плотности частиц в терминах далекодействующего
диполь-дипольного взаимодействия между атомами.

DYNAMICAL AND MACROSCOPIC DESCRIPTIONS
OF THE STRONGLY DRIVEN GAS MEDIUM
OF INTERACTING ATOMS
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S u m m a r y

This paper is devoted to constructing the microscopic and macro-

scopic theories of a system of N interacting two-level atoms cou-

pled with a strong near resonant pumping field and a weak probe

electromagnetic one. Microscopic kinetic equations for the density
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matrix elements of N -atom states including atomic motion are

deduced with regard for the atom-field and atom-atom interac-

tions. The corresponding macroscopic kinetics is built for the one-

and two-particle density matrix distribution functions. The self-

consistent system of macroscopic one-particle equations for the av-

eraged density matrix elements along with the Maxwell equations

allow us to describe the emission and absorption properties of the

system and to explain the dependence of the optical properties

on the particle density in terms of the “long-range” dipole-dipole

interaction between the atoms.
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