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ХАРТРI–ФОКIВСЬКА ЗАДАЧА
ЕЛЕКТРОННО-ДIРКОВОЇ ПАРИ
В КВАНТОВIЙ ЯМI GaNУДК 533.9

Розглянуто мiкроскопiчне обчислення спектра поглинання для системи
GaN/AlxGa1−xN квантової ями. Тодi як структури квантової ями з параболiчним за-
коном дисперсiї проявляють звичайне висвiтлювання екситону без змiни спектральної
областi, то значне червоне змiщення екситонного резонансу знайдено для в’юрцитної
квантовоямної структури. Обчислено енергiю екситонного резонансу для в’юрцитної
квантової ями. Одержанi результати можуть пояснюватися впливом валентної
зонної структури на ефекти квантового конфайнменту. Обчислено оптичний спектр
пiдсилення в хартрi–фокiвськiй апроксимацiї. Обчислено зоммерфельдiвське пiдсилення.
Обчислено червоне змiщення спектра пiдсилення в хартрi–фокiвськiй апроксимацiї
вiдносно хартрiвського спектра пiдсилення.
К люч о в i с л о в а: хартрi–фокiвська апроксимацiя, екситон, в’юрцитна квантова яма,
кулонiвський ефект, лазери

1. Вступ

Фiзичнi властивостi широкозонних групи-III кван-
товоямних систем дослiджуються завдяки їхньому
застосуванню в свiтлових емiтерах i напiвпровiд-
никових лазерах в ультрафiолетовiй, голубiй i зе-
ленiй областях спектра. Ультрафiолетовi свiтловi
дiоди i лазери набули значної уваги в дослiджен-
нях завдяки їхньому застосуванню в компактних
бiологiчних системах детектування, аналiтичних
приладах i в медичнiй дiагностицi. Хоча число свi-
тлових дiодiв i лазерних дiодiв вже було продемон-
стровано [1,2], однак цi структури все ще знаходя-
ться на етапi розвитку, i є ще багато питань, що
стосуються очiкуваних характеристик i оптималь-
них конфiгурацiй приладiв.

Реалiзацiя свiтлодiодiв на основi напiвпровiдни-
кiв, ширина забороненої зони яких знаходиться в
ультрафiолетовiй областi, забезпечує джерела свi-
тла для рiзних застосувань, наприклад, у бiоло-
гiчних детекторах i пристроях збереження iнфор-
мацiї [2]. Хоча такi пристрої в основному потре-
бують квантових ям на основi AlxGa1−xN, з висо-
ким вмiстом Al, їхнi фундаментальнi оптичнi вла-
стивостi залишаються дискусiйними. Було екпе-
риментально спостережено, що поверхнева емiсiя
з [0001] – орiєнтованої AlxGa1−xN дуже слабка
у зв’язку з домiнуючою оптичною поляризацiєю
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вздовж [0001] c напрямку [3–5]. Пояснення цього
ефекту може бути знайдене зi структури валентної
зони AlN. Структура валентної зони в AlN разюче
вiдмiнна, нiж структура валентної зони в GaN. У
в’юрцитному AlN чи GaN, виродження p-подiбного
стану в Γ точцi знiмається пiд дiєю розщеплення
кристалiчним полем i спiн-орбiтальним розщепле-
нням приводячи до утворення трьох валентних зон
у центрi зони Брiллюена.

Оскiльки AlN має негативну енергiю розщепле-
ння кристалiчним полем, а GaN позитивну, то це
розщеплення приводить до того, що структура ва-
лентної зони в AlN має впорядкування Γ7, Γ9 i
Γ7, а GaN Γ9, Γ7 i Γ7 [6]. I тому вершина вален-
тної зони в AlN має дiрки, розщепленi кристалi-
чним полем з pz-станами, а вершина валентної зо-
ни в GaN має важкi дiрки з px-подiбними i py-
подiбними станами, де вiсь z напрямлена вздовж
гексагональної осi.

Отже, емiсiя з квантової ями AlxGa1−xN з ви-
соким (низьким) вмiстом Al поляризована вздовж
(перпендикулярно) до c осi.

Останнiм часом багато дослiджень концентру-
ється на потенцiальному застосуваннi наностру-
ктур, таких як фотоннi кристалiчнi структури, на-
нодiрки, наноточки i нанопалички. У вивченнi те-
хнологiї фотонної ширини забороненої зони спа-
дає на думку, що у випадку дiелектричного ря-
дочка або наностовбчика, велика щiлина вiдкрита
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для TM моди, а не для TE моди [7]. Отже, у вико-
ристаннi цього виду наноструктур для лазерного
застосування одержується джерело свiтла для TM
моди.

У системi квантової ями InGaN/GaN в c-
площинi, в активному шарi iндукується дефор-
мацiя стиску i поляризацiйнi властивостi свiтла
TE поляризованi [8]. Крiм того, присутнє сильне
внутрiшнє електричне поле, викликане спонтанни-
ми i п’єзоелектричними поляризацiйними заряда-
ми на iнтерфейсi c-площини InGaN/GaN кванто-
вої ями. Цей феномен приводить до внутрiшнього
ефекту Штарка, зменшуючи внутрiшню квантову
ефективнiсть i приводить до емiсiйного спектра,
змiщеного в червоний бiк.

На сьогоднi є дослiдження [9–11] iнтерфейсних
поляризацiйних зарядiв, якi використовують спла-
ви для удосконалення характеристик. Багато до-
слiджень концентруються на неполярних i напiв-
полярних площинах [12–15]. Цi результати свiд-
чать про поляризовану свiтлову емiсiю i послабле-
ння внутрiшнього ефекту Штарка. Однак у зв’яз-
ку з високою дороговизною для a-площини i m-
площини пiдкладок використовують пiдкладки на
c-площинi. У роботах [16, 17] автори розглядають
c-площину InGaN/AlGaN квантовоямної структу-
ри замiсть InGaN/GaN для того, щоб отримати де-
формацiю розтягу в шарi квантової ями. У попере-
днiх дослiдженнях i в обчисленнях показано, що в
нiтридних матерiалах |Z⟩-подiбний стан породжу-
ється, якщо шар матерiалу знаходиться пiд дiєю
двовiсної деформацiї розтягу.

Крiм приладiв на основi нiтридiв, також група-
II оксидiв розглядається як для високоефективних
лазерних дiодiв [18, 19], так для польових транзи-
сторiв з високими характеристиками [21, 22]. Iнду-
кованi п’єзоелектричнi поля вiдiграють важливу
роль для зонної структури i оптичного пiдсиле-
ння [23]. Однак орiєнтацiя кристалiчної структу-
ри значно модифiкує електронну зонну структуру
внаслiдок деформацiйних ефектiв [24]. Було експе-
риментально доведено, що вирощенi вздовж кри-
сталографiчних напрямкiв, вiдмiнних вiд [0001],
приводить до зростання квантової ефективностi,
зменшуючи деформацiйно-iндукованi електричнi
поля в областi квантової ями, можливо ведучи до
шляхiв отримання високоефективних бiлих лазер-
них дiодiв [25]. Є теоретичнi роботи, якi вивчають
ефекти кристалiчної орiєнтацiї на п’єзоелектри-
чнi поля в здеформованих в’юрцитних квантових
ямах [24, 26]. Однак п’єзоелектричнi ефекти вмi-

щують не лише деформацiйно-iндуковану поляри-
зацiю, вони також враховують зворотний зв’язок,
вплив електричного поля i поляризацiї на дефор-
мацiю. Цi ефекти вивчаються в роботi [26].

Глибоке розумiння впливу складної валентної
зонної структури на оптичнi властивостi допомо-
гло б вiдповiсти на багато запитань. Крiм того, в
цих матерiалах проявляються цiкавi ефекти силь-
ної електронно-дiркової кулонiвської взаємодiї. Ба-
гаточастинкова взаємодiя приводить до ефектiв,
якi вмiщують в себе екранування, зсув за фазою,
перенормування ширини забороненої зони i запов-
нення фазового простору [27–30].

Загальний феномен кулонiвського пiдсилення
може бути пояснений таким чином. Зумовленi ку-
лонiвським притяганням, частинки електрон та
дiрка мають бiльшу тенденцiю знаходитись в око-
лi одна одної, нiж у випадку невзаємодiючих ча-
стинок. Це зростання часу взаємодiї приводить до
збiльшення ймовiрностi оптичних переходiв [28].

Статтю побудовано таким чином. У роздiлi 2
представлено мiкроскопiчну багаточастинкову те-
орiю на основi напiвпровiдникових блохiвських
рiвнянь тобто рiвнянь Гейзенберга для оптичної
поляризацiї i заселеностi носiїв. У роздiлi 3 роз-
глянуто квантову яму, яка перпендикулярна до
напрямку вирощення [0001]. Ми дослiджуємо iн-
теграл перекриття електронної i дiркової хви-
льових функцiй, обчислюємо енергiю формуван-
ня екситону в квантовiй ямi, обчислюємо хар-
трiвський та хартрi–фокiвський спектри пiдси-
лення, та обчислюємо спектр екситонного по-
глинання у в’юрцитнiй квантовiй ямi i порiв-
нюємо його зi спектром поглинання в кванто-
вiй ямi з параболiчними зонами. Ми обчислю-
ємо хартрiвське та хартрi–фокiвське перенорму-
вання енергетичного спектра. Обчислено черво-
не перенормування спектра пiдсилення, виклика-
не електронно-електронною та дiрково-дiрковою
кулонiвською взаємодiєю. Обчислено значне зом-
мерфельдiвське пiдсилення спектра. Це пiдсиле-
ння електричного дипольного моменту виклика-
не електронно-дiрковою кулонiвською взаємодiєю
притягання.

2. Теорiя

Точки нульового нахилу k0 тобто точки, в
яких тотожно згiдно з умовами симетрiї за-
нулюються компоненти швидкостi ∂ E

∂ kα
, iз вра-

хуванням iнварiантностi вiдносно iнверсiї ча-

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 1 57



Л.О. Локоть

су, визначається згiдно з формулою N =
= 1

h′

∑
g∈G

1
2 [χ

2
v(g) +χv(g

2)] 12 [χ
2
ψ(g) +χψ(g

2)]. Для
цього випадку занулюються всi компоненти iм-
пульсу, тобто ∂ E

∂ kα
= 0 для всiх напрямкiв k [31].

Ми розглядаємо квантову яму, яка перпендику-
лярна до напрямку вирощення [0001]. Вiсь z на-
прямлена вздовж гексагональної c осi. Тодi поздов-
жнiй хвильовий вектор kz замiняємо оператором
kz → −i ∂∂ z . Iз рiвняння Шредiнгера одержуємо
енергетичний спектр En(kt) для дiрок та електро-
нiв, де kt = (kx, ky) – поперечний хвильовий ве-
ктор. Необхiдною умовою екстремуму зони в околi
фундаментальної щiлини є рiвнiсть нулю похiдної
енергiї за kt. Вiдомо з фiзики напiвпровiдникiв, що
спектр поглинання в околi фундаментальної щiли-
ни, iз врахуванням зв’язаної електронно-дiркової
пари приводить до екситонного спектра. Ексито-
ни математично випливають з рiвняння Шредiн-
гера для атома водню, яке вiдоме як рiвняння Ва-
ньє [32].

Повна ортонормована система функцiй, яка за-
лежить вiд трьох квантових чисел для дiрок: α,
що визначає номер пiдзони, p – квазiiмпульс i m –
кiлькiсть доданкiв у розкладi хвильової функцiї
за повною ортонормованою системою функцiй на
вiдрiзку [−w/2 . . . w/2], який визначає ширину w
квантової ями, наведено в роботах [33,34]. Для еле-
ктронiв число, яке визначає номер доданка в роз-
кладi дорiвнює числу, що визначає номер пiдзо-
ни. У статтi розглядається одна найнижча пiдзо-
на провiдностi i одна найвища валентна пiдзона. В
електронно-дiрковому представленнi вводимо опе-
ратори âp, â+p , b̂−p, b̂+−p – оператори знищення i на-
родження електрона i дiрки, де p = (px, py) – попе-
речний у площинi квантової ями квазiiмпульс но-
сiїв. I немає необхiдностi у квантовому числi, який
визначає номер пiдзони. Отже для важкої дiрки:

Ψ =
∑
p
b̂pψp(r), (1)

де

ψp(r) =
eipρ

√
A

|p⟩, (2)

де A – площа квантової ями в (x, y) площинi;

|p⟩ =

∥∥∥∥∥∥∥
ϕ
(1)
α (z,p)
ϕ
(2)
α (z,p)
ϕ
(3)
α (z,p)

∥∥∥∥∥∥∥ , (3)

ϕ(j)α =
n∑
i=1

V (j)
p [i, α]χi(z), (4)

χn(z) =

√
2

w
sin

(
π n

(
z

w
+

1

2

))
, (5)

дe n – натуральне число, α=“важка дiрка”.
А для електрона

Ψ =
∑
p
âpψp(r), (6)

де

ψp(r) =
eipρ

√
A
χ1(z). (7)

Для спрощення аналiзу розглядаємо невиродже-
ну ситуацiю, що описується гамiльтонiаном Ĥ =
Ĥ0 + V̂ + Ĥint, який складається в електронно-
дiрковому представленнi з кiнетичної енергiї еле-
ктронiв ϵνee,p, кiнетичної енергiї дiрок ϵνhh,p:

Ĥ0 =
∑
p
ϵνee,pâ

+
p âp + ϵνhh,pb̂

+
−pb̂−p. (8)

Гамiльтонiан кулонiвської взаємодiї для частинок
в електронно-дiрковому представленнi запишеться
у виглядi:

V̂ =
1

2

∑
p,k,q

V νeνeνeνeq â+p+qâ
+
k−qâkâp+

+V νhνhνhνhq b̂+p+qb̂
+
k−qb̂kb̂p−

−2V νeνhνhνeq â+p+qb̂
+
k−qb̂kâp, (9)

де

V
νανβνβνα
q =

e2

ε

1

A

+w/2∫
−w/2

dz

+w/2∫
−w/2

dz′χνα(z)χνβ (z
′)
2π

q
×

× e−q|z−z
′|χνβ (z

′)χνα(z), (10)

кулонiвський потенцiал квантової ями, ε – дiеле-
ктрична проникливiсть основного матерiалу кван-
тової ями. В той час як Vq = V

νανβνβνα
q =

= V ναναναναq = 4π e2

ε V q2 – тривимiрне перетворення
Фур’є кулонiвської потенцiальної енергiї, V – об’єм
матерiалу. Взаємодiя диполя з електромагнiтним
полем описується гамiльтонiаном

Ĥint = − 1

A

∑
νe,νh,p

((µνeνhp )⋆p̂νeνhp E⋆eiω t+
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+(µνeνhp )(p̂νeνhp )+Ee−iω t), (11)

де p̂νeνhp = ⟨ b̂−pâp⟩ – мiкроскопiчний диполь, зу-
мовлений електронно-дiрковою парою з електрон-
ним (дiрковим) iмпульсом p (−p) i номером пiдзо-
ни νe (νh), µνeνhk =

∫
d3rUj′σ′ kep̂Ujσ k, – матри-

чнi елементи електричного дипольного моменту,
якi залежать вiд хвильового вектора k i номера
пiдзон, мiж якими вiдбуваються прямi мiжзоннi
переходи, e – одиничний вектор векторного по-
тенцiалу електромагнiтної хвилi, p̂ – оператор iм-
пульсу. Пiдзони описуються хвильовими функцiя-
ми Uj′σ′ k, Ujσ k, де j′ – номер пiдзони з зони про-
вiдностi, σ′-спiн електрона, j – номер пiдзони з ва-
лентної зони, σ – спiн дiрки. Ми розглядаємо одну
найнижчу пiдзону провiдностi j′ = 1 i одну най-
вищу валентну пiдзону j = 1. E i ω – амплiтуда i
частота електричного поля свiтлової хвилi.

Вводимо наближення, яке спростить обчислення
у розв’язаннi задачi про електронно-дiрковий газ,
а саме розглядаємо задачу у випадку високих гу-
стин електронно-дiркового газу (випадок rs < 1).
Оцiнюючи вiдношення кулонiвської потенцiальної
енергiї до фермiєвської енергiї, отримуємо

rs =
EC
EF

=
2me2

ε ~2
√
nπ

= 0,73, (12)

для концентрацiї електронно-дiркового газу n =
= 1013 см−2, дiелектричної проникливостi матерi-
алу ε = 9, 38, поперечної ефективної маси електро-
на при Γ точцi m = 0, 18 (обернена друга похiдна
енергiї вiд поперечного хвильового вектора). Це
означає, що енергiя Фермi домiнує у порiвняннi з
кулонiвською потенцiальною енергiєю при rs → 0.
Тобто, при зростаннi густини вона зростає швид-
ше, нiж кулонiвська енергiя, i при rs → 0 будуть
домiнувати члени, якi вiдповiдають циклiчним дiа-
грамам.

Рiвняння Гейзенберга для електронної n̂νep =

= ⟨ â+p âp⟩ або дiркової n̂νhp = ⟨ b̂+−pb̂−p⟩ заселено-
стi запишеться у виглядi

∂ n̂νep
∂ t

=
i

~
[Ĥ, n̂νep ]. (13)

Пiдставляючи (8), (9), (11) в (13), отримуємо

~
∂ n̂νep
∂ t

= −2Im[µνeνhp E(t)(p̂νeνhp )⋆] + i
∑
k′,q

V (q)×

×(⟨ â+p â+k−qâp−qâk⟩ − ⟨ â+p+qâ
+
k−qâpâk⟩+

+⟨ â+p b̂+k−qb̂kâp−q⟩ − ⟨ â+p+qb̂
+
k−qb̂kâp⟩). (14)

Факторизуючи згортки операторiв за теоремою Вi-
ка одержуємо рiвняння Гейзенберга для електрон-
ної заселенностi в хартрi–фокiвськiй апроксимацiї:

~
∂ n̂νep
∂ t

= −2Im[[µνeνhp E(t) +
∑
q
V (q)p̂νeνhp+q ](p̂

νeνh
p )⋆].

(15)
Попарнi згортки походять вiд ψ операторiв, взятих
у рiзних точках, тому це наближення називають
хартрi–фокiвським.

У другому порядку за кулонiвською потенцiаль-
ною енергiєю:

~
∂ n̂νep,scat
∂ t

= −
∑
k,q

2π V 2(q)×

×D(ϵe(p) + ϵe(k + q)− ϵe(k)− ϵe(p + q))×

×[n̂νep n̂
νe
k+q(1− n̂νek )(1− n̂νep+q)−

−(1− n̂νep )(1− n̂νek+q)n̂
νe
k n̂

νe
p+q]−

−
∑
k,q

2π V 2(q)D(ϵe(p)+ϵh(k)−ϵe(p+q)−ϵh(k+q))×

×[n̂νep n̂
νh
k (1− n̂νep+q)(1− n̂νhk+q)−

−(1− n̂νep )(1− n̂νhk )n̂νep+qn̂
νh
k+q], (16)

де D(∆) = δ(∆) − iπ−1P (∆), i P означає головне
значення.

Ми припустили, що

∂ n̂νep
∂ t

=
∂ n̂νhp
∂ t

= 0. (17)

Знайдемо середнє за матрицею густини, деяким
статистичним оператором ρ = e−β H0

Sp(e−β H0 )
значення

вiд згортки двох операторiв: ⟨â+k âp(τ)⟩. З рiвняння
Гейзенберга можна знайти:

⟨âpâ+k ⟩ = eβ ϵ
νe
p ⟨â+k âp⟩. (18)

Оскiльки для фермiонiв âpâ+k = δpk − â+k âp, з рiв-
няння (18) одержимо вираз для електронної засе-
леностi через фермi-функцiю розподiлу:

⟨â+k âp⟩ =
δpk

1 + eβϵ
νe
p
, (19)

де ϵνep = ενep − EF.
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Для обчислення суми в енергiї основного ста-
ну електронного газу в усiх порядках теорiї збу-
рень в статтi [35] вводиться як пропагатор функ-
цiя, фур’є-трансформанта якої дорiвнює:

Qq(u) =

∫
d3p

∞∫
−∞

eituqe−|t|[ 12 q
2+qp]dt. (20)

У роботах [35–38] знайдено пряму вiдповiднiсть
мiж дiаграмами даного порядку i iнтегралами,
фур’є-перетворення яких дорiвнює:

An =
q

2π n

∞∫
−∞

du[Qq(u)]
n. (21)

Автори [35–38] показали, що повний внесок всiх
циклiчних дiаграм в n-му порядку теорiї збурень
виражається через фур’є-трансформанту таким
чином:

ϵ′ ≡ ϵ(2) + ϵ(3) + ϵ(4) + ... =

= − 3

8π5

∫
d3q

q3
1

2π

∞∑
n=2

⟨ [[F̂ , V̂ ], ...V̂︸ ︷︷ ︸
n−1

]⟩×

×
∞∫

−∞

du
(−1)n

n
[Qq(u)]

n(
α rs
π2q2

)n−2 =

= − 3

8π5

∫
d3q

q3
1

2π

∞∫
−∞

du×

×
∞∑
n=2

(−1)n

n
[f̂ ]n−1[Qq(u)]

n

(
α rs
π2q2

)n−2

, (22)

де F̂ вибираємо з суми чотирьох операторiв з рiв-
няння (14), якi мiстять чотири добутки операто-
рiв народження i знищення частинок, наприклад:
F̂ = â+p â

+
k−qâkâp−q, тодi застосовуючи операторну

алгебру i формалiзм матрицi густини, отримуємо

f̂ = n̂pn̂k+q(1− n̂p+q)(1− n̂k). (23)

В цьому роздiлi ми отримуємо рiвняння руху
для середнього значення добутку b̂−pâp, мiкроско-
пiчного диполя, який задає поляризацiю середови-
ща, яка стає макроскопiчною завдяки прикладено-
му зовнiшньому полю.

Середнє значення деякої фiзичної величини F ,
якiй вiдповiдає оператор F̂ можна виразити че-
рез слiд матрицi, деякий статистичний оператор,

для якого задовольняється рiвняння Гейзенберга,
до якого застосовується iтерацiйна процедура:

⟨ F̂ ⟩ = Sp(ŵ0F̂ )+

+
2π

i
D(−ϵp1+q−ϵp2−q+ϵp1 +ϵp2)Sp([F̂ , V̂0]ŵ0), (24)

де ŵ0 = e−Ĥ0/kT

Sp(e−Ĥ0/kT )
, тобто припускається, що

матриця густини ŵ0 описується канонiчним роз-
подiлом Гiббса; у представленнi взаємодiї часо-
ву залежнiсть як хвильової функцiї, так i будь-
якого оператора можна виразити через гамiль-
тонiан системи невзаємодiючих частинок: V̂0 =
= eiĤ0t/~V̂ e−iĤ0t/~.

Рiвняння Гейзенберга для описаної системи
електронно-дiркового газу набуде вигляду

dp̂νeνhp

dt
= −iωνeνhp p̂νeνhp − iΩνeνhp (−1 + n̂νep + n̂νhp )+

+
i

~
(
∑
q,k

V νeνeνeνeq ⟨ â+k+qâp+qb̂−pâk⟩+

+V νhνhνhνhq ⟨ b̂+k+qb̂−p+qb̂kâp⟩−

−
∑
q,k

V νeνhνhνeq (⟨ â+k+qâpb̂−p+qâk⟩+

+⟨ b̂+k+qb̂−pb̂kâp+q⟩ − ⟨ b̂−p+qâp−q⟩ δq,k)), (25)

де ωνeνhp = 1
~ (ϵg0 + ϵνee,p + ϵνhh,p) – частота перехо-

ду, Ωνeνhp = 1
~µ

νeνh
p Ee−iω t – частота Рабi. Викори-

стовуючи операторну алгебру, формалiзм матрицi
густини i формулу (24), можна отримати:

dp̂νeνhp

dt
= −iωνeνhp p̂νeνhp − iΩνeνhp (−1 + n̂νep + n̂νhp )−

− i

~
∑
q
V νeνhνhνeq p̂νeνhp+q(−1 + n̂νep + n̂νhp )−

− i

~
∑
q
W νeνhνhνe
q p̂νeνhp+q(Ξ

νe
p,q + Ξνhp,q)+

+
1

~
∑

α = e, h
β = e, h
α ̸= β

∑
να,νβ

∑
k,q

W
νανβνβνα
q W

νανβνβνα
|p+q−k| ×

×D(ϵ
νβ
p + ϵναk − ϵ

νβ
k−q − ϵναp+q)×

×(n̂
νβ
p (1− n̂νβk−q)n̂

να
k +(1− n̂νβp )n̂

νβ
k−q(1− n̂

να
k ))p̂νeνhp+q .

(26)
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Рiвняння (26) описує осциляцiї поляризацiї на ча-
стотi оптичних переходiв, а також процеси сти-
мульованої емiсiї або поглинання. У ролi функ-
цiй заселеностi вибираємо фермi-функцiї розподi-
лу. Частота переходу ωνeνhp визначається за таким
виразом:

ωνeνhp =
1

~
(ϵg0 + ϵνee,p + ϵνhh,p+

+
∑
α=e,h

∑
να

∑
q
(V ναναναναq (−n̂ναp+q)+

+W νανανανα
q (−Ξ̂ναp+q,q))−

−i
∑

α = e, h
β = e, h
α ̸= β

∑
να,νβ

∑
k,q

(W
νανβνβνα
q )2×

×D(−ϵναp+q − ϵ
νβ
k−q + ϵ

νβ
k + ϵναp )×

×(n̂
νβ
k−q(1− n̂

νβ
k )n̂ναp+q + (1− n̂

νβ
k−q)n̂

νβ
k (1− n̂ναp+q)) .

(27)

Функцiї Ξ̂νep+q,q i Ξ̂νep,q визначенi далi

Ξ̂νep+q,q = i
∑
k

[W νeνeνeνe
q −W νeνeνeνe

|k−q−p| ]×

×D(−ϵνep+q − ϵνek−q + ϵνek + ϵνep )×

×(n̂νek−q(1− n̂νek )n̂νep+q + (1− n̂νek−q)n̂
νe
k (1− n̂νep+q)) ,

(28)

Ξ̂νep,q = i
∑
k

[W νeνeνeνe
q −W νeνeνeνe

|k+q−p| ]×

×D(−ϵνep+q − ϵνek−q + ϵνek + ϵνep )×

×((1− n̂νek )n̂νek−q(1− n̂νep ) + n̂νek (1− n̂νek−q)n̂
νe
p ) . (29)

Ми замiнюємо кулонiвську потенцiальну енергiю
екранованою кулонiвською потенцiальною енер-
гiєю:

Vq(1− VM + (VM)2 − (VM)3 + ...), (30)

де

M =
∑
k

n(ϵk+q)− n(ϵk)

ϵk+q − ϵk
. (31)

Коефiцiєнт перед сумою в другому членi ряду (30)
дорiвнює

N
m

2~2

(
4π e2

Ω

)2
Ω

(2π)3
1

k3F
2 =

= N
me4

2~2

(
4π

Ω

)2
Ω

(2π)3
Ω

3π2N
2 =

me4

2~2
4

3π3
, (32)

у третьому членi ряду:

m2

2~4

(
4π e2

Ω

)3(
Ω

(2π)3

)2
1

k3F

1

kF
2 =

me4

2~2
4

3π3

α rs
2π2

.

α rs =
me2

~2
1

kF
. (33)

Тодi ряд можна переписати у виглядi безмежно
спадної геометричної прогресiї:

1

q2
− 4

3π3

∫
d3k

1

q4
n(ϵk+q)− n(ϵk)

(k + q)2 − k2
+

+
4

3π3

α rs
2π2

∫ ∫
d3k1d

3k2
1

q6
n(ϵk1+q)− n(ϵk1)

(k1 + q)2 − k21
×

×n(ϵk2+q)− n(ϵk2)

(k2 + q)2 − k22
− ... . (34)

Пiдсумовуючи всi члени ряду, отримуємо

W
νανβνβνα
q =

V
νανβνβνα
q

εq(N)
. (35)

Тобто, для дiелектричної функцiї отримуємо ста-
тичну формулу Лiндхарда:

εq(N) = 1−
∑
ρ=e,h

∑
νρ

∑
p
V νρνρνρνρq

n̂
νρ
p+q − n̂

νρ
p

ϵ
νρ
p+q − ϵ

νρ
p
. (36)

Оскiльки циклiчнi дiаграми є основним типом дi-
аграм у процесах розсiяння при високих густи-
нах електронно-дiркового газу, то дiаграмний ме-
тод еквiвалентний методу самоузгодженного поля,
також як i наближення хаотичних фаз.

Вiдповiддю як отримується iнтегро-диференцi-
альне рiвняння (26) для мiкроскопiчного диполя є
така схема. Суму за iмпульсами в мiкроскопiчному
поляризацiйному рiвняннi можна отримати, якщо

ωνeνhp : V ναναναναq → W νανανανα
q , nναp+q → Ξναp+q,q,

(37)

плюс вираз, графiчне представлення якого нагадує
подвiйну бульбашку,

∑
p

dp̂νeνhp

dt
: V νeνhνhνeq → W νeνhνhνe

q , nναp → Ξναp,q,

(38)
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плюс вираз, графiчне представлення якого нага-
дує устрицю. Суму за iмпульсами в поляризацiйно-
му рiвняннi, яке враховує частинково-частинковi
кореляцiї вищих порядкiв, нiж хартрi–фокiвськi,
можна отримати, якщо до власної енергiї у рiв-
няннi додати такий самий доданок, який сто-
їть у рiвняннi в хартрi–фокiвському наближен-
нi, замiнюючи в ньому кулонiвську потенцiаль-
ну енергiю – екранованою кулонiвською потен-
цiальною енергiєю, фермi-функцiї розподiлу –
Ξναp+q,q функцiями, плюс вираз, графiчне пред-
ставлення якого нагадує подвiйну бульбашку. А
в саме iнтегро-диференцiальне рiвняння додає-
ться такий же доданок, який стоїть у рiвнян-
нi в хартрi–фокiвському наближеннi, замiнюю-
чи в ньому кулонiвську потенцiальну енергiю –
екранованою кулонiвською потенцiальною енергi-
єю, фермi-функцiї розподiлу – Ξναp,q функцiями, i
додається вираз, який графiчно можна зобрази-
ти дiаграмою, що нагадує устрицю. Ми розгляда-
ємо зв’язанi замкнутi дiаграми. А сума всiх не-
зв’язаних дiаграм, якi мiстять k замкнутих петель,
якi мають вiдповiдно m1,m2, ...,mk вершин, є сума
всiх зв’язаних дiаграм порядку m.

Поляризацiйне рiвняння записане в iнших по-
значеннях, отримане в статтi [29], роздiляється на
дiагональнi i недiагональнi доданки вiдносно pνeνhp :

dp̂νeνhp

dt
= −iωνeνhp p̂νeνhp − iΩνeνhp (−1 + n̂νep + n̂νhp )+

+(Γνep + Γνhp )p̂νeνhp +
∑
q
(Γνepq + Γνhpq)p̂

νeνh
p+q . (39)

Частота переходу ωνeνhp i частота Рабi визначаю-
ться таким чином:

ωνeνhp =
1

~
(ϵg0 + ϵνee,p + ϵνhh,p−

−
∑
α=e,h

∑
q
V ναναναναq nναp+q), (40)

Ωνeνhp =
1

~
(µνeνhp Ee−iω t +

∑
q
V νeνhνhνeq )p̂νeνhp+q . (41)

Частинково-частинковi кореляцiї, якi приводять
до екранування i зсуву за фазою описуються вира-
зами, якi мiстять дiагональнi (pνeνhp члени) i недiа-
гональнi (pνeνhp+q члени) внески. Для дiагонального
внеску отримуємо вираз, який визначатиме пiвши-
рину екситонного резонансу:

Γναp = −2π

~
∑
β=e,h

∑
νβ

∑
k,q

(|W νανβνβνα
q |2−

−1

2
δνανβW

νανβνβνα
q W

νανβνβνα
|k−q−p| )×

×D(−ϵναp+q − ϵ
νβ
k−q + ϵ

νβ
k + ϵναp )×

×(n̂
νβ
k−q(1− n̂

νβ
k )n̂ναp+q + (1− n̂

νβ
k−q)n̂

νβ
k (1− n̂ναp+q)).

(42)

Є також недiагональнi внески, якi зв’язують поля-
ризацiї рiзних хвильових векторiв i визначаються
з виразу

Γναqp = −2π

~
∑

β = e, h
β′ = e, h
β ̸= α

∑
νβ ,νβ′

∑
k

(|W νανβνβνα
q |2−

−W νανβνβνα
q W

νανβ′νβ′να
|p+q−k| +

+
1

2
δνανβ′W

νανβνβνα
q W

νανβ′νβ′να
|k+q−p| )×

×D(−ϵναk − ϵ
νβ′
p + ϵ

νβ′

k−q + ϵναp+q)×

×(n̂
νβ′
p (1− n̂νβ′

k−q)n̂
να
k +(1− n̂νβ′

p )n̂
νβ′

k−q(1− n̂
να
k )). (43)

Розв’язуємо систему диференцiальних рiвнянь i
отримуємо систему алгебраїчних рiвнянь, тобто iн-
тегральне рiвняння:

χνeνhp =
i

~
(n̂νep + n̂νhp − 1)

i(ωνeνhp − ω) + Γνep + Γνhp
(µνeνhp −

−
∑
q
V νeνhνhνe{

| − p|
| − p − q|

}χνeνhp+q), (44)

в якiй ωνeνhp – власна енергiя, тобто перенормо-
вана ширина забороненої зони. А одержана енер-
гiя перенормування – це обмiнна енергiя. Сумар-
не Γνeνhp – визначає пiвширину спектра пiдсилен-
ня. Поляризацiю виражено через функцiю χνeνhp
таким чином:

pνeνhp = χνeνhp Ee−iω t. (45)

Пiвширина спектра пiдсилення обчислена за до-
помогою формул

Γναk =
1

2π ~
∑
β=e,h

∑
νβ

2π∫
0

dφ
1

2π

2π∫
0

dα×

×
∫

qdq
1

∂(ε
νβ
k+q − εναk+q)/∂|k + q|

×

×Q

(∫
dz

∫
dz′χνα(z)χνβ (z

′)×
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× e−q|z−z
′|χνβ (z

′)χνα(z)
2π

q

)2

×

×(n̂ναk+q(1−n̂
νβ
k+q)n̂

νβ
k +(1−n̂ναk+q)n̂

νβ
k+q(1−n̂

νβ
k )), (46)

Γναk =
1

2π ~
∑
β=e,h

∑
νβ

2π∫
0

dφ
1

2π

2π∫
0

dα×

×
∫

qdq
1

∂(εναk+q)

∂|k+q|

Q

((∫
dz

∫
dz′χνα(z)χνβ (z

′)×

× e−q|z−z
′|χνβ (z

′)χνα(z)
2π

q

)2

−

−1

2
δνανβ

(∫
dz

∫
dz′χνα(z)χνβ (z

′)×

× e−q|z−z
′|χνβ (z

′)χνα(z)
2π

q
×

×
∫
dz

∫
dz′χνα(z)χνβ (z

′)e−k
√

2−2 cos(α)|z−z′|×

×χνβ (z′)χνα(z)
2π

k
√
2− 2 cos(α)

))
×

×(n̂ναk+q(1− n̂
νβ
k+q)n̂

νβ
k +

+(1− n̂ναk+q)n̂
νβ
k+q(1− n̂

νβ
k ))δνανβ , (47)

де Q = |k+ q|, φ – кут мiж векторами k i q. В об-
численнях розширення, зумовленого частинково-
частинковими кореляцiями, можна побачити, що у
графiчному представленнi його виразiв у виглядi
дiаграм – два вирази, дiаграми графiчного пред-
ставлення яких нагадують устрицю i чотири ви-
рази, дiаграми графiчного представлення яких у
виглядi подвiйної бульбашки.

Поляризацiйне рiвняння для в’юрцитної кванто-
вої ями в хартрi–фокiвськiй апроксимацiї iз вра-
хуванням хвильових функцiй для електронiв i дi-
рок записаних у виглядi [33, 34], коли коефiцiєн-
ти розкладу хвильової функцiї за повною орто-
нормованою системою функцiй для дiрки зале-
жать вiд хвильового вектора, в базисi хвильових
функцiй з орбiтальним кутовим моментом l = 1 i
власним значенням ml, його z-ї компоненти, вiдо-
мих як сферичнi гармонiки, можна шукати таким
чином:

dp̂
νeνh
p
dt = −iωνeνhp p̂νeνhp − iΩνeνhp (−1 + n̂νep + n̂νhp ).

(48)

Частота переходу ωνeνhp i частота Рабi описуються
виразами iз врахуванням хвильової функцiї [33,
34] у виглядi

ωνeνhp =
1

~
(ϵg0 + ϵνee,p + ϵνhh,p −

∑
q
V νeνeνeνeq nνep+q−

−
∑
q
V νhνhνhνh{

| − p + q| | − p|
| − p + q| | − p|

}nνh−p+q), (49)

Ωνeνhp =
1

~
(µνeνhp Ee−iω t +

∑
q
V νeνhνhνe{

| − p|
| − p − q|

})p̂νeνhp+q ,

(50)
де

V νeνhνhνe{
| − p|

| − p − q|

} =
1

2

e2

ε

1

2π

2π∫
0

dφ
∑
α

gα

∫
dq×

×
∫

dzξ

∫
dzξ′χn1(zξ)χm1(zξ′)χm2(zξ′)χn2(zξ)×

× e−q|zξ−zξ′ |Cjp[n1, 1]V
j
p [m1, 1]C

i
Q1

[n2, 1]V
i
Q1

[m2, 1],

n1 = m1 = n2 = m2 = 1,

Q1 = q + p, (51)∑
α,q

gαV
νhνhνhνh{
| − p + q| | − p|
| − p + q| | − p|

}nνh−p+q=
1

2

e2

ε

1

2π

2π∫
0

dφ
∑
α

gα×

×
∫
dq

∫
dzξ

∫
dzξ′χn1(zξ)χm1(zξ′)χm2(zξ′)χn2(zξ)×

× e−q|zξ−zξ′ |V jQ2
[n1, 1]V

i
p [m1, 1]×

×V iQ2
[n2, 1]V

j
p [m2, 1]nα,Q2 ,

Q2 = q − p, (52)

де χn1(zξ) – огинаюча частина квантовоямних хви-
льових функцiй, V ip [m1, 1], Cjp[n1, 1] – коефiцiєнти
розкладу хвильових функцiй для дiрки i електро-
на за повною ортонормованою системою власних
функцiй на ширинi квантової ями, φ – кут мiж ве-
кторами p i q, gα – виродження рiвня.

Чисельно розв’язуючи це iнтегро-диференцiаль-
не рiвняння можна з рiвнянь Максвелла отримати
коефiцiєнт поглинання поля плоскої хвилi в сере-
довищi:

α(ω) =
ω

ε0 ncE
ImP, (53)

де ε0, c – дiелектрична проникливiсть i швидкiсть
свiтла в вакуумi, n – показник заломлення матерi-
алу квантової ями,

P =
2

A

∑
νe,νh,p

(µνeνhp )⋆pνeνhp eiω t. (54)
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Рис. 1. Обчислений хартрi–фокiвський спектр для кван-
тової ями шириною 2,6 нм

Рис. 2. Iнтеграл перекриття електронної i дiркової хвильо-
вих функцiй

Рис. 3. Дисперсiя ширини забороненої зони для квантової
ями шириною 2 нм, при концентрацiї носiїв 5 · 1011 см−2

3. Результати та їх обговорення

Чисельно розв’язуючи поляризацiйне рiвняння
для квантової ями з параболiчними зонами мо-
жна побачити, що iз зростанням густини плазми,
оптичне пiдсилення розвивається в спектральнiй
областi походження екситонного резонансу. Iз зро-
станням густини вiльних носiїв iонiзацiйний кон-
тинуум швидко змiщується у бiк довгих довжин
хвиль, в той час як енергiя 1s екситонного резо-
нансу залишається майже сталою величиною. Це
зумовлено високим ступенем компенсацiї мiж пе-
ренормуванням електричного дипольного моменту
i перенормуванням ширини забороненої зони. Фi-
зично це означає зарядову нейтральнiсть екситону
[39]. Iснування екситонного резонансу є наслiдком
електронно-дiркової взаємодiї притягання. Спектр
екситонного поглинання для квантової ями з па-
раболiчним законом дисперсiї наведено на рис. 1.
Всi обчислення проведено при температурi 300 К.

Iнтеграл перекриття електронної i дiркової хви-
льових функцiй для в’юрцитної квантової ями зо-
бражено на рис. 2.

Не схожим чином розвиватиметься процес змi-
щення краю поглинання на фонi сталої енергiї
екситону при зростаннi концентрацiї для в’юрци-
тної квантової ями. Розв’язуючи поляризацiйне
рiвняння в хартрi-фокiвськiй апроксимацiї можна
одержати червоне змiщення екситонного резонан-
су iз зростанням концентрацiї у в’юрцитнiй кван-
товiй ямi. Обчислений хартрi–фокiвський спектр
для в’юрцитної квантової ями шириною 2 нм на-
ведено на рис. 4.

Таке змiщення можна пояснити вiдмiннiстю в
iнтегралах перекриття електронної i дiркової хви-
льової функцiї у в’юрцитнiй квантовiй ямi i кван-
товiй ямi з параболiчними зонами. Iнтеграл пере-
криття електронної i дiркової хвильової функцiї
при вiдмiнних вiд нуля хвильових векторах у в’юр-
цитнiй квантовiй ямi має менше значення, нiж iн-
теграл перекриття у квантовiй ямi з параболiчни-
ми зонами. Вiдтак кулонiвське перенормування
електричного дипольного моменту в (50) у в’юрци-
тнiй квантовiй ямi буде меншим, нiж у квантовiй
ямi з параболiчними зонами i не зможе скомпенсу-
вати кулонiвське перенормування власної енергiї
в (49), яке входить в нього зi знаком мiнус. Звiд-
ки i випливатиме змiщення екситонного пiка у бiк
менших енергiй. Оскiльки змiщення екситонного
резонансу – дуже рiдкiсний ефект, приклади та-
ких виняткiв – завжди цiкавi.
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Рис. 4. Обчислений хартрi–фокiвський спектр для кван-
тової ями шириною 2 нм

Рис. 5. Хартрiвський спектр пiдсилення (1), хартрi–
фокiвський спектр пiдсилення (2) при концентрацiї n = p =

= 9 · 1012 см−2 для квантової ями шириною 2 нм при тем-
пературi 300 К

Дисперсiю перенормування ширини забороненої
зони для квантової ями шириною 2 нм, при кон-
центрацiях носiїв 5 · 1011 см−2 наведено на рис. 3.
Обчислено енергiю екситонного резонансу i зна-
йдено, що для концентрацiї носiїв 5 · 1011 см−2,
енергiя екситону дорiвнює 3749,5 меВ. Обчислений
хартрi–фокiвський спектр пiдсилення для кван-
тової ями шириною 2 нм при концентрацiї носiїв
n = p = 5 · 1011 см−2.

У загальному iснування резонансу та зоммер-
фельдiвського пiдсилення неперервного оптичного
спектра є вiдображенням перенормування енергiї
електричної дипольної взаємодiї. Це перенормува-
ння спричинене кулонiвською взаємодiєю притяга-
ння мiж електроном та дiркою, i є причиною зро-
стання оптичного поглинання, коли порiвнювати зi
оптичним спектром вiльних носiїв. Це зростання

Рис. 6. Обчислений енергетичний спектр для важких
(hh1), легких (lh1) дiрок для незаповненої носiями вален-
тної зони, хартрiвський енергетичний спектр для важких
(hh2), легких (lh2) дiрок i хартрi–фокiвський енергетичний
спектр для важких (hh3), легких (lh3) дiрок для квантової
ями шириною 2 нм при концентрацiї дiрок p = 9 ·1012 см−2,
при температурi 300 К

Рис. 7. Обчислений енергетичний спектр для електронiв
(e1) для незаповненої носiями зони провiдностi, хартрiв-
ський спектр електронiв (e2), хартрi–фокiвський спектр
електронiв (e3) для квантової ями шириною 2 нм при кон-
центрацiї електронiв n = 9 · 1012 см−2, при температурi
300 К

поглинання є прикладом бiльш загального фено-
мена кулонiвського пiдсилення i може бути поясне-
не таким чином. Зумовленi кулонiвським притяга-
нням частинки електрон та дiрка мають бiльшу
тенденцiю знаходитись в околi одна одної, нiж у
випадку коли вони були невзаємодiючими частин-
ками. Це зростання часу взаємодiї приводить до
збiльшення ймовiрностi оптичних переходiв [28] i
до перенормування енергiї електричної-дипольної
взаємодiї.
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Хартрiвський та хартрi–фокiвський спектри
пiдсилення зображено на рис. 5.

Енергетичний спектр для важких та легких дi-
рок та електронiв для квантової ями наведено на
рис. 6, 7, а також хартрiвське та хартрi–фокiвське
перенормування енергетичного спектра для важ-
ких та легких дiрок та електронiв, якi вiдобра-
жають багаточастинковий ефект, вiдомий як пе-
ренормування ширини забороненої зони.

4. Висновки

Обчислення спектра пiдсилення свiтла та екси-
тонного спектра ранiше були проведенi лише для
нiтридної квантової ями з параболiчними зона-
ми i не проводились для квантової ями зi скла-
дним спектром. В статтi ми представили вивче-
ння непараболiчностi на екситоннi стани у в’юр-
цитнiй квантовiй ямi. Ми обчислили та поясни-
ли, що енергiя формування екситону сильно за-
лежить вiд того чи є валентнi пiдзони переплете-
ними, оскiльки залежить вiд iнтеграла перекри-
ття електронних та дiркових хвильових функцiй.
Обчислили та пояснили змiщення з концентрацiєю
електронно-дiркового газу екситонного резонансу,
форму спектра пiдсилення у в’юрцитнiй квантовiй
ямi. Обчислили обмiнне перенормування енергети-
чного спектра для дiрок та електронiв. У вивченнi
впливу iнтеграла перекриття хвильових функцiй
на хартрi–фокiвське перенормування електрично-
го дипольного моменту у в’юрцитнiй квантовiй ямi
можна зробити такi висновки: вiдхилення вiд па-
раболiчної зонної структури квантової ями, у в’юр-
цитнiй квантовiй ямi приводить до значних змiн у
визначеннi енергiї формування екситону. Обчисле-
ння свiдчать про незначнi змiни iнтеграла пере-
криття хвильових функцiй електрона i дiрки зу-
мовленi внутрiшнiм ефектом Штарка квантово-
го конфайнменту при розглянутих концентрацi-
ях. Вiдхилення вiд параболiчної зонної структури
квантової ями приводить до значних змiн в iнте-
гралi перекриття хвильових функцiй електрона i
дiрки. Це стає причиною червоного змiщення екси-
тонного пiка iз збiльшенням концентрацiї. Згада-
нi вище результати можуть пояснюватися впливом
валентної зонної структури на ефекти квантово-
го конфайнменту. Обчислено значне червоне змi-
щення спектра пiдсилення iз врахуванням куло-
нiвських ефектiв вiдносно хартрiвського спектра
пiдсилення. Обчислено значне зоммерфельдiвське
пiдсилення спектра.
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Л.Е. Локоть

ХАРТРИ–ФОКОВСКАЯ ЗАДАЧА
ЭЛЕКТРОННО-ДЫРОЧНОЙ ПАРЫ
В КВАНТОВОЙ ЯМЕ GaN

Р е з ю м е

Представлено микроскопическое вычисление спектра по-
глощения для системы GaN/AlxGa1−xN квантовой ямы.

Тогда как структуры квантовой ямы с параболическим за-
коном дисперсии проявляют обычное высвечивание экси-
тона без изменения спектральной области, то значитель-
ное красное смещение экситонного резонанса найдено для
вюрцитной квантовоямной структуры. Вычислена энергия
экситонного резонанса для вюрцитной квантовой ямы. По-
лученные результаты могут объясняться влиянием вален-
тной зонной структуры на эффекты квантового конфайн-
мента. Вычислен оптический спектр усиления в хартри–
фоковской аппроксимации. Вычислено зоммерфельдовское
усиление. Вычислено красное смещение спектра усиления
в хартри–фоковской аппроксимации относительно хартрив-
ского спектра усиления.

L.O. Lokot

HARTREE–FOCK PROBLEM
OF ELECTRON-HOLE PAIR
IN QUANTUM WELL GaN

S u m m a r y

We present microscopic calculations of the absorption spec-

tra for GaN/AlxGa1−xN quantum well systems. Whereas the

quantum well structures with the parabolic law of dispersion

exhibit the usual bleaching of an exciton resonance without

shifting a spectral position, the significant red-shift of an exci-

ton peak is found with increasing the electron-hole gas density

for a wurtzite quantum well. The energy of the exciton res-

onance for a wurtzite quantum well is found. The obtained

results can be explained by the influence of the valence band

structure on quantum confinement effects. The optical gain

spectrum in the Hartree–Fock approximation and the Som-

merfeld enhancement are calculated. A red shift of the gain

spectrum in the Hartree–Fock approximation with respect to

the Hartree gain spectrum is found.
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