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Розглянуто основний стан i термодинамiчнi властивостi асиметричного ромбiчно-
го ланцюжка Iзiнга–Габбарда з одноцентровим електрон-електронним притяганням,
який є точно розв’язуваним за допомогою декорацiйно-iтерацiйного перетворення. У
випадку антиферомагнiтної взаємодiї Iзiнга вивчено вплив цього притягання на основ-
ний стан i температурну залежнiсть намагнiченостi, магнiтної сприйнятливостi та
теплоємностi.
К люч о в i с л о в а: ланцюжок Iзiнга–Габбарда, притягання, основний стан, намагнiче-
нiсть, теплоємнiсть

1. Вступ

Спiновi ланцюжки, якi точно розв’язуються деко-
рацiйно-iтерацiйним перетворенням [1–4], викли-
кають зацiкавлення тим, що дозволяють вивчати
певнi особливостi у властивостях складних спiно-
вих систем i магнiтних матерiалiв [5–7]. Такими
особливостями є промiжнi плато у кривих нама-
гнiчування i додатковi максимуми у температур-
них кривих теплоємностi. Також такi спiновi лан-
цюжки дають можливiсть вивчати взаємодiю гео-
метричної фрустрацiї i квантових флуктуацiй [8–
10]. Крiм того, вони можуть бути моделями для
кiлькiсного опису магнiтних властивостей матерi-
алiв [7, 11]. Через це одновимiрнi моделi, якi то-
чно розв’язуються декорацiйно-iтерацiйним пере-
творенням, активно дослiджуються [12–21].

Робота [16], в якiй розглянуто властивостi аси-
метричного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда
(без одноцентрової електрон-електронної взаємо-
дiї), започаткувала дослiдження точно розв’язува-
них (декорацiйно-iтерацiйним перетворенням) си-
стем Iзiнга–Габбарда [22,23]. У властивостях цього
ланцюжка виявлено такi особливостi: 0 i 1/3 пла-
то намагнiчування [16], один [16] або два [24] дода-
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ткових низькотемпературних пiки теплоємностi у
нульовому полi, а також значний адiабатичний ма-
гнiтокалоричний коефiцiєнт [17]. Вплив одноцен-
трового кулонiвського вiдштовхування електронiв
на властивостi цього ланцюжка вивчено у роботi
[24]. Зокрема, у нiй показано, що в областi суттєво-
го вiдштовхування теплоємнiсть у нульовому полi
має додатковий високотемпературний максимум.

Якщо ланцюжок електронiв взаємодiє з локаль-
ними фононами, то у ньому може вiдбуватися ефе-
ктивне одноцентрове електрон-електронне притя-
гання [25–27]. По аналогiї до такої ситуацiї, у данiй
роботi буде розглянуто властивостi асиметричного
ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда [16], в яко-
му дiє одноцентрове електрон-електронне притяга-
ння. Зокрема, у випадку антиферомагнiтної взає-
модiї Iзiнга, коли в ланцюжку є геометрична фру-
страцiя, буде дослiджено вплив цього притягання
на основний стан i термодинамiчнi властивостi.

2. Модель i точний розв’язок

Розглянемо асиметричний ромбiчний ланцюжок
Iзiнга–Габбарда [16,24] з одноцентровим електрон-
електронним притяганням (рис. 1), який знаходи-
ться в магнiтному полi. Примiтивну комiрку цьо-
го ланцюжка визначають вузли 𝑘 i 𝑘 + 1 (рис. 1),
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Рис. 1. Схематичне зображення фрагмента асиметрично-
го ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда. Заповненi (полi)
круги позначають вузли (мiжвузловi позицiї). Для 𝑘-ї при-
мiтивної комiрки вказано вузловi спiни (𝜇𝑘), 𝑧-компоненти
сумарних спiнiв у мiжвузлових позицiях (𝑆𝑘,𝑖) i параметри
взаємодiї Iзiнга на зв’язках вздовж сторiн ромба (𝐼𝑖)

якi займають так званi спiни Iзiнга (𝜇𝑘), що зв’я-
зуються з сусiднiми спiнами взаємодiєю Iзiнга. На
двох мiжвузлових позицiях у примiтивнiй комiрцi,
(𝑘, 1) i (𝑘, 2), здiйснюють квантовi перескоки два
електрони (рис. 1), мiж якими дiє одноцентрове
притягання.

Гамiльтонiан ланцюжка ℋ записуємо у виглядi
суми комiркових гамiльтонiанiв ℋ𝑘:

ℋ =

𝑁∑︁
𝑘=1

ℋ𝑘,

ℋ𝑘=
∑︁

𝜎∈{↑,↓}

𝑡
(︀
𝑐†𝑘,1;𝜎𝑐𝑘,2;𝜎 + 𝑐†𝑘,2;𝜎𝑐𝑘,1;𝜎

)︀
−

−
2∑︁

𝑖=1

𝑈𝑛𝑘,𝑖;↑𝑛𝑘,𝑖;↓+

+ 𝜇𝑘(𝐼1𝑆𝑘,1 + 𝐼2𝑆𝑘,2) + 𝜇𝑘+1(𝐼2𝑆𝑘,1 + 𝐼1𝑆𝑘,2)−

− ℎe(𝑆𝑘,1 + 𝑆𝑘,2)−
1

2
ℎi(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1), (1)

де 𝑁 – число примiтивних комiрок у ланцюжку;
𝑐†𝑘,𝑖;𝜎 i 𝑐𝑘,𝑖;𝜎 – оператори народження i знищен-
ня електрона зi спiном 𝜎 ∈ {↑, ↓} на мiжвузловiй
позицiї (𝑘, 𝑖); 𝑛𝑘,𝑖;𝜎 = 𝑐†𝑘,𝑖;𝜎𝑐𝑘,𝑖;𝜎 – оператор числа
електронiв; 𝜇𝑘 – 𝑧-компонента спiн-1/2 оператора;
𝑆𝑘,𝑖 = (𝑛𝑘,𝑖;↑ − 𝑛𝑘,𝑖;↓)/2 – 𝑧-компонента оператора
сумарного спiна електронiв на мiжвузловiй пози-
цiї (𝑘, 𝑖); 𝑡 i 𝑈 – це iнтеграл переносу i одноцентро-
ве електрон-електронне притягання (𝑈 ≥ 0); 𝐼1 i
𝐼2 – параметри взаємодiї Iзiнга, яка дiє на зв’яз-
ках вздовж сторiн ромба i є однаковою лише для
колiнеарних зв’язкiв (рис. 1); ℎe i ℎi – магнiтнi по-
ля, якi дiють на спiни електронiв i спiни Iзiнга.

Слiд вiдзначити, що гамiльтонiан (1) вiдповiдає
також простому ланцюжку Iзiнга–Габбарда (вузли
i мiжвузловi позицiї розташованi на однiй лiнiї), в
якому спiн Iзiнга (𝜇𝑘) взаємодiє з першими (𝐼1) i
другими (𝐼2) сусiдами.

Замiна в гамiльтонiанi (1) одноцентрового
електрон-електронного притягання на вiдштов-
хування перетворює його в гамiльтонiан лан-
цюжка з роботи [24], який точно розв’язано
декорацiйно-iтерацiйним перетворенням. Тому то-
чний розв’язок нашого ланцюжка отримуємо замi-
ною в усiх результатах роботи [24] одноцентрового
електрон-електронного вiдштовхування на притя-
гання (𝑈 → −𝑈). Наведемо лише отриманий та-
ким чином спектр гамiльтонiана ℋ𝑘:

ℰ1(𝜇𝑘, 𝜇𝑘+1) =
𝐼1 + 𝐼2

2
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1)−ℎe−

−ℎi

2
(𝜇𝑘+𝜇𝑘+1),

ℰ2(𝜇𝑘, 𝜇𝑘+1) = −𝐼1 + 𝐼2
2

(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1)+ℎe−

−ℎi

2
(𝜇𝑘+𝜇𝑘+1),

ℰ3(𝜇𝑘, 𝜇𝑘+1) = Λ1|𝜇𝑘 − 𝜇𝑘+1| −
ℎi

2
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1),

ℰ4(𝜇𝑘, 𝜇𝑘+1) =
1

2

(︁√︀
𝑈2 + 16𝑡2 − 𝑈

)︁
|𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1|+

+ Λ2|𝜇𝑘 − 𝜇𝑘+1| −
ℎi

2
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1),

ℰ5(𝜇𝑘, 𝜇𝑘+1) = −1

2

(︁√︀
𝑈2 + 16𝑡2 + 𝑈

)︁
|𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1|+

+ Λ3|𝜇𝑘 − 𝜇𝑘+1| −
ℎi

2
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1),

ℰ6(𝜇𝑘, 𝜇𝑘+1) = −𝑈 − ℎi

2
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1), (2)

де Λ3 < Λ1 < Λ2 – власнi значення матрицi

ℒ =

⎛⎝ 0 𝐼1−𝐼2
2 0

𝐼1−𝐼2
2 0 2𝑡
0 2𝑡 −𝑈

⎞⎠.

З цього спектра визначається основний стан i пара-
метри декорацiйно-iтерацiйного перетворення [24].
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3. Числовi результати та їх обговорення

Розглянемо властивостi нашого ланцюжка у ви-
падку антиферомагнiтної взаємодiї Iзiнга (𝐼𝑖 > 0),
коли в ньому є геометрична фрустрацiя. Магнiтнi
поля ℎi i ℎe покладаємо однаковими: ℎ = ℎi = ℎe.
Без втрати загальностi приймаємо 𝐼1 ≥ 𝐼2 i вводи-
мо параметр Δ𝐼 = 𝐼1 − 𝐼2, аналогiчно як у роботi
[16]. Переходимо до безрозмiрних параметрiв:

𝑡 =
𝑡

𝐼1
, �̃� =

𝑈

𝐼1
, Δ𝐼 =

Δ𝐼

𝐼1
, ℎ̃ =

ℎ

𝐼1
.

Нагадаємо, що параметр Δ𝐼 ∈ [0, 1] характери-
зує ступiнь асиметрiї взаємодiї Iзiнга на сторонах
ромба [24].

Спочатку розглянемо властивостi основного ста-
ну системи. Вiн вiдповiдає найменшiй енергiї у спе-
ктрi (2) для всiх можливих конфiгурацiй 𝜇𝑘 i 𝜇𝑘+1.
У залежностi вiд параметрiв 𝑡, �̃� , Δ𝐼, ℎ̃ дана си-
стема може перебувати у чотирьох основних ста-
нах, аналогiчно як при �̃� 6 0 [16, 24], а саме: на-
сиченому парамагнiтному станi (SPA), феримагнi-
тному станi (FRI), ненасиченому парамагнiтному
станi (UPA) i вузловому антиферомагнiтному ста-
нi (NAF). Енергiї цих станiв у розрахунку на ко-
мiрку [24]:

ℰ̃SPA = 1− Δ𝐼

2
− 3ℎ̃

2
, ℰ̃FRI = −1 +

Δ𝐼

2
− ℎ̃

2
,

ℰ̃UPA = −1

2

(︁
�̃� +

√︀
�̃�2 + 16𝑡2

)︁
− ℎ̃

2
, ℰ̃NAF = Λ̃3,

де Λ̃𝑖 – власнi значення матрицi ℒ̃ = ℒ/𝐼1. Хвильо-
вi функцiї цих станiв [24]:

|SPA⟩ =
𝑁∏︁

𝑘=1

|+⟩𝑘 | ↑, ↑⟩𝑘,1;𝑘,2,

|FRI⟩ =
𝑁∏︁

𝑘=1

|−⟩𝑘 | ↑, ↑⟩𝑘,1;𝑘,2,

|UPA⟩ =
𝑁∏︁

𝑘=1

|+⟩𝑘
[︀
Ψ++

5

]︀
𝑘,1;𝑘,2

,

|NAF⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑁∏︀

𝑘=1

⃒⃒
(−)𝑘

⟩︀
𝑘

[︁
Ψ

(−)𝑘(−)𝑘+1

5

]︁
𝑘,1;𝑘,2

𝑁∏︀
𝑘=1

⃒⃒
(−)𝑘+1

⟩︀
𝑘

[︁
Ψ

(−)𝑘+1(−)𝑘+2

5

]︁
𝑘,1;𝑘,2

,
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Рис. 2. Фазова дiаграма основного стану (Δ𝐼, ℎ̃). Зображе-
но лiнiї переходiв для двох наборiв значень 𝑡 i �̃� . Резуль-
тати для �̃� = 0 збiгаються з вiдповiдними результатами
роботи [16]

де |+⟩𝑘 = | ↑⟩𝑘 i |−⟩𝑘 = | ↓⟩𝑘 описують стан спiна
𝜇𝑘, | ↑, ↑⟩𝑘,1;𝑘,2 = 𝑐†𝑘,1;↑𝑐

†
𝑘,2;↑|0⟩, вираз “(−)𝑛” озна-

чає знак числа (−1)𝑛. Iншi позначення:

Ψ++
5 =𝐴++

5

(︀
| ↑, ↓⟩+ | ↓, ↑⟩

)︀
+𝐵++

5

(︀
| ↑↓, 0⟩+ |0, ↑↓⟩

)︀
,

Ψ±∓
5 =𝐴±∓

5 | ↑, ↓⟩+𝐴∓±
5 | ↓, ↑⟩+𝐵+−

5

(︀
| ↑↓, 0⟩+|0, ↑↓⟩

)︀
,

де

| ↑, ↓⟩ = 𝑐†𝑘,1;↑𝑐
†
𝑘,2;↓|0⟩, | ↓, ↑⟩ = −𝑐†𝑘,1;↓𝑐

†
𝑘,2;↑|0⟩,

| ↑↓, 0⟩ = 𝑐†𝑘,1;↑𝑐
†
𝑘,1;↓|0⟩, |0, ↑↓⟩ = 𝑐†𝑘,2;↑𝑐

†
𝑘,2;↓|0⟩,

а 𝐴++
5 , 𝐵++

5 , 𝐴+−
5 , 𝐴−+

5 , 𝐵+−
5 отримуємо з вiдпо-

вiдних коефiцiєнтiв роботи [24] замiною �̃� → −�̃� .
Перейдемо до розгляду фазової дiаграми основ-

ного стану (Δ𝐼, ℎ̃), яка залежить вiд параметрiв
𝑡 i �̃� . Одна з можливих фазових дiаграм (Δ𝐼, ℎ̃)
наведена на рис. 2. На нiй стани FRI i UPA роз-
дiляє лiнiя переходу Δ𝐼F|U = 𝒯 (𝑡, �̃�), де 𝒯 (𝑡, �̃�) =

= 2−�̃�−
√︀

�̃�2 + 16𝑡2. Критична точка мiж станами
FRI i NAF у нульовому полi Δ𝐼F.N визначається з
рiвняння Δ𝐼F.N = 2 + 2ℰ̃NAF.

Фазова дiаграма основного стану (Δ𝐼, ℎ̃) зале-
жно вiд параметрiв 𝑡 i �̃� може мати тополо-
гiю трьох типiв. Тип топологiї визначає параметр
𝒯 (𝑡, �̃�). Перший тип топологiї фазової дiаграми
(Δ𝐼, ℎ̃) реалiзується при 1 ≤ 𝒯 . Тодi вона вигля-
дає так як частина рис. 2 на промiжку [0,Δ𝐼F|U]
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Рис. 3. Топологiчна дiаграма (𝑡, �̃�) для фазової дiаграми
основного стану (Δ𝐼, ℎ̃). Вона вкрита “еквiтопологiчними”
лiнiями. Товстi лiнiї роздiляють областi трьох типових то-
пологiй, якi позначено вiдповiдними цифрами

[16, 24]. Другий тип топологiї реалiзується при
0 < 𝒯 < 1 i показаний на рис. 2. Третiй тип то-
пологiї реалiзується при 𝒯 ≤ 0. У цьому випадку
фазова дiаграма (Δ𝐼, ℎ̃) виглядає подiбно як ча-
стина рис. 2 на промiжку [Δ𝐼F|U, 1], але на нiй лi-
нiя переходу NAF ↔ UPA завжди починається в
точцi (0, 0) [16, 24].

Залежнiсть топологiї фазової дiаграми (Δ𝐼, ℎ̃)
вiд параметрiв 𝑡 i �̃� зручно зобразити топологi-
чною дiаграмою (𝑡, �̃�), яку наведено на рис. 3.
“Еквiтопологiчнi” лiнiї на цiй дiаграмi описуються
рiвнянням 𝒯 (𝑡, �̃�) = const. Змiна �̃� i 𝑡 вздовж
“еквiтопологiчної” лiнiї вiдображається на фазовiй
дiаграмi (Δ𝐼, ℎ̃) змiщенням тiльки тих лiнiй, якi
обмежують область основного стану NAF, що по-
казано на рис. 2. Зокрема, з ростом �̃� на нiй змен-
шується область основного стану NAF.

Тепер розглянемо вплив одноцентрового елект-
рон-електронного притягання в режимi 𝒯 (𝑡, �̃�) =
= const (вздовж “еквiтопологiчної” лiнiї) на на-
магнiченiсть, магнiтну сприйнятливiсть i теплоєм-
нiсть. Числовi розрахунки цих характеристик про-
водились для ряду точок (𝑡, �̃�) “еквiтопологiчної”
лiнiї, яка належить областi 2 на рис. 3 i прохо-
дить через точки (0, 375, 0) i (0, 15, 0, 63), для яких
фазова дiаграма основного стану (Δ𝐼, ℎ̃) наведе-
на на рис. 2.

Зiставлення результатiв для намагнiченостi та
магнiтної сприйнятливостi у рiзних точках “еквi-
топологiчної” лiнiї показало, що польова i тем-

Рис. 4. Температурна залежнiсть теплоємностi в нульо-
вому полi при рiзних Δ𝐼: a – вiдповiдає Δ𝐼 ≤ Δ𝐼F.N, b –
Δ𝐼 > Δ𝐼F.N. Суцiльними i штриховою лiнiями зображено
результати для 𝑡 = 0,15 i �̃� = 0,63. Пунктирними лiнiями
зображено результати для 𝑡 = 0,375 i �̃� = 0, якi, крiм кривої
для Δ𝐼 = 0,4, наводились у роботi [16]

пературна кривi намагнiченостi та температур-
на крива магнiтної сприйнятливостi в нульовому
полi при посиленнi притягання змiщаються подi-
бно як при послабленнi одноцентрового електрон-
електронного вiдштовхування [24]. Зокрема, при
посиленнi притягання температурнi кривi сумар-
ної та електронної намагнiченостей змiщуються
вниз, а температурна крива намагнiченостi спiнiв
Iзiнга змiщується вгору.

Змiну температурної залежностi теплоємностi в
нульовому полi пiд впливом притягання показа-
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но на рис. 4. Коли притягання немає (�̃� = 0),
температурна крива теплоємностi у широкому дi-
апазонi Δ𝐼 має головний i низькотемпературний
максимуми [16]. А в певному околi критичної то-
чки Δ𝐼F.N вона має ще додатковий низькотемпе-
ратурний максимум, який є найближчим до ну-
ля температури [24]. Пiд час зростання притяга-
ння до певного значення (≃ 0, 42) головний ма-
ксимум змiщується у бiк низьких температур. Але
за подальшого зростання притягання вiн змiщу-
ється у бiк високих температур. Внаслiдок цьо-
го головний максимум кривих, якi вiдповiдають
малим Δ𝐼, може зливатися з низькотемператур-
ним максимумом (рис. 4,a). Бiльше того, почи-
наючи з �̃� ≃ 0, 5 в температурнiй кривiй тепло-
ємностi з’являється додатковий максимум, який
розташовується мiж низькотемпературним i го-
ловним максимумами (рис. 4). Спочатку цей до-
датковий максимум iснує для малого промiжку
Δ𝐼 в областi основного стану NAF. З посилен-
ням притягання цей промiжок розширюється i охо-
плює критичну точку Δ𝐼F.N (рис. 4). Описанi ви-
ще змiни температурної залежностi теплоємностi
в нульовому полi внаслiдок зростання притяга-
ння пов’язанi зi змiнами спектра (2) комiрково-
го гамiльтонiана ℋ𝑘. А саме, з ростом �̃� у цьо-
му спектрi зменшуються такi енергiї: ℰ6, ℰ4 (Λ2)
i ℰ3 (Λ1).

Також потрiбно зазначити, що температурна
крива теплоємностi для �̃� = 0, 63 у дуже малому
околi критичної точки Δ𝐼F.N, який є значно вуж-
чим, нiж при �̃� = 0, має ще додатковий низько-
температурний максимум (вiн детально описаний
у роботi [24]), який є найближчим до нуля темпе-
ратури.

4. Висновки

У статтi дослiджено властивостi в основному ста-
нi та при скiнчених температурах асиметрично-
го ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда з одно-
центровим електрон-електронним притяганням,
який є точно розв’язуваним методом декорацiйно-
iтерацiйного перетворення. У випадку антиферо-
магнiтної взаємодiї Iзiнга, коли в ланцюжку є
геометрична фрустрацiя, дослiджено вплив одно-
центрового електрон-електронного притягання на
основний стан, польову i температурну залежно-
стi намагнiченостi, температурну залежнiсть у ну-

льовому полi магнiтної сприйнятливостi та теп-
лоємностi.

Побудовано фазову дiаграму основного стану в
площинi (Δ𝐼, ℎ̃). Видозмiну цiєї фазової дiаграми
в залежностi вiд iнтеграла переносу i одноцентро-
вого притягання зображено топологiчною дiагра-
мою (𝑡, �̃�). Показано, що посилення притягання
вздовж “еквiтопологiчної” лiнiї 𝒯 (𝑡, �̃�) = const вiд-
ображається на фазовiй дiаграмi (Δ𝐼, ℎ̃) змiщен-
ням границь областi основного стану NAF у бiк її
зменшення.

Температурнi кривi намагнiченостi при рiзних
полях i магнiтної сприйнятливостi в нульовому по-
лi при посиленнi одноцентрового притягання еле-
ктронiв вздовж “еквiтопологiчної” лiнiї змiщую-
ться подiбно як при послабленнi одноцентрового
вiдштовхування електронiв [24]. Температурна за-
лежнiсть теплоємностi в нульовому полi для пев-
ної областi (𝑡, �̃� ,Δ𝐼) має додатковий максимум,
що лежить мiж головним i низькотемпературним
максимумами.

Результати статтi вiдповiдають також простому
ланцюжку Iзiнга–Габбарда, в якому вузли i мiж-
вузловi позицiї розташованi на однiй лiнiї i вузло-
вий спiн Iзiнга взаємодiє з першими i другими су-
сiдами.
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yama, M. Horvatić and C. Bertheir, Prog. Theor.
Phys. Suppl. 159, 1 (2005).
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АСИММЕТРИЧНАЯ РОМБИЧЕСКАЯ ЦЕПОЧКА
ИЗИНГА–ХАББАРДА С ПРИТЯЖЕНИЕМ

Р е з ю м е

Рассмотрены основное состояние и термодинамические
свойства асимметричной ромбической цепочки Изинга–
Хаббарда с одноцентровым электрон-электронным притя-
жением, которая является точно решаемой с помощью де-
корационно-итерационного преобразования. В случае анти-
ферромагнитного взаимодействия Изинга исследовано вли-
яние этого притяжения на основное состояние и темпе-
ратурную зависимость намагниченности, магнитной вос-
приимчивости и теплоемкости.

B.M. Lisnyi

ASYMMETRIC DIAMOND ISING–HUBBARD CHAIN
WITH ATTRACTION

S u m m a r y

The ground state and thermodynamic properties of an asym-

metric diamond Ising–Hubbard chain with the on-site electron-

electron attraction has been considered. The problem can be

solved exactly using the decoration-iteration transformation.

In the case of the antiferromagnetic Ising interaction, the influ-

ence of this attraction on the ground state and the temperature

dependences of the magnetization, magnetic susceptibility, and

specific heat has been studied.
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