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КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКИЙ
АНАЛОГ НУЛЕВОГО НАЧАЛА ТЕРМОДИНАМИКИ
(К ПРОБЛЕМЕ ИНКОРПОРАЦИИ ТЕРМОДИНАМИКИ
В КВАНТОВУЮ ТЕОРИЮ)1УДК 539

В основе данного подхода к инкорпорации стохастической термодинамики в кванто-
вую теорию лежит концепция последовательного учета целостного стохастического
воздействия окружения, описываемого волновыми функциями произвольных вакуумов,
предложенная нами ранее. В настоящем исследовании мы реализуем возможность яв-
ной инкорпорации в квантовую теорию нулевого начала стохастической термодинами-
ки в форме насыщенного соотношения неопределенностей Шредингера. Это позволяет
провести сравнительный анализ совокупностей состояний произвольных вакуумов –
сжатых когерентных (СКС) и коррелированных когерентных (ККС) состояний. Кроме
того, мы обсуждаем возможность сопоставить СКС и ККС тепловым состояниям.
Ключ е вы е с л о в а: соотношение неопределенностей, тепловое равновесие, нулевое на-
чало, инвариантность, сжатые когерентные состояния, коррелированные когерентные со-
стояния.

1. Введение

Традиционно понятие теплового равновесия в
термодинамике ассоциируется с нулевым нача-
лом, т.е. с равенством (хотя бы в среднем) кельви-
новых температур объекта 𝑇 и окружения 𝑇0, ко-
торому сопоставляется модель классического тер-
мостата. При нулевой температуре понятие тепло-
вого равновесия, разумеется, не вводится, так как
термостат в традиционном понимании (как теплое
окружение) не подразумевается. В этих услови-
ях тепловое стохастическое воздействие окруже-
ния не учитывается. Естественно, что в термоди-
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намике не рассматривается квантовое стохастиче-
ское воздействие окружения.

Между тем, при достаточно низких температу-
рах, когда тепловое воздействие уже следует при-
нимать во внимание, квантовое стохастическое во-
здействие продолжает быть значимым фактором.
Таким образом, одновременно возникают тепло-
вые и квантовые флуктуации, которые оказыва-
ются неаддитивными. Для описания подобной си-
туации при низких температурах в качестве мо-
дели окружения (на квантовом языке – прои-
звольного вакуума) нами было введено [1] поня-
тие кванто-термостата. Чтобы распространить по-
нятие теплового равновесия на случай контакта с

1 Статья печатается как дискуссионная.
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кванто-термостатом, нами ранее там же из эмпи-
рических соображений была введена эффективная
температура

T =
~𝜔
2𝑘B

coth
~𝜔

2𝑘B𝑇
, (1)

где 𝑘B – постоянная Больцмана, а 𝑇 – кельвино-
ва температура, и предложено обобщенное нулевое
начало в форме

T = T0 ±ΔT, (2)

где T0 – эффективная температура квантового
термостата, а ΔT – стандартное отклонение эф-
фективной температуры объекта. В пределе, ко-
гда кельвинова температура 𝑇 → 0, оно сохраняет
смысл условия равновесия с холодным вакуумом,
принимая форму

Tmin = Tmin
0 ±ΔTmin, (3)

где Tmin
0 ≡ ~𝜔

2𝑘B
̸= 0 – минимальная эффективная

температура для нормальной моды вакуума часто-
ты 𝜔.

Теперь мы рассмотрим возможность дать выра-
жению (2) фундаментальное истолкование на ми-
кроуровне. С этой целью обратимся к введенному
нами в работе [1] гамильтониану произвольного ва-
куума:

Ĥ𝜏,𝜙 = ℋ̂𝜏,𝜙 − Ĥinf
𝜏,𝜙. (4)

В этом выражении ℋ̂𝜏,𝜙 – гамильтониан системы,
моделируемой квантовым осциллятором частоты
𝜔0, и Ĥinf

𝜏,𝜙 – оператор энергии целостного, т.е.
квантового и теплового стохастического воздей-
ствия окружения на осциллятор при произволь-
ном значении кельвиновой температуры. Напом-
ним, что индексы 𝜏 и 𝜙 – это параметры (𝑢, 𝑣) пре-
образования Боголюбова, позволяющие перейти от
исходного (холодного) вакуума к произвольному
(в том числе и теплому):

𝑢 = cosh 𝜏 · 𝑒𝑖𝜙; 𝑣 = sinh 𝜏 · 𝑒−𝑖𝜙. (5)

Через эти параметры гамильтониан системы ℋ̂𝜏,𝜙,
входящий в (4), выражается следующим образом:

ℋ̂𝜏,𝜙 ≡ (cosh 2𝜏 − sinh 2𝜏 · cos 2𝜙)𝐾̂𝜏,𝜙+

+(cosh 2𝜏 + sinh 2𝜏 · cos 2𝜙)Π̂𝜏,𝜙, (6)

где 𝐾̂𝜏,𝜙 и Π̂𝜏,𝜙 – операторы кинетической и потен-
циальной энергии соответственно.

Второй оператор Ĥinf
𝜏,𝜙 в (4) состоит из двух чле-

нов, отражающих вклады как чисто квантового

воздействия 𝑗̂0 =
~
2
𝐼 холодного вакуума, так и до-

полнительного воздействия 𝜎̂𝜏,𝜙, которое возника-
ет при переходе от исходного холодного вакуума
(т.е. при температуре окружения 𝑇 = 0) к прои-
звольному, допускающему ситуации с ненулевой
кельвиновой температурой окружения. При этом:

Ĥinf
𝜏,𝜙 = 𝜔𝑗̂0 + 𝜔𝜎̂𝜏,𝜙. (7)

Здесь

𝜎̂𝜏,𝜙 ≡ (sinh 2𝜏 · sin 2𝜙)1
2
(𝑝 𝑞 + 𝑞𝑝). (8)

При 𝜏 = 0, 𝜙 = 0 оператор (7), разумеется, пе-
реходит в оператор энергии исходного холодного
вакуума.

Для вычисления среднего значения оператора
(4) нами в дальнейшем используется комплексная
волновая функция произвольного вакуума 𝜓𝜏,𝜙. В
координатном представлении она имеет вид

𝜓𝜏,𝜙(𝑞, 𝜔) =
[︀
2𝜋( Δ𝑞𝜏,𝜙)

2
]︀−1/4 ×

× exp

{︂
− 𝑞2

4(Δ𝑞𝜏,𝜙)2
(1− 𝑖𝛽𝜏,𝜙)

}︂
, (9)

где (Δ𝑞𝜏,𝜙)
2 – дисперсия координаты для прои-

звольного вакуума, 𝛽𝜏,𝜙 – существенный параметр,
определяющий фазу волновой функции. Функция
(9) является собственной функцией гамильтониа-
на произвольного вакуума Ĥ𝜏,𝜙 (4) с нулевым соб-
ственным значением [1]:

Ĥ𝜏,𝜙𝜓𝜏,𝜙(𝑞, 𝜔) = 0 · 𝜓𝜏,𝜙(𝑞, 𝜔) = 0.

Величины (Δ𝑞𝜏,𝜙)
2 и 𝛽𝜏,𝜙, входящие в (9), выража-

ются через параметры 𝜏 и 𝜙 следующим образом:

(Δ𝑞𝜏,𝜙)
2 = (Δ𝑞0)

2(cosh 2𝜏 − sinh 2𝜏 · cos 2𝜙);

(Δ𝑞0)
2 =

~
2𝜔0

;

𝛽𝜏,𝜙 = sinh 2𝜏 · sin 2𝜙.

(10)
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Дисперсия импульса в состоянии
⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙(𝑞, 𝜔)⟩

имеет вид

(Δ𝑝𝜏,𝜙)
2 = (Δ𝑝0)

2(cosh 2𝜏 + sinh 2𝜏 · cos 2𝜙), (11)

где (Δ𝑝0)
2 =

~𝜔0

2
.

В данной работе мы возвращаемся к иссле-
дованию критериев, позволяющих из множества
состояний 𝜓𝜏,𝜙(𝑞, 𝜔), порождаемых (𝑢, 𝑣) пре-
образованием Боголюбова, выделить состояния,
отвечающие тепловому равновесию с произволь-
ным вакуумом. Претендентами на эту роль вы-
ступают сжатые когерентные состояния (СКС)
и коррелированно-когерентные состояния (ККС)
ввиду того, что выражения для внутренней энер-
гии квантового осциллятора в этих состояниях мо-
гут быть приведены к виду, совпадающему с рав-
новесной формулой Планка U𝑇 = ~𝜔

2 coth ~𝜔
2𝑘B𝑇 , где

𝑘B – постоянная Больцмана, 𝑇 – кельвинова тем-
пература. Для этого можно формально соотнести
параметр 𝜏 с температурой в соответствии с соо-
тношениями

cosh 2𝜏 ≡ coth

(︂
~𝜔
2𝑘𝑇

)︂
; sinh 2𝜏 ≡

(︂
sinh

~𝜔
2𝑘𝑇

)︂−1

(12)

и убедиться во внешнем сходстве полученных ре-
зультатов с планковскими. Однако фундаменталь-
ное понятие температуры не имеет прообраза в ми-
кромире и сопряжено с представлением о тепловом
равновесии. Таким образом, формальная процеду-
ра введения вместо 𝜏 иного параметра, зависящего
от температуры, еще не позволяет сделать оконча-
тельного вывода относительно равновесного хара-
ктера данных состояний и возможности интерпре-
тировать их в качестве аналогов тепловых. Таким
образом, требуется на квантовом языке сформу-
лировать условие, аналогичное принятому в тер-
модинамике условию теплового равновесия с тер-
мостатом при температуре 𝑇 , и проверить выпол-
нение этого условия в случаях СКС и ККС.

2. Анализ сжатых когерентных
состояний произвольного вакуума

В работе [2] мы уже предварительно указывали на
тот факт, что СКС могут быть рассмотрены как
тепловые лишь условно, имея в виду, что в термо-
динамике им могли бы быть сопоставлены только
ситуации контакта с холодным вакуумом (т.е. при

кельвиновой температуре 𝑇 = 0). Теперь мы при-
ведем дополнительные аргументы в пользу этого
утверждения, основываясь на исследовании вида
СН Шредингера для этих состояний.

В СКС, где 𝜙 = 0, волновая функция (9) стано-
вится вещественной из-за обращения в нуль 𝛽𝜏,𝜙
и обозначается нами как 𝜓𝜏,0 ≡ 𝜓0. Подставляя
соотношения (12) в формулу (6), мы формально
изменяем параметризацию гамильтониана систе-
мы. Однако, как будет показано ниже, несмотря
на то, что мы вводим для него иное обозначение
ℋ̂𝑇 ≡ ℋ̂𝜏,0 вместо ℋ̂𝜏,𝜙, данная операция оказыва-
ется лишенной физического смысла. Действитель-
но, полагая массу осциллятора 𝑚 = 1, в этом слу-
чае получаем

ℋ̂𝑇 =

[︃
coth

~𝜔
2𝑘B𝑇

−
(︂
sinh

~𝜔
2𝑘B𝑇

)︂−1
]︃
1

2
𝑝2+

+

[︃
coth

~𝜔
2𝑘B𝑇

+

(︂
sinh

~𝜔
2𝑘B𝑇

)︂−1
]︃
1

2
𝜔2𝑞2. (13)

Теперь в формуле (7) оператор 𝜎̂𝜏,0 ≡ (sinh 2𝜏)×
× sin 2𝜙) 12 (𝑝 𝑞 + 𝑞𝑝)

⃒⃒⃒
𝜙=0

, отвечающий за корреля-

цию флуктуаций координаты и импульса, обра-
щается в нуль из-за того, что sin 2𝜙 = 0. В итоге
стохастическое воздействие характеризуется толь-
ко оператором 𝑗̂0, типичным для исходного холо-
дного вакуума, так что выражение (7) упрощается:
Hinf

𝜏,𝜙 = 𝜔𝑗̂0.
Принимая во внимание, что среднее значение ва-

куумного гамильтониана Ĥ𝜏,𝜙 обращается в нуль,
из формулы (4) можно придти к равенству

⟨𝜓𝑇

⃒⃒
ℋ̂𝑇

⃒⃒
𝜓𝑇 ⟩ = ⟨𝜓𝑇

⃒⃒
𝜔𝑗̂0
⃒⃒
𝜓𝑇 ⟩. (14)

Обращаем внимание на то, что левая и правая
части (14) содержит физически различные вели-
чины: ℋ̂𝑇 характеризует систему, моделируемую
квантовым осциллятором, а 𝑗̂0 – ее окружение. Та-
ким образом, равенство (14) означает, что средняя
энергия системы (осциллятора) совпадает со сре-
дней энергией квантового воздействия окружения.
Это утверждение, сформулированное на кванто-
вом языке, фактически эквивалентно нулевому на-
чалу термодинамики, но для предельного случая
контакта системы с холодным вакуумом.
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Из формул (14) и (13) следует[︃
cosh2

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
−
(︂
sinh2

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂)︂−1
]︃
U0 =

~𝜔
2
. (15)

Однако отметим, что квадратная скобка в (15)
тождественно равна единице. При этом U0 =

= ⟨𝜓0

⃒⃒
ℋ̂0

⃒⃒
𝜓0⟩ =

~𝜔
2

– средняя энергия осцилля-
тора в холодном вакууме. Так что данное выраже-
ние не зависит от параметра 𝑇 . В силу этого аргу-
мента данный параметр 𝑇 не может быть истолко-
ван как температура. Иными словами, целесообра-
зность изменения параметризации в форме (12),
как и ожидалось, оказывается весьма сомнитель-
ной. Вместе с тем, эта операция позволяет из (15)
получить некоторую полезную информацию. Так,
с учетом комментариев к формулам (10) и (11) мо-
жно утверждать, что

U0

𝜔
= Δ𝑞0 ·Δ𝑝0 = (𝒰𝒫)0,

где для произведения неопределенностей Δ𝑝0 ·Δ𝑞0
введено обозначение (𝒰𝒫)0. Тогда (15) фактиче-
ски представляет собой частную реализацию СН
Шредингера – насыщенное СН Гейзенберга:

(𝒰𝒫)0 =
~
2
,

не имеющее никакого отношения к тепловым
эффектам.

Тем самым, совокупность СКС описывает спе-
цифический случай равновесия системы лишь с
холодным вакуумом, т.е. при 𝑇 = 0, что соо-
тветствует “максимально” изолированной (с не-
классической точки зрения) системе, т.е. системе,
испытывающей только стохастическое квантовое
воздействие. Иными словами, для СКС при какой-
либо ненулевой кельвиновой температуре, имею-
щей стандартный физический смысл, неправомер-
но ставить вопрос о равновесии в том смысле,
который подразумевается нулевым началом тер-
модинамики. В данном случае отсутствует “те-
плый” термостат, обеспечивающий тепловой кон-
такт. Этим подтверждается заключение о том, что,
по-видимому, неслучайно Умэдзава называл сжа-
тые состояния не истинно тепловыми, а лишь тер-
моподобными (thermal-like states).

Итак, мы приходим к выводу, согласно которому
насыщенность СН в форме Гейзенберга на кванто-
вом языке еще не является достаточным услови-
ем для описания теплового равновесия при 𝑇 ̸= 0.
Ниже мы покажем, что в этом качестве выступает
насыщенное СН Шредингера.

3. Анализ коррелированно-когерентных
состояний произвольного вакуума
на основе СН Шредингера

Для ККС возникает иная ситуация в силу того,
что параметр 𝜙 = 𝜋/4. В этом случае при нулевом
среднем значении вакуумного гамильтониана (4)
мы получаем соотношение

⟨𝜓𝜏,𝜙

⃒⃒
ℋ
⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙⟩ = ⟨𝜓𝜏,𝜙

⃒⃒
Hinf

⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙⟩. (16)

В нем оператор Hinf согласно (7) и (8) содержит
два отличных от нуля члена.

Если теперь изменить параметризацию и ввести
температуру согласно формуле (12), то выражения
для дисперсий (10) и (11) принимают вид

(Δ𝑞𝑇 )
2 = (Δ𝑞0)

2 coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
=

~𝜔0

2
coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
;

(Δ𝑝𝑇 )
2 = (Δ𝑝0)

2 coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
=

~
2𝜔0

coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
.

(17)

Соответственно после подобной операции можно
вычислить произведение дисперсий (𝒰𝒫)𝑇

(𝒰𝒫)𝑇 = (Δ𝑞𝑇 )(Δ𝑝𝑇 ) =
~
2
coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
=

U
Pl

𝜔
, (18)

где U
Pl
= ~𝜔

2 coth
(︁

~
2𝑘B

𝜔
𝑇

)︁
– планкова энергия осци-

ллятора.
Таким образом, левая часть выражения (16)

принимает вид:

⟨𝜓𝜏,𝜙

⃒⃒
ℋ̂
⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙⟩ =

~𝜔
2

coth 2𝜏 = 𝜔(𝒰𝒫)𝑇 . (19)

Оператор дополнительного воздействия 𝜎̂𝜏,𝜙 (8),
входящий в правую часть (16) и отвечающий за
корреляцию флуктуаций координаты и импульса,
преобразуется (при 𝜙 = 𝜋

4 ) к виду

𝜎̂𝑇 ≡ (sinh 2𝜏 · sin 2𝜙)1
2
(𝑝 𝑞 + 𝑞𝑝) =
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=

[︂
~
2

1

sinh

~𝜔
2𝑘B𝑇

]︂
1

2
(𝑝 𝑞 + 𝑞𝑝). (20)

Тогда с учетом (7) и (20) получим модуль ком-
плексной величины, стоящей в правой части (16)

J2𝑇 =
⃒⃒⃒
⟨𝜓𝜏,𝜙

⃒⃒
Ĥ𝑖𝑛𝑓

⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙⟩

⃒⃒⃒2
= 𝜎2

𝑇 + J2qu =

+

[︃
~
2

1

sinh ~𝜔
2𝑘B𝑇

]︃2
+

(︂
~
2

)︂2
=

[︂
~
2
coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂]︂2
. (21)

Здесь величина J𝑇 =
~
2
cth

~𝜔
2𝑘B𝑇

является макро-

параметром и имеет смысл целостного (т.е. тепло-
вого и квантового) эффективного стохастического
воздействия окружения. На микроуровне им соот-
ветствует произвольный вакуум и эрмитовы опе-
раторы 𝜎̂𝑇 и 𝑗̂0.

Теперь для левой части равенства (16) с учетом
формул (17) и (19) и вновь используя для прои-
зведения дисперсий обозначение (Δ𝑝𝑇 )(Δ𝑞𝑇 ) ≡
≡ (𝒰𝒫)𝑇 , можно получить следующее выражение
в виде:

⟨𝜓𝜏,𝜙

⃒⃒
ℋ̂
⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙⟩ =

~𝜔
2

coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
= 𝜔(𝒰𝒫)𝑇 . (22)

Тем самым, сравнивая формулы (21) и (22), мо-
жно сделать заключение о том, что равенство (16),
характерное для произвольного вакуума с волно-
вой функцией 𝜓𝑇 , представляет собой не что иное
как насыщенное соотношение неопределенностей
Шредингера (СНШ):

𝜔2(𝒰𝒫)2𝑇 =
⃒⃒⃒
⟨𝜓𝑇

⃒⃒
Hinf

⃒⃒
𝜓𝑇 ⟩

⃒⃒⃒2
. (23)

В то же время прямое сравнение правых частей
формул (20) и (21) позволяет ту же формулу (16)
представить в виде

(𝒰𝒫)𝑇 = J𝑇 . (24)

При этом подчеркнем, что левая и правая части
формулы (24), определенные выражениями (21) и
(22), несмотря на совпадение размерностей, имеют
разный физический смысл. Выражение (𝒰𝒫)𝑇 мо-
жно интерпретировать как реакцию системы Jsyst

на стохастическое воздействие окружения J𝑇 , так

что в итоге имеет место равенство между воздей-
ствием на систему и ее ответной реакцией:

Jsyst = J𝑇 . (25)

Отметим, что данное соотношение можно интер-
претировать как термодинамический аналог тре-
тьего закона Ньютона.

Применив к (25) слева (для системы) и справа
(для квантотермостата) общую формулу Больцма-
на для эффективного стохастического воздействия
J = 𝑘B

𝜔 · T, мы придем к соотношению Tsyst = T𝑇 ,
которое есть нулевое начало стохастической тер-
модинамики, записанное для эффективных темпе-
ратур окружения и объекта.

Тем самым насыщенное СНШ (23) для тепло-
вых ККС, будучи тесно связанным с фундамен-
тальным описанием на микроуровне, приобретает
статус квантового аналога нулевого начала сто-
хастической термодинамики. Поэтому равенство
(23) – это существенное требование модифициро-
ванной теории.

В связи с нулевым началом в форме (24) хо-
телось бы отметить следующее обстоятельство,
подчеркивающее существенную роль фазы волно-
вой функции. Действительно, справа в нем стоит
вклад воздействия кванто-термостата:

(J𝑇 ) =

⎯⎸⎸⎷(︃~
2

1

sinh ~𝜔
2𝑘B𝑇

)︃2
+

(︂
~
2

)︂2
. (26)

В нем первое слагаемое определяется средним зна-
чением оператора 𝜎̂𝑇 , зависящим от фазы волно-
вой функции. Нетрудно видеть, что кроме случая
𝑇 → 0 правая часть (26), в основном, определя-
ется именно фазой волновой функции. Особенно
велика ее роль при высоких температурах, когда
соответствующее слагаемое принимает вид(︃
~
2

1

sinh ~𝜔
2𝑘B𝑇

)︃2
→
(︂
𝑘B𝑇

𝜔

)︂2
≫
(︂
~
2

)︂2
.

В этом случае само нулевое начало (24) своди-
тся к условию равенства кельвиновых температур
𝑇 = 𝑇0, которое принимается в качестве определе-
ния теплового равновесия в классической термоди-
намике и в КСМ (при этом символом 𝑇0 обознача-
ется температура термостата). Важно однако под-
черкнуть, что даже в тех случаях, когда флукту-
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ациями температуры системы (например, состоя-
щей из многих частиц) можно в нулевом прибли-
жении пренебречь, само ее определение, адеква-
тное этому понятию на асимптотике, имеет вид

𝑇 → 𝜔

𝑘B
(𝒰𝒫)𝑇 . (27)

Тем самым, эта величина зависит от неопределен-
ностей импульса и координаты, что указывает на
ее исходно случайный характер.

В тех случаях, когда фаза отсутствует, напри-
мер, при использовании вещественных волновых
функций типа СКС, формула (24) принимает вид

Jsyst = Jqu, (28)

где Jqu =
~
2

– квантовое воздействие. В этом слу-
чае нулевое начало не зависит от параметра 𝑇 , что
и позволяет, как указывалось выше, фиксировать
“тепловое” равновесие только с холодным вакуу-
мом, т.е. трактовать его в “пиквикском” смысле.

Итак, для описания теплового равновесия с
произвольным вакуумом двух требований – опре-
деления вакуума и совпадения выражения для
внутренней энергии квантового осциллятора, фор-
мально записанной через параметр 𝑇, с формулой
Планка – оказывается недостаточно. Этим требо-
ваниям удовлетворяют обе совокупности состоя-
ний – СКС и ККС. Однако учету теплового во-
здействия на микроуровне соответствует лишь на-
сыщенное СН Шредингера. Поэтому физический
смысл величине 𝑇 , адекватный понятию темпера-
туры, удается придать только в случае ККС типа⃒⃒
𝜓𝜏,𝜙⟩ =

⃒⃒
𝜓𝜏,𝜋4

⟩ ≡
⃒⃒
𝜓𝑇 ⟩, которые можно считать

“тепловыми” ККС.
Иначе говоря, для выделения из всех состояний,

порождаемых (𝑢, 𝑣)-преобразованиями Боголюбо-
ва, тех состояний, что характеризуют тепловое
равновесие с произвольным вакуумом (при 𝑇 ̸= 0),
необходимо ввести еще одно обязательное требо-
вание. Оно состоит в том, что в аппарат кванто-
вой теории включается эквивалент нулевого нача-
ла термодинамики в форме насыщенного СНШ:

Δ𝑝 ·Δ𝑞 =
⃒⃒⃒
⟨𝜓|𝑝 · 𝑞|𝜓⟩

⃒⃒⃒
.

В состоянии “теплого” вакуума
⃒⃒
𝜓𝑇 (𝑞)⟩ оно своди-

тся к следующему условию:

(𝒰𝒫)𝑇 =
~
2
coth

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇0

)︂
,

где мы въявь отметили 𝑇0 – кельвинову температу-
ру термостата. Подчеркнем, что в этом соотноше-
нии левая часть равенства выражается через ха-
рактеристики объекта, а правая часть – через ха-
рактеристики окружения.

4. Инвариантность нулевого
начала стохастической термодинамики

Проанализируем теперь полученную выше фунда-
ментальную формулировку нулевого начала с то-
чки зрения ее инвариантности относительно (𝑢, 𝑣)-
преобразований Боголюбова. Еще раз обращаем
внимание на то, что слева и справа в соответствую-
щих равенствах стоят качественно разные физиче-
ские величины, совпадающие, однако, по размер-
ности.

В частности, формула (24) означает, что при ну-
левой температуре

(𝒰𝒫)0 ≡ Δ𝑝0 ·Δ𝑞0 =
~
2
= Jqu, (29)

где (𝒰𝒫)0 рассматривается как целостная величи-
на, характеризующая исследуемую систему.

Напомним, что (𝑢, 𝑣)-преобразования, сохраня-
ющие канонические перестановочные соотноше-
ния, имеют смысл преобразований одновременно
для двух групп симметрии – группы 𝑆𝑈(1, 1) и
локально изоморфной ей группы Лоренца 𝑂(2, 1),
общим инвариантом которых является ~2/4. Об-
судим, как сказывается наличие соответствующей
инвариантности на величинах, входящих в левую
и правую части формулы (29).

Как следует из предыдущего, при преобразова-
ниях с вещественными параметрами 𝑢 и 𝑣 (т.е. при
𝜙 = 0 в формуле (5)) выражение в правой ча-
сти (29) не меняется, так как в этом случае сре-
днее значение оператора квантово-теплового сто-
хастического воздействия 𝜎̂ остается равным нулю
при любых значениях параметра 𝜏 . В то же время
выражение в левой части (29), оставаясь инвари-
антным, может иметь различный вид в зависимо-
сти от выбора параметра 𝜏 ̸= 0. Иными словами,
выражение (𝒰𝒫)2 в общем случае может иметь вид

(𝒰𝒫)2
⃒⃒⃒
𝑇
= (𝒰𝒫)2

⃒⃒⃒
𝑇=0

(cosh2 2𝜏 − sinh2 2𝜏) =

(︂
~
2

)︂2
,

(30)
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что соответствует разным способам реализации
СКС.

Учитывая формулы (12), выражение (30) можно
записать как детерминант вида

(𝒰𝒫)2
⃒⃒⃒
𝑇
= (𝒰𝒫)2

⃒⃒⃒
𝑇=0

×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︁
coth ~𝜔

2𝑘𝑇 + 1
sinh ~𝜔

2𝑘𝑇

)︁
0

0
(︁
coth ~𝜔

2𝑘𝑇 − 1
sinh ~𝜔

2𝑘𝑇

)︁⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =
=

⃒⃒⃒⃒
(Δ𝑝𝑇 )

2 0
0 (Δ𝑞𝑇 )

2

⃒⃒⃒⃒
=

(︂
~
2

)︂2
. (31)

Если при этом вычисление дисперсий импульса и
координаты производить путем усреднения с ве-
щественной волновой функцией, которая следует
из формулы (9) при 𝛽𝜏,𝜙 = 0, называемой термопо-
добной, то (по терминологии Умэдзавы) мы имеем
дело с одномодовыми сжатыми состояниями [3].

Стремясь обобщить формулу (31), Умэдзава
ввел два независимых набора квантов – обычные
кванты, связанные со стандартными оператора-
ми уничтожения 𝑎̂ и рождения 𝑎̂+, и так называ-
емые тепловые кванты, связанные с тильдован-
ными операторами ^̃𝑎 и ^̃𝑎+. За счет этого он удвоил
гильбертово пространство, что позволило ему вве-
сти двухмодовые сжатые состояния. Они получа-
ются на основе операторов рождения, образован-
ных с помощью (𝑢, 𝑣)-преобразований Боголюбова,
перепутывающих между собой операторы из двух
введенных им наборов. В результате выражение
(30) приняло вид

(𝒰𝒫)2 =

⃒⃒⃒⃒
(Δ𝑝)2𝑇 (Δ𝑝 Δ^̃𝑝 )𝑇

(Δ𝑞 Δ̂̃𝑞)𝑇 (Δ𝑞)2𝑇

⃒⃒⃒⃒
=

(︂
~
2

)︂2
, (32)

где усреднение так же, как и в (31) проводится по
термоподобным состояниям.

Подчеркнем, что члены вне главной диагонали в
детерминанте (32) имеют вид корреляторов одно-
родных величин – (𝑝, ^̃𝑝) или (𝑞, ^̃𝑞), но при этом
корреляторы разнородных величин типа (𝑝, 𝑞) и
т.п. остаются равными нулю. Тем самым, правая
часть равенства (29) не меняется, что соответству-
ет свойству сжатости введенных состояний.

Отметим, что усреднение величин, входящих в
формулы (31) и (32), производится с помощью ве-
щественных волновых функций. Вместе с тем, по

мнению Умэдзава, аналогичные результаты могут
быть получены и с помощью вещественной матри-
цы плотности. Недавно успешная попытка подо-
бного рода для квантового осциллятора в тепло-
вом равновесии была предпринята Парком [4].

Он предложил способ вычисления элементов де-
терминанта, входящего в (32), с помощью усредне-
ния с оператором плотности Гиббса–фон Неймана:

𝜌𝑇 = 𝑍−1 exp

[︂
− ~𝜔
2𝑘B𝑇

(︂
𝑁̂𝑎 +

1

2
𝐼

)︂]︂
, (33)

где 𝑍 = Sp exp
[︁
− ~𝜔

2𝑘B𝑇

(︁
𝑁̂𝑎 +

1
2𝐼
)︁]︁

, 𝐼 – единичный
оператор.

Полученный Парком результат позволяет запи-
сать детерминант (32) в виде

(𝒰𝒫)2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ Sp[(Δ𝑝)2𝜌𝑇 ] Sp[Δ𝑝Δ𝜌

1
2
𝑇 Δ𝑝Δ𝜌

1
2
𝑇 ]

Sp[Δ𝑞Δ𝜌
1
2
𝑇 Δ𝑞Δ𝜌

1
2
𝑇 ] Sp[(Δ𝑞)2𝜌𝑇 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
(34)

Обращаем внимание на то, что для обеспечения
инвариантности 𝒰𝒫 здесь вне главной диагонали
Парком добавлены члены, отсутствующие в тра-
диционных подходах к вычислению 𝒰𝒫.

С математической точки зрения, необходимость
подобного обобщения обусловлена тем, что в дан-
ном случае входящие под знаком шпура операто-
ры (Δ𝑝)2 и 𝜌𝑇 или (Δ𝑞)2 и 𝜌𝑇 не коммутируют
между собой. Поэтому способ вычисления диспер-
сий, принятый в классической теории вероятно-
стей или в квантовой механике при использова-
нии чистых состояний, требует обобщения, на что
было убедительно указано еще в работе Вигнера
и Яназе [5].

Недиагональные члены в детерминанте (34) мо-
жно согласно Парку преобразовать, используя
формулу (33) и правила коммутации

𝜌
1
2
𝑇 𝑎̂=exp

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
𝑎̂𝜌

1
2
𝑇 ; 𝜌

1
2
𝑇 𝑎̂+=exp

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇

)︂
𝑎̂+𝜌

1
2
𝑇 .

(35)

Для этого надо учесть, что в данном случае
(Δ𝑝)2 = (𝑝)2, (Δ𝑞)2 = (𝑞)2 и выразить 𝑝 и 𝑞 че-
рез 𝑎̂ и 𝑎̂+.

В итоге получим

Sp[𝑝𝜌
1
2
𝑇 𝑝𝜌

1
2
𝑇 ] = Sp[𝑝𝑝𝑇𝜌𝑇 ], (36)
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где

𝑝𝑇 =
𝑖√
2

(︁
𝑒

1
2

~𝜔
2𝑘B𝑇 𝑎̂− 𝑒

− 1
2

~𝜔
2𝑘B𝑇 𝑎̂+

)︁
(37)

и аналогично

Sp[𝑞𝜌
1
2
𝑇 𝑞𝜌

1
2
𝑇 ] = Sp[𝑞𝑞𝑇𝜌𝑇 ], (38)

где

𝑞𝑇 =
1√
2

(︁
𝑒

1
2

~𝜔
2𝑘B𝑇 𝑎̂+ 𝑒

− 1
2

~𝜔
2𝑘B𝑇 𝑎̂+

)︁
. (39)

Выражения (37) и (39) можно рассматривать
как перенормированные операторы импульса и ко-
ординаты, учитывающие воздействие термостата.
Через них выражение (𝒰𝒫)2 в левой части (34) мо-
жно записать как детерминант

(𝒰𝒫)2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ (Δ𝑝)2𝜌 (Δ𝑝 Δ^̃𝑝)𝜌

(Δ𝑝 Δ^̃𝑝)𝜌 (Δ𝑞)2𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (40)

в котором вычисление всех средних с матрицей
плотности 𝜌𝑇 приводит к левой части (34).

Сравнение (40) с левой частью выражения (32)
показывает, что результат вычисления Парком
(𝒰𝒫)2 с помощью вещественной матрицы плотно-
сти 𝜌𝑇 по существу не отличается от аналогичного
результата, полученного Умэдзавой с помощью ве-
щественных двухмодовых сжатых состояний. Ва-
жно, однако, подчеркнуть, что оба результата (32)
и (40) относятся к случаю равновесия системы с
холодным вакуумом, поскольку правая часть ну-
левого начала (29) при усреднении по веществен-
ным как чистым, так и смешанным состояниям
не изменяется. Тем самым, формальное исполь-
зование вещественных состояний или веществен-
ных элементов матрицы плотности не позволяет
описать равновесие системы с теплым вакуумом
не только в случае простых сжатых состояний,
но и в случаях термополевой динамики Умэдза-
вы или термодинамики, основанной на КСМ, да-
же после обобщения последней в духе Вигнера
и Яназе.

Обсудим теперь инвариантность нулевого на-
чала по отношению к переходам между равно-
весными тепловыми ККС при ненулевых темпе-
ратурах. Воспользуемся для этого инвариантно-
стью нулевого начала относительно группы Ло-
ренца 𝑂(2,1). Ее проще всего продемонстрировать,

используя равенство J2𝑇 = 𝜎2
𝑇 + J2qu, содержащееся

в (21). Из него видно, что

J2𝑇 − 𝜎2
𝑇 = J2qu =

(︂
~
2

)︂2
. (41)

Отсюда следует, что в тепловых ККС совоку-
пность величин (J𝑇 , 𝜎𝑇 ) можно рассматривать как
двумерный времени-подобный вектор в псевдо-
эвклидовом пространстве состояний, а величину
~/2 – как длину этого вектора или инвариант груп-
пы Лоренца 𝑂(1, 1). Он аналогичен собственному
времени в стандартной СТО в мире событий (ра-
змерность группы уменьшилась, поскольку в те-
пловых ККС среднее значение лагранжиана рав-
но 0). Роль традиционных лоренцевых множите-
лей 𝛽𝐿 и 𝛾𝐿 в данном случае выполняют величины

𝛽term =

[︂
coth

~𝜔
2𝑘B𝑇

]︂−1

; 𝛾term =

[︂
cosh

~𝜔
2𝑘B𝑇

]︂
. (42)

При этом пределы параметра 𝛽term при 𝑇 → ∞
и 𝑇 = 0 в пространстве состояний отвечают пре-
дельным значениям 𝛽𝐿 = 0 и 𝛽𝐿 → 1 в пространс-
тве событий. В итоге состояние холодного вакуу-
ма в группе преобразований Боголюбова соответ-
ствует собственной инерциальной системе отсче-
та (ИСО) в СТО для группы 𝑂(1, 1) в пространс-
тве состояний.

Различным состояниям произвольного вакуума
при конечных температурах соответствуют другие
ИСО, эквивалентные собственной ИСО. С этой то-
чки зрения, нулевое начало стохастической тер-
модинамики вида (20) при 𝑇 ̸= 0 имеет смысл
равенства

(J𝑇 )
2 ≡

(︂
~
2

)︂2
coth2

~𝜔
2𝑘B𝑇

, (43)

где левую и правую части (43) необходимо вычи-
слять независимо с помощью усреднения по тепло-
вым ККС. Отметим, что нулевые значения членов
вне главной диагонали детерминанта в формуле
(43) обусловлены тем, что усреднение производи-
тся по чистым комплексным состояниям. С этим
же связано появление справа в формуле (43) нену-
левого члена 𝜎2

𝑇 , непосредственно выражающего-
ся через фазу волновой функции и ответственного
за квантово-тепловое стохастическое воздействие
окружения.
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Таким образом, мы еще раз убедились в том,
что из существующих сегодня теоретических под-
ходов только (~, 𝑘)-динамика [2] с комплексными
волновыми функциями, зависящими от темпера-
туры, обеспечивает выполнение нулевого нача-
ла при ненулевых температурах. Разумеется, во-
зможность построения адекватной теории с по-
мощью комплексной матрицы плотности остается
открытой.

Отметим кстати, что авторы подходов к описа-
нию тепловых явлений, основанных на веществен-
ных волновых функциях или вещественных эле-
ментах матрицы плотности, интуитивно понима-
ли важность условия теплового равновесия в виде
(24) при 𝑇 ̸= 0. Однако в соответствующих теори-
ях это условие всегда имеет один и тот же триви-
альный вид (31), (32) или (34):(︂
~
2

)︂2 [︂
coth2

1

2
(𝛽~𝜔)− sinh−2 1

2
(𝛽~𝜔)

]︂
ℰ0 =

=
~𝜔
2

=

(︂
~
2

)︂2
, (44)

где параметру 𝛽 в обеих гиперболических функци-
ях произвольно приписывается одинаковое значе-
ние 1

𝑘𝑇 . Затем, чтобы добиться нужного результа-
та позволяющего истолковать параметр 𝑇 в фор-
муле (44) как температуру, и придать ему фор-
му СН, авторы этих работ просто тождествен-
но переписывали равенство (44), перенося одно из
слагаемых слева направо. С математической то-
чки зрения, подобное действие, конечно, допусти-
мо. Однако с физической точки зрения, оно не-
корректно, так как означает априорное исключе-
ние различий в поведении температур термостата
и объекта.

Мы видим принципиальное несходство между
формулой (44) и полученной нами формулой(︂
~
2

)︂2
coth2

~𝜔
2𝑘B𝑇

=

(︂
~
2

)︂2
+

(︂
~
2

)︂2
sinh−2

(︂
~𝜔

2𝑘B𝑇0

)︂
. (45)

Очень важно отметить, что левая и правая ча-
сти равенства (45) относятся к разным физиче-
ским сущностям: слева стоит характеристика си-
стемы с температурой 𝑇 , способной флуктуиро-
вать, а справа – характеристика стохастическо-
го окружения с жесткой температурой 𝑇0, кото-
рая не флуктуирует из-за бесконечно большого

числа степеней свободы кванто-термостата. Не-
допустимость упомянутой формальной процеду-
ры переноса членов в (44) “слева направо” ста-
новится особенно очевидной в пределе высоких
температур, когда формула (44) вырождается в
тождество

coth2
~𝜔

2𝑘B𝑇
→
(︂
sinh2

~𝜔
2𝑘B𝑇

)︂−1

. (46)

В этом отношении предлагаемый нами подход к
получению формулы (45), основанный на раздель-
ном вычислении характеристик объекта и термо-
стата, свободен от указанного произвола и позво-
ляет использовать нулевое начало термодинамики
в виде “мягкого” условия, допускающего флукту-
ации температуры.

5. Выводы

1. Продемонстрировано, что физически значимые
подгруппы группы (𝑢, 𝑣)-преобразований Боголю-
бова порождают два типа состояний: веществен-
ные сжатые когерентные состояния, обеспечи-
вающие насыщение СН Гейзенберга “координата-
импульс” при нулевой температуре, и комплексные
коррелированно-когерентные состояния, обеспечи-
вающие насыщение СН Шредингера “координата–
импульс” при конечных температурах.

2. На микроуровне сформулирован квантовый
аналог нулевого начала стохастической термоди-
намики в форме насыщенного СН Шредингера.

3. Обоснована инвариантность насыщенного СН
Шредингера относительно 𝑢, 𝑣-преобразований
Боголюбова

4. Предложено рассматривать насыщенное СН
Шредингера как исходное положение модифици-
рованной квантовой теории при конечных темпе-
ратурах.

5. Показано, что в теориях, использующих ве-
щественные волновые функции или вещественные
элементы матрицы плотности, корреляция флу-
ктуаций координаты и импульса отсутствует. По-
этому введение понятия теплового равновесия, во-
зникающего в результате корреляции флуктуаций
координаты и импульса, в этом случае возможно
только условно – в состояниях при нулевой тем-
пературе, т.е. в отсутствие теплового воздействия
окружения.
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6. Установлено, что в теории, оперирующей
с комплексными волновыми функциями вакуума
(адекватными тепловым ККС), возможна корре-
ктная инкорпорация термодинамики в квантовую
теорию при любых температурах.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (про-
ект 12-01-90423) и УФФИ (проект 12-01-23512).
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КВАНТОВОМЕХАНИЧНИЙ
АНАЛОГ НУЛЬОВОГО ПОЧАТКУ ТЕРМОДИНАМIКИ
(ДО ПРОБЛЕМИ IНКОРПОРАЦIЇ
ТЕРМОДИНАМIКИ В КВАНТОВIЙ ТЕОРIЇ)

Р е з ю м е

В основi даного пiдходу до iнкорпорацiї стохастичної термо-
динамiки в квантову теорiю лежить концепцiя послiдовного

облiку цiлiсного стохастичного впливу оточення, що опису-
ється хвильовими функцiями довiльних вакуумiв, запропо-
нована нами ранiше. У цьому дослiдженнi ми реалiзуємо
можливiсть явної iнкорпорацiї в квантову теорiю нульово-
го початку стохастичної термодинамiки в формi насиченого
спiввiдношення невизначеностей Шредiнгера. Це дозволяє
провести порiвняльний аналiз сукупностей станiв довiль-
них вакуумiв – стислих когерентних (СКС) i корельованих
когерентних (ККС) станiв. Крiм того, ми обговорюємо мо-
жливiсть зiставити СКС i ККС тепловим станам.

A.D. Sukhanov , O.N. Golubeva, V.G. Bar’yakhtar

QUANTUM-MECHANICAL ANALOG
OF THE ZEROTH LAW OF THERMODYNAMICS
(TO THE PROBLEM OF INCORPORATING
THERMODYNAMICS INTO THE
QUANTUM-MECHANICAL THEORY)

S u m m a r y

The presented approach to incorporate the stochastic ther-

modynamics into the quantum-mechanical theory is based on

the idea, proposed earlier by the authors, to consistently con-

sider the stochastic influence by the environment considered

as the whole and described by the wave functions of arbi-

trary vacua. In this research, a possibility of the explicit in-

corporation of the zeroth law of stochastic thermodynamics

into the quantum-mechanical theory in the form of the satu-

rated Schrödinger uncertainty relation is realized. This allows

a comparative analysis between the sets of arbitrary vacuum

states, namely, squeezed coherent (SCSs) and correlated coher-

ent (CCSs) states, to be carried out. A possibility to establish

a relation between SCSs and CCSs, on the one hand, and ther-

mal states, on the other hand, is discussed.
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