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ДIЕЛЕКТРИЧНА МОДЕЛЬ ЕНЕРГЕТИЧНИХ
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В ХОЛОДНОМУ ЗАМАГНIЧЕНОМУ
ЕЛЕКТРОННОМУ ГАЗIУДК 530.1, 533.9

У рамках дiелектричної моделi знайдено втрати енергiї для зарядженої частинки у не-
скiнченнiй замагнiченiй електроннiй плазмi. В роботi використано принцип вiдповiд-
ностi, що дало змогу не залучати феноменологiчного параметра обрiзання для зшивки
з теорiєю парних зiткнень. Отримано аналiтичнi вирази для втрат енергiї у випадку
поздовжнього та поперечного магнiтному полю рухiв зарядженої частинки. Аналiти-
чнi результати пiдтвердженi чисельними розрахунками, проведеними для випадку руху
зарядженої частинки пiд довiльним кутом до магнiтного поля, довiльної напружено-
стi. Проведено порiвняння втрат енергiї зарядженою частинкою, отриманих в рамках
дiелектричної моделi, з результатами квантової теорiї поля.
К люч о в i с л о в а: дiелектрична модель, параметр обрiзання, втрати енергiї, принцип
вiдповiдностi, теорiя парних зiткнень, замагнiчена плазма.

1. Вступ

Взаємодiя пучкiв заряджених частинок з речови-
ною є предметом активного наукового дослiдже-
ння протягом цiлого столiття. Завдяки розвитку
прискорювачiв та детекторiв заряджених части-
нок було зроблено великий практичний внесок не
лише у фундаментальну фiзику, а й в медичну ра-
дiологiю, матерiалознавство, термоядерну фiзику
та iн. Все це потребує якiсного та детального розу-
мiння процесiв, що вiдбуваються при взаємодiї за-
рядженої частинки з рiзноманiтними матерiалами.

Останнiм часом велика увага придiляється про-
цесам, де визначальну роль вiдiграють сильнi ма-
гнiтнi поля (циклотронний радiус електронiв зна-
чно менший за лiнiйнi розмiри дослiджуваних про-
цесiв, а циклотронний перiод значно менший вiд
часу протiкання цих процесiв). Такi поля викори-
стовуються на установках з магнiтного утримання
термоядерного палива [1, 2], для утримання еле-
ктронiв в електронних охолоджувачах у накопи-
чувальних кiльцях [1–12], для утримання важких
iонiв та антипротонiв у магнiтних пастках [7].

Цiкавим в планi взаємодiї важкої зарядженої ча-
стинки iз замагнiченою плазмою є проект FAIR
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(Facility for Antiproton and Ion Research, Дарм-
штадт), де буде використовуватись електронний
охолоджувач для накопичення антипротонiв. Зав-
дяки поєднанню двох способiв зменшення фазово-
го об’єму експериментальних пучкiв заряджених
частинок, електронному та стохастичному охоло-
дженню, в експериментi PANDA (Antiproton Ani-
hilation at Darmstadt) на накопичувальному кiль-
цi HESR (High Energy Storage Ring) буде досягну-
то значень розкиду по iмпульсах для антипрото-
нiв Δ𝑝

𝑝 ∼ 10−5[2]. Накопичення антипротонiв дуже
складний процес. З одного боку, кiлькiсть анти-
протонiв мала (коефiцiєнт конверсiї протонiв у ан-
типротони в ядерних реакцiях на мiшенi не переви-
щує 10−7). З iншого боку, антипротони народжу-
ються з первинного протонного пучка в широкому
тiлесному кутi i з великим розкидом енергiї. Саме
тому процес охолодження для протонiв у накопи-
чувальних кiльцях є бажаним, а для антипрото-
нiв життєво важливим [9]. До того ж протони (ан-
типротони) охолоджуватимуться релятивiстськи-
ми електронними пучками (релятивiстський пока-
зник 𝛾 = 9,5).

Взаємодiю налiтаючої зарядженої частинки з ре-
човиною, наприклад, гальмування (охолодження)
важких iонiв в електроннiй плазмi, можна опису-
вати використовуючи двi доповнюючi одна одну
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теоретичнi моделi. Це дiелектрична (плазмова) мо-
дель, де гальмування заряджених частинок зумов-
лене збудженням цiєю ж частинкою коливань еле-
ктронної плазми [13], та теорiя парних зiткнень,
де частинка втрачає свою енергiю при послiдовних
парних зiткненнях при малих прицiльних параме-
трах. Плазмовий пiдхiд вимагає обрiзання малих
прицiльних параметрiв, бо коректно теорiя збу-
рень працює лише за умови, що вiддана частинкою
енергiя при взаємодiї з електроном значно менша
за її власну енергiю.

Зiткнення при малих прицiльних параметрах
можна врахувати в парнiй теорiї. Проводячи обрi-
зання великих значень прицiльних параметрiв у
теорiї парних зiткнень, ми таким чином враховує-
мо процес екранування заряду електронами пла-
зми. Загальнi втрати енергiї частинкою при ру-
сi в електроннiй плазмi стають рiвнi сумi знайде-
них результатiв в обох методах, пiсля процедури
зшивки [13].

Для розрахунку втрат зарядженою частинкою в
замагнiченiй плазмi при електронному охолоджен-
нi використовують чисельне моделювання PIC
(Particle-in-cell) [7], метод Монте-Карло (класичнi
траєкторiї) або програмний пакет BetaCool [14].
В основi останнього закладенi формули Будкера
[4, 10], Пархомчука або Дербеньова–Скринського
[14]. Всi вони ґрунтуються на теорiї парних зi-
ткнень. Проте, як показано в роботах Альвена,
Спiтцера [15, 16], в плазмi середньої концентрацiї
внесок вiд колективних процесiв, розсiювання на
малi кути, в загальнi енергетичнi втрати того са-
мого порядку, що й вiд парних зiткнень, а для роз-
рiдженої плазми взагалi на порядок вищi.

Тому важливо при розсiюваннi енергiї iоном на
електронах врахувати внесок вiд колективних про-
цесiв. Для сильних магнiтних полiв та без магнi-
тного поля аналiз енергетичних втрат у рамках
плазмової моделi було зроблено в роботах [1, 13],
а також у випадку слабких полiв Нерсiсян [7]. Ви-
падок поздовжнього до магнiтного поля руху було
дослiджено в роботах [17–21].

В данiй роботi розвиваються результати роботи
[9], де в рамках дiелектричної моделi були знайде-
нi поляризацiйнi втрати в електроннiй плазмi за-
рядженою частинкою, у випадку її руху пiд до-
вiльним кутом до зовнiшнього магнiтного поля,
довiльної напруженостi. Для знаходження загаль-
них втрат у роботi [9] було використано традицiй-

ний для подiбних задач метод зшивки далеких та
близьких зiткнень. Недолiк цього методу полягає
в тому, що вiн потребує введення промiжного фе-
номенологiчного параметра обрiзання, i при цьому
виникає необхiднiсть залучення результатiв, отри-
маних в рамках iншої теорiї, теорiї парних зiткнень
[1, 7, 9, 13].

Щоб уникнути цих недолiкiв у цiй роботi запро-
понований iнший пiдхiд. Верифiкацiя отриманих
результатiв проводиться, використовуючи прин-
цип вiдповiдностi. Коли знайденi результати у
бiльш складному випадку при граничному пере-
ходi не суперечать бiльш простiй теорiї.

У роздiлi 3 розглянуто випадок без магнiтного
поля. В роздiлах 4 та 5 аналiтично знайденi вира-
зи втрат важкою зарядженою частинкою при русi
в поздовжньому та в поперечному до магнiтного
поля напрямках вiдповiдно. Показано, що вико-
ристовуючи метод вiдповiдностi, при “виключен-
нi” зовнiшнього магнiтного поля, переходимо до
бiльш простого випадку без магнiтного поля [1,13].
В роздiлi 6 проведено аналiз та чисельнi розрахун-
ки внеску вiд колективних ефектiв в рамках дiеле-
ктричної моделi при русi пробної частинки пiд до-
вiльним кутом (0 < 𝛼 < 𝜋/2) для рiзних значень
зовнiшнього однорiдного магнiтного поля. Отри-
манi результати порiвнянi з результатами, отрима-
ними в рамках бiльш загального методу квантової
теорiї поля в роботi Ахiєзера [13].

2. Постановка задачi

Для зручностi викладення матерiалу повторимо
деякi викладки, виконанi в попереднiй роботi [9].

Нехай в однорiднiй безкiнечнiй електроннiй пла-
змi (𝜆D ≪ 𝑙) пiд кутом 𝛼 до зовнiшнього одно-
рiдного магнiтного поля, напруженiстю H, руха-
ється заряджена частинка (протон, антипротон),
масою 𝑀 i зарядом 𝑞, зi сталою вiдносною швид-
кiстю V0 = v𝑖 − v𝑒.

Приймемо ряд припущень:
1. Лiнiйнi розмiри електронної плазми 𝑙 значно

перевищують дебаївський радiус 𝜆D, так що мо-
жна знехтувати граничними умовами.

2. Початкова просторова електронна густина 𝑛𝑒

однорiдна.
3. Збурення плазми, викликане рухом в нiй iона,

незначне, тобто, збурена електронна густина вiд-
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носно мала в порiвняннi з початковою густиною
𝛿𝑛𝑒 ≪ 𝑛0𝑒.

4. Зовнiшнє магнiтне поле однорiдне i постiйне
як за значенням, так i за напрямком.

5. Iон – важка частинка, тому в масштабах iон-
електронної взаємодiї його швидкiсть можна вва-
жати сталою.

6. Квазiнейтральнiсть електронної плазми забез-
печується зовнiшнiми полями.

Запишемо вихiдну систему рiвнянь, яка включа-
тиме в себе:

1. Рiвняння Власова–Больцмана для електрон-
ної плазми, в якiй вiдсутнi зiткнення.

𝑑𝑓𝑒
𝑑𝑡

=
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑡

+ v
𝜕𝑓𝑒
𝜕r

− 𝑒

𝑚

(︂
E+

1

𝑐
[v ×B]

)︂
𝜕𝑓𝑒
𝜕v

= 0,

(2.1)

де 𝑓𝑒, 𝑓0𝑒 та 𝛿𝑓𝑒 – функцiя розподiлу, її рiвноважна
та збурена складовi,

(︀
E+ 1

𝑐 [v ×B]
)︀

– сила Лорен-
ца, яка дiє на електрони плазми.

2. Рiвняння Пуассона

Δ𝜙 = −4𝜋𝑞𝛿(r−V0𝑡)− 4𝜋𝑒𝑛𝑒(r, 𝑡), (2.2)

де 𝑞𝛿(r − V0𝑡) – заряд частинки, що влiтає; V0 –
швидкiсть цiєї частинки; 𝑒𝑛𝑒(r, 𝑡) – електронний
заряд; 𝛿(𝑥) – дельта функцiя.

3. Рiвняння руху для електронної плазми

𝑑V𝑒

𝑑𝑡
= − 𝑒

𝑚
E− 𝑒

𝑚
[V𝑒H0] . (2.3)

4. Рiвняння неперервностi електронної плазми

𝜕𝑛𝑒

𝜕𝑡
+ div(𝑛𝑒V𝑒) = 0, (2.4)

де 𝑛 = 𝑛0𝑒 + 𝛿𝑛𝑒, 𝑛0𝑒 – рiвноважна складова еле-
ктронної густини; 𝛿𝑛𝑒 – густина збурених електро-
нiв.

Виходячи з початкової системи рiвнянь (2.1)–
(2.4) та зроблених припущень, втрати зарядженою
частинкою в електроннiй плазмi в тензорному ви-
глядi запишуться як [25]:

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑖𝑞2

2𝜋2

∞∫︁
−∞

kV0

𝜀𝛼𝛽𝑘𝛼𝑘𝛽
𝑑3𝑘. (2.5)

Для зручностi подальших розрахункiв виконає-
мо процедуру обезрозмiрювання величин, що вхо-
дять до пiдiнтегрального виразу. Безрозмiрний
хвильовий вектор w дорiвнює:

k = w
𝜔P

𝑉0
, (2.6)

де 𝜔P – плазмова частота електронної компоненти,
𝑉0 – швидкiсть iона.

Введемо параметр магнiтного поля:

ℎ =
𝜔𝐻

𝜔P
. (2.7)

Використовуючи (2.6), для компонент пiдiнте-
грального виразу отримуємо

𝑑3𝑘 = 𝑑3𝑤

(︂
𝜔P

𝑉0

)︂3
, (2.8)

kV0 = 𝜔Pwn0 ⇒ wn0 =
𝑤

𝜔P
, (2.9)

де n0 = V0/𝑉0.
Тензор дiелектричної проникностi 𝜀𝛼𝛽 у випадку

холодної магнiтоактивної електронної плазми має
вигляд [13]:

𝜀𝛼𝛽 =

⎛⎝ 𝜀⊥ 𝑖𝑔 0
−𝑖𝑔 𝜀⊥ 0
0 0 𝜀‖

⎞⎠, (2.10)

де, враховуючи (2.6), (2.7), для компонент тензора
дiелектричної проникностi (2.10) матимемо

𝜀⊥ = 1− 1

(wn0)
2 − ℎ2

,

𝜀‖ = 1− 1

(wn0)
2 ,

𝑔 = − ℎ

(wn0) ((wn0)− ℎ2)
.

(2.11)

Введемо позначення

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑞2𝜔P

𝑉0

1

2𝜋2
ℑ

∞∫︁
−∞

𝑤

𝜀𝛼𝛽𝑤𝛼𝑤𝛽
𝑑3𝑤 =

𝑞2𝜔P

𝑉0
𝑆,

(2.12)

де нормованi на величину 𝑞2𝜔P/𝑉0 поляризацiйнi
втрати енергiї 𝑆 записуються як

𝑆 = − 𝑖

2𝜋2

∞∫︁
−∞

𝑤

𝜀𝛼𝛽𝑤𝛼𝑤𝛽
𝑑3𝑤. (2.13)
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3. Енергетичнi втрати частинки
в плазмi без зовнiшнього магнiтного поля

Розглянемо випадок, коли вiдсутнє зовнiшнє ма-
гнiтне поле. Тодi ℎ = 0. Компоненти тензора дi-
електричної проникностi запишуться як

𝜀11 = 𝜀22 = 𝜀33 = 𝜀 = 1− 𝜔2
𝑃

𝜔2
=

(wn0)
2 − 1

(wn0)
2 . (3.1)

Виберемо систему координат так, щоб e𝑧 � n0.
Звiдси (3.1) маємо

𝜀 =
𝑤2

𝑧 − 1

𝑤2
𝑧

. (3.2)

Поляризацiйнi втрати енергiї 𝑆 набудуть вигля-
ду [19, 25]:

𝑆 =

∞∫︁
0

𝑑𝑤

𝑤
. (3.3)

Використовуючи спiввiдношення 𝜔 = kV0 =
= 𝑘𝑉0 cos 𝜃, рiвнiсть (3.2) можна записати як 𝜀 =
= 1− (𝑘𝜆𝑎 cos 𝜃)

−2, а це показує, що поле навколо
iона при швидкостях значно вищих за тепловий
рух електронiв v𝑖 ≫ v𝑒 стає невiдчутним на вiд-
станях порядку адiабатичного параметра обрiзан-
ня 𝜆𝑎 = 𝑉0/𝜔𝑝 [1]. Цей результат вiдповiдає теорiї
парних зiткнень.

Отже,

𝑆 =

∞∫︁
1

𝑑𝑤

𝑤
= ln𝑤max = ln

𝑘𝑚𝑎𝑥𝑉0

𝜔P
, (3.4)

феноменологiчний параметр
∞∫︀
1

𝑑𝑤/𝑤 – кулонiв-

ський логарифм, де пiд логарифмом записане спiв-
вiдношення максимального та мiнiмального при-
цiльних параметрiв, запишемо як [13]:

𝑤max =
𝑚𝑒𝑀𝑉 3

0

(𝑀 +𝑚𝑒)𝑞2𝜔P
. (3.5)

У подальшому для уникнення необхiдностi за-
лучення методу зшивки для визначення 𝑤max, i
вiдповiдно залучення теорiї парних зiткнень, вико-
ристовуватимемо метод вiдповiдностi. Тобто, при
“вимиканнi” магнiтного поля результати вiдповiда-
тимуть випадку без магнiтного поля, а 𝑤max визна-
чатиметься рiвнянням (3.5).

4. Випадок поздовжнього
до магнiтного поля руху V0 � B(𝛼 = 0)

Якщо в систему взаємодiї важкої зарядженої ча-
стинки з електронною плазмою ввести зовнiшнє
поздовжнє магнiтне поле B, щоб, наприклад, утри-
мувати електрони в секцiї охолодження, i при цьо-
му це магнiтне поле достатньо сильне так, що
𝜔𝐻 > 𝜔P, то, як показує експеримент [4], карти-
на охолодження суттєво змiнюється.

У теорiї парних зiткнень, взаємодiю роздiляють
на два крайнiх випадки [11, 23], швидкi зiткнен-
ня, що вiдбуваються без участi зовнiшнього магнi-
тного поля (𝜔−1

𝐻 = ∞), i повiльнi, для яких вва-
жається, що B є безкiнечно сильним (𝜔−1

𝐻 = 0).
Такий розподiл неточний, особливо для повiльних
зiткнень, якi є характерними для повiльних iонiв, i
вiдбуваються в доволi вузькiй областi прицiльних
параметрiв (кулонiвський логарифм 𝐿C ∼ 2) [23].
До того ж, рiзке розподiлення прицiльних пара-
метрiв у результатi може породити мiстичнi коре-
кцiйнi добавки до сили тертя.

За наявностi магнiтного поля також виникає
питання екранування електричних полiв [1]. Всi
цi проблеми приводять до необхiдностi вико-
ристання дiелектричної моделi для опису еле-
ктронного охолодження за наявностi зовнiшнього
магнiтного поля.

Виберемо систему координат так, щоб wn0 =
= 𝑤𝑧, тобто частинка рухається паралельно до
силових лiнiй зовнiшнього однорiдного магнiтного
поля. Тодi компоненти тензора дiелектричної про-
никностi мають вигляд

𝜀‖ =
𝑤2

𝑧 − 1

𝑤2
𝑧

𝜀⊥ =
𝑤2

𝑧 − 1− ℎ2

𝑤2
𝑧 − ℎ2

. (4.1)

У сферичних координатах нормованi енергети-
чнi втрати (2.13) запишемо

𝑆 = − 𝑖

2𝜋2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

∞∫︁
0

𝑑𝑤𝑤2

𝜋∫︁
0

sin 𝜃𝑑𝜃
𝑤 cos 𝜃

𝑔(𝑤, 𝜃)
, (4.2)

де

𝑔(𝑤, 𝜃) =
𝑤2
(︁
𝑤2 cos2 𝜃 − 1− ℎ2 + ℎ2

𝑤2

)︁
𝑤2 cos2 𝜃 − ℎ2

. (4.3)

Проведемо iнтегрування (4.2) по 𝜙:

𝑆 = − 𝑖

𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑤

𝑤

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃
sin 𝜃𝑤 cos 𝜃(𝑤2 cos2 𝜃−ℎ2)

𝑤2(𝑤2 cos2 𝜃−1−ℎ2+ ℎ2

𝑤2 )
. (4.4)
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Використаємо замiну змiнних:

𝑡 = 𝑤 cos 𝜃; 𝑑𝑡 = −𝑤 sin 𝜃𝑑𝜃. (4.5)

𝑆 = − 𝑖

𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑤

𝑤

𝑤∫︁
−𝑤

𝑡
(︀
𝑡2 − ℎ2

)︀
𝑡2 − 𝑡20

, (4.6)

де 𝑡20 = 1 + ℎ2 − ℎ2/𝑤2.
Змiнна 𝑡 залежить вiд змiнної 𝑤. Аналiз областi

iнтегрування показує, що на (4.6) накладаються
умови пiсля iнтегрування по 𝑡 – нормованi втрати
дiйснi в областях, де

0 ≤ 𝑡20 ≤ 𝑤2. (4.7)

На рис. 1 показана залежнiсть 𝑡20 вiд 𝑤2. Внесок
дають областi, де крива знаходиться пiд променем
𝑡2 = 𝑤2.

Використовуючи залежнiсть 𝑡20(𝑤
2
0) = 0, маємо

𝑤2
0 = ℎ2/(1 + ℎ2). (4.8)

Точки перетину кривої 𝑡20 з променем 𝑡2 = 𝑤2

знаходяться з умови 𝑡20 = 𝑤2. У випадку ℎ > 1:

𝑤2
1 = 1;

𝑤2
2 = ℎ2.

(4.9)

З умови (4.7) випливає, що iнтервал iнтегруван-
ня необхiдно розбити на двi частини. Застосував-
ши теорiю лишкiв, запишемо нормованi втрати як
суму

𝑆 =

∞∫︁
𝑤2

𝑑𝑤

𝑤

(︂
1− ℎ2

𝑤2

)︂
−

𝑤1∫︁
𝑤0

𝑑𝑤

𝑤

(︂
1− ℎ2

𝑤2

)︂
. (4.10)

Остаточно для нормованих втрат енергiї запи-
шемо, провiвши iнтегрування по 𝑤,

𝑆 = ln𝑤max − ln
√︀

1 + ℎ2. (4.11)

Порiвнявши вирази (3.4) i (4.11) для втрат енер-
гiї можна записати

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑞2𝜔2

P

𝑉0
(ln𝑤max − 𝑓(ℎ)), (4.12)

де

𝑓(ℎ) = ln
√︀

1 + ℎ2. (4.13)

Рис. 1. Залежнiсть 𝑡20 вiд 𝑤2. 𝑡20(𝑤
2
0) = 0. При 𝑤2 = 𝑤2

1 ,
𝑤2 = 𝑤2

2 крива 𝑡20 перетинає промiнь 𝑡2 = 𝑤2

Отриманий результат у випадку поздовжнього
руху зарядженої частинки до магнiтного поля в
електроннiй плазмi вiдповiдає результатам, отри-
маним у рамках квантової електродинамiки [13].

Якщо покласти ℎ = 0 (вiдсутнє зовнiшнє магнi-
тне поле), то 𝑓(ℎ) = 0, а (4.12) згiдно з принци-
пом вiдповiдностi переходить в (3.4), феноменоло-
гiчний параметр 𝑤max визначається рiвнiстю (3.5).

5. Випадок поперечного до магнiтного
поля руху V0 ⊥ B(𝛼 = 𝜋/2)

Розглянемо випадок руху важкої зарядженої ча-
стинки зi швидкiстю V0 в поперечному напрям-
ку до зовнiшнього поздовжнього магнiтного поля
H в електронному замагнiченому газi, властивостi
якого описуються тензором дiелектричної прони-
кностi 𝜀𝛼𝛽 , явний вигляд якого для випадку холо-
дної замагнiченої електронної плазми представле-
ний виразами (2.10), (2.11).

Виберемо систему координат так, що вiсь 𝑧 збi-
галася з напрямком зовнiшнього магнiтного поля
H, а вiсь 𝑥 – з напрямком руху зарядженої частин-
ки wn0 = 𝑤𝑥:

𝜀𝛼𝛽𝑤𝛼𝑤𝛽 = 𝜀⊥
(︀
𝑤2

𝑥 + 𝑤2
𝑦

)︀
+ 𝜀‖𝑤

2
𝑧 . (5.1)

Для подальших розрахункiв зручнiше здiйснити
поворот системи так, щоб 𝑤𝑦 � B. У результатi:

𝜀𝛼𝛽𝑤𝛼𝑤𝛽 = 𝑤2 − 𝑤2
⊥

(︂
1

𝑤2
𝑧 − ℎ2

)︂
− 𝑤2

‖
1

𝑤2
𝑧

, (5.2)

де 𝑤2
⊥ = 𝑤2

𝑧 + 𝑤2
𝑥, 𝑤2

‖ = 𝑤2
𝑦.
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Рис. 2. Залежнiсть 𝑡21, 𝑡22 вiд 𝑤2. При 𝑤2 = 𝑤2
3 крива 𝑡22

перетинає промiнь 𝑡2 = 𝑤2

Перейдемо до сферичної системи координат:

𝑆 = − 𝑖

2𝜋2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

∞∫︁
0

𝑑𝑤

𝜋∫︁
0

𝑤2 sin 𝜃𝑑𝜃
𝑤 cos 𝜃

𝜀
, (5.3)

де

𝜀 =
𝑤2𝑤4

𝑧 − 𝑤2𝑤2
𝑧ℎ

2 − 𝑤2
𝑧𝑤

2
𝑥 − 𝑤4

𝑧 − 𝑤2
𝑦𝑤

2
𝑧 + 𝑤2

𝑦ℎ
2

𝑤2
𝑧 (𝑤

2
𝑧 − ℎ2)

.

(5.4)

Використаємо замiну змiнних (4.5). Звiдси, (5.3)
в нових координатах

𝑆 = − 𝑖

2𝜋2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

∞∫︁
0

𝑑𝑤

𝑤

𝑤∫︁
−𝑤

𝑡3
(︀
𝑡2 − ℎ2

)︀
𝑑𝑡

𝑔(𝑡, 𝑤, 𝜙)
, (5.5)

де

𝑔(𝑡, 𝑤, 𝜙) = 𝑡4 − 𝑡2
(︀
ℎ2 + 1

)︀
+ ℎ2

(︀
1− 𝑡2/𝑤2

)︀
sin2 𝜙.

(5.6)

Нулi 𝑔(𝑡, 𝑤, 𝜙) мають вигляд

𝑡21,2 =
1

2

(︂
1 + ℎ2 +

ℎ2 sin2 𝜙

𝑤2

)︂
∓

∓1

2

√︃(︂
1 + ℎ2 +

ℎ2 sin2 𝜙

𝑤2

)︂2
− 4ℎ2 sin2 𝜙. (5.7)

Змiнна 𝑡 залежить вiд змiнної 𝑤. Аналiз обла-
стi iнтегрування показує, що можливi два випад-
ки, якщо iнтегрувати по 𝑡 (див. рис. 2).

1. На промiжку 0 → 𝑤2
3 iнтеграл дорiвнює ли-

шку в 𝑡1 (𝑡1 < 𝑤 < 𝑡2). В 𝑤2
3 крива 𝑡22 перетинає

промiнь 𝑡2 = 𝑤2.

𝑤∫︁
0

𝑑𝑡 𝑓(𝑡) =

∫︁
𝜋𝑖 res[𝑓(𝑡), 𝑡1]; (5.8)

2. В межах вiд 𝑤3 до ∞ внесок дають обидва
нулi функцiї 𝑔(𝑡, 𝑤, 𝜙) (𝑡1 < 𝑡2 < 𝑤)

𝑤∫︁
0

𝑑𝑡 𝑓(𝑡) = 𝜋𝑖

2∑︁
𝑛=1

res[𝑓(𝑡), 𝑡𝑛]. (5.9)

Отже, фактично можна записати

𝑆 = − 𝑖

2𝜋2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

⎛⎝ 𝑤3∫︁
0

+

∞∫︁
𝑤3

⎞⎠𝑑𝑤

𝑤

𝑤∫︁
−𝑤

𝑡3
(︀
𝑡2 − ℎ2

)︀
𝑑𝑡

(𝑡2 − 𝑡21) (𝑡
2 − 𝑡22)

,

(5.10)

де з умови 𝑡22 = 𝑤2 отримуємо, що 𝑤2
3 = 1 + ℎ2.

1. (𝑡1 < 𝑤 < 𝑡2). Iнтеграл рiвний:

𝑤∫︁
0

𝑑𝑡 𝑓(𝑡) = 𝜋𝑖 res[𝑓(𝑡), 𝑡1] = 𝜋𝑖
𝑡21
(︀
𝑡21 − ℎ2

)︀
𝑡21 − 𝑡22

; (5.11)

2. (𝑡1 < 𝑡2 < 𝑤).
Пiдставляючи значення лишкiв 𝑡1, 𝑡2 в (5.9),

отримуємо
𝑤∫︁
0

𝑑𝑡 𝑓(𝑡) = 𝜋𝑖

2∑︁
𝑛=1

res[𝑓(𝑡), 𝑡𝑛] = 𝜋𝑖
(︀
𝑡22 + 𝑡21 − ℎ2

)︀
.

(5.12)

Розглянемо два крайнiх випадки: слабке та
сильне магнiтнi поля. Коли ℎ ≫ 1, то кiнечний
iнтеграл матиме вигляд

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑞2𝜔𝑝

𝑉0

(︂
ln |𝑤max| −

1

4
− 1

2
ln

ℎ

2

)︂
. (5.13)

Якщо ℎ ≪ 1, то отримуємо

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑞2𝜔𝑝

𝑉0

(︂
ln |𝑤max| −

ℎ2

4
− ℎ4

8
ln

ℎ

2

)︂
. (5.14)

З (5.14) видно, якщо покласти ℎ = 0, то отри-
муємо згiдно з принципом вiдповiдностi результа-
ти без магнiтного поля (3.4), де 𝑤max визначається
рiвнiстю (3.5).
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6. Загальний випадок

Розглянемо тепер випадок руху частинки пiд до-
вiльним кутом 𝛼 до магнiтного поля (V0H =
= |𝑉0||𝐻| cos𝛼). Як i ранiше виберемо систему ко-
ординат, так що H � z.

Втрати iона в холоднiй замагнiченiй електроннiй
плазмi даються виразом (2.5).

Виконаємо поворот системи координат навколо
осi 0𝑦, так щоб V0 � 𝑧, тодi wnV0

= 𝑤𝑧:

𝑤𝑥 = 𝑤′
𝑥 cos𝛼+ 𝑤′

𝑧 sin𝛼,

𝑤𝑧 = −𝑤′
𝑥 sin𝛼+ 𝑤′

𝑧 cos𝛼,

𝑤𝑦 = 𝑤′
𝑦.

(6.1)

Запишемо втрати енергiї, використавши (2.10),
в нових координатах, при цьому опустимо штрихи
для зручностi запису:

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑞2𝜔2

P

𝑉0

1

2𝜋2
ℑ
∫︁∫︁∫︁

𝑤𝑧 𝑑
3𝑤

𝑔0(𝑤𝑥, 𝑤𝑦, 𝑤𝑧)
=

𝑞2𝜔2
P

𝑉0
𝑆,

(6.2)

де знаменник пiдiнтегрального виразу
𝑔0(𝑤𝑥, 𝑤𝑦, 𝑤𝑧) з урахуванням (6.1) має вигляд

𝑔0(𝑤𝑥, 𝑤𝑦, 𝑤𝑧) = 𝜀⊥
(︀
𝑤2

𝑦 − 𝑤2
𝑦0

)︀
, (6.3)

де

𝑤2
𝑦0 = −

𝜀⊥ cos2 𝛼+ 𝜀‖ sin
2 𝛼

𝜀⊥
(𝑤𝑥 − 𝑤𝑥1) (𝑤𝑥 − 𝑤𝑥2) ,

(6.4)

а

𝑤𝑥1,2 = −𝑤𝑧

cos𝛼 sin𝛼
(︀
𝜀⊥ − 𝜀‖

)︀
𝜀⊥ cos2 𝛼+ 𝜀‖ sin

2 𝛼
∓

∓𝑤𝑧

⎯⎸⎸⎷(︃cos𝛼 sin𝛼
(︀
𝜀⊥−𝜀‖

)︀
𝜀⊥ cos2 𝛼+𝜀‖ sin

2 𝛼

)︃2
−
𝜀‖ cos2 𝛼+𝜀⊥ sin2 𝛼

𝜀⊥ cos2 𝛼+𝜀‖ sin
2 𝛼

.

(6.5)

Компоненти тензора дiелектричної проникностi
у випадку V0 � 𝑧 записуються

𝜀⊥ =
𝑧2 − 𝜔3

2

𝑧2 − ℎ2
,

𝜀‖ =
𝑧2 − 1

𝑧2
.

(6.6)

З урахуванням (6.6) пiсля деяких спрощень (6.4)
i (6.5) читаються

𝑤𝑥1,2 =
𝑤𝑧

(𝑤2
𝑧 − 𝜔2

1) (𝑤
2
𝑧 − 𝜔2

2)
×

×
(︂
ℎ2 sin𝛼 cos𝛼∓ 𝑤𝑧

√︁
(𝜔2

3−𝑤2
𝑧)(𝑤

2
𝑧−ℎ2)(𝑤2

𝑧−1)

)︂
,

(6.7)

𝑤2
𝑦0 =

(︀
𝑤2

𝑧 − 𝜔2
1

)︀(︀
𝑤2

𝑧 − 𝜔2
2

)︀
𝑤2

𝑧 (𝜔
2
3 − 𝑤2

𝑧)
(𝑤𝑥 − 𝑤𝑥1)(𝑤𝑥 − 𝑤𝑥2).

(6.8)

У вирази (6.7), (6.8) входять характернi величи-
ни задачi:

𝜔2
1,2 =

1

2
(𝜔2

3 ∓
√︁

𝜔4
3 − 4ℎ2 sin2 𝛼), (6.9)

де 𝜔2
3 = 1 + ℎ2.

Безрозмiрнi частоти 𝜔1 i 𝜔2 – це плазмовi ре-
зонанси. Плазмовi резонанси вiдiграють суттєву
роль при поширеннi електромагнiтних хвиль у
плазмi. Поблизу них рiзко зростають затухання
хвиль та рiвень шумiв. Показник заломлення еле-
ктромагнiтних хвиль поблизу цих резонансiв ве-
ликий (𝑛 ≫ 1), а фазова швидкiсть значно менша
швидкостi свiтла, тобто хвилi стають повiльними,
i, вiдповiдно, взаємодiя заряджених частинок вiд-
бувається найбiльш ефективно бiля плазмових ре-
зонансiв [13, 24]. Частота 𝜔1 вiдповiдає нижньогi-
бридним частотам, спектр яких лежить в межах
0 6 𝑤 6 min[1, ℎ], в той час як 𝜔1 – верхньогiбри-
дним, зi спектром max[1, ℎ] 6 𝑤 6 𝑤3.

Величини 𝑤𝑥1, 𝑤𝑥2, 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3 визначають об-
ласть iнтегрування.

У випадку, коли ℎ > 1, отриманi характеристи-
чнi величини спiввiдносяться як

𝜔3 > 𝜔2 > ℎ > 1 > 𝜔1.

Проведемо iнтегрування (6.2) по змiннiй 𝑤𝑦. Згi-
дно з теорiєю лишкiв матимемо

𝑆 =
1

2𝜋

∫︁∫︁
𝜎

𝑑𝑤𝑧
𝑤2

𝑧(𝑤
2
𝑧 − ℎ2)√︀

(𝜔2
3 − 𝑤2

𝑧)(𝑤
2
𝑧 − 𝜔2

2)(𝑤
2
𝑧 − 𝜔2

1)
×

× 𝑑𝑤𝑥√︀
(𝑤𝑥 − 𝑤𝑥1)(𝑤𝑥 − 𝑤𝑥2)

(6.10)
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a б

в г
Рис. 3. Зрiз областi iнтегрування (𝑤𝑦0(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) = 0), ℎ = 𝜔𝐻/𝜔P = 0, 7: а – 𝛼 = 0, б – 𝛼 = 𝜋/18, в – 𝛼 = 𝜋/4, г – 𝛼 = 𝜋/2.
Областi з дiйсними коренями видiленi кольором

a б
Рис. 4. Зрiз областi iнтегрування (𝑤𝑦0(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) = 0), 𝛼 = 60: а – ℎ = 1, б – ℎ = 1, 7. Областi з дiйсними коренями видiленi
кольором

Iнтеграл вiдмiнний вiд нуля, коли

𝑤2
𝑦0(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) > 0. (6.11)

Зрiз областi iнтегрування при 𝑤𝑦0(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) = 0
зображено на рис. 3, 4. В точках 𝑤𝑧 = ℎ, 1, 𝜔3 кривi
𝑤𝑥1(𝑤𝑧), 𝑤𝑥2(𝑤𝑧) переходять одна в одну.

Область iнтегрування 𝜎 визначається нерiвнi-
стю (6.11). На площинi (𝑤𝑥, 𝑤𝑧) вона обмежена

кривими 𝑤𝑥1(𝑧), 𝑤𝑥2(𝑧). Вiдзначимо, що функцiї
𝑤𝑥1(𝑧), 𝑤𝑥2(𝑧) дiйснi в дiапазонах частот

0 6 𝜔1 6 min(1, ℎ), max(1, ℎ) 6 𝜔2 6 𝜔3

У випадку поздовжнього руху 𝛼 = 0 внесок в
енергетичнi втрати дають областi 𝑤1 ≤ 𝑤 ≤ 1 i
ℎ ≤ 𝑤 ≤ 𝑤2. При поперечному русi 𝛼 = 𝜋/2 –
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a б

Рис. 5. Кутова залежнiсть функцiї 𝑓(𝛼, ℎ) для випадку: a – 𝜔𝐻/𝜔P = 10, б – 𝜔𝐻/𝜔P = 10. Суцiльна лiнiя – квантова
теорiя [13]; квадрат – 𝛼 = 0, вираз (4.13); трикутник – 𝛼 = 𝜋/2, вираз (5.13) для ℎ ≫ 1; кружечки – дiелектрична модель

a б

Рис. 6. Залежнiсть функцiї 𝑓(𝛼, ℎ) вiд параметра магнiтного поля ℎ = 𝜔𝐻/𝜔P для випадку: a –𝛼 = 𝜋/4, б – 𝛼 = 𝜋/90.
Суцiльна лiнiя – квантова теорiя поля [13], кружечки – дiелектрична модель

областi 0 ≤ 𝑤 ≤ 𝑤1 i 𝑤2 ≤ 𝑤 ≤ 𝑤3. В загальному
випадку енергетичнi втрати є сумою внескiв вiд
всiх чотирьох областей:

𝑆 =
1

𝜋

4∑︁
𝛽=1

𝐼𝛽 , (6.12)

де

𝐼1 =

𝜔1∫︁
0

𝑑𝑤𝑧
𝑤2

𝑧(ℎ
2 − 𝑤2

𝑧)√︀
𝑃 (𝑤𝑧)

×

×

⎛⎝ 𝑤𝑥1∫︁
−∞

𝑑𝑤𝑥√︀
𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧)

+

∞∫︁
𝑤𝑥2

𝑑𝑤𝑥√︀
𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧)

⎞⎠, (6.13)

𝐼2 =

min(1,ℎ)∫︁
𝜔1

𝑑𝑤𝑧
𝑤2

𝑧(ℎ
2 − 𝑤2

𝑧)√︀
−𝑃 (𝑤𝑧)

𝑤𝑥1∫︁
𝑤𝑥2

𝑑𝑤𝑥√︀
−𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧)

, (6.14)

𝐼3 =

𝜔2∫︁
max(1,ℎ)

𝑑𝑤𝑧
𝑤2

𝑧(𝑤
2
𝑧 − ℎ2)√︀

−𝑃 (𝑤𝑧)

𝑤𝑥1∫︁
𝑤𝑥2

𝑑𝑤𝑥√︀
−𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧)

, (6.15)

𝐼4 =

𝜔3∫︁
𝜔2

𝑑𝑤𝑧
𝑤2

𝑧(𝑤
2
𝑧 − ℎ2)√︀
𝑃 (𝑤𝑧)

×

×

⎛⎝ 𝑤𝑥1∫︁
−∞

𝑑𝑤𝑥√︀
𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧)

+

∞∫︁
𝑤𝑥2

𝑑𝑤𝑥√︀
𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧)

⎞⎠, (6.16)
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де 𝑃 (𝑤𝑧) = (𝜔2
3 − 𝑤2

𝑧)(𝑤
2
𝑧 − 𝜔2

2)(𝑤
2
𝑧 − 𝜔2

1), а
𝑅(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) = (𝑤𝑥 − 𝑤𝑥1)(𝑤𝑥 − 𝑤𝑥2).

Рiвняння (6.13), (6.14) описують внесок вiд ни-
жньогiбридних коливань. Рiвняння (6.15), (6.16) –
вiд верхньогiбридних коливань.

Використовуючи принцип вiдповiдностi, може-
мо переписати (6.12) у виглядi

−𝑑ℰ
𝑑𝑡

=
𝑞2𝜔2

P

𝑉0
(ln𝑤max − 𝑓(ℎ, 𝛼)) . (6.17)

Було проведено чисельний аналiз точного вира-
зу (6.12) для знаходження нормованих поляриза-
цiйних втрат, його залежнiсть вiд параметра ма-
гнiтного поля ℎ = 𝜔𝐻/𝜔P та кута вльоту пробної
частинки 𝛼.

Отриманi чисельнi результати для додатково-
го члена 𝑓(ℎ, 𝛼) наведено на рис. 5, 6. Так, на
рис.5 показано, що iз збiльшенням кута мiж на-
прямком руху пробної зарядженої частинки i си-
ловими лiнiями зовнiшнього магнiтного поля до-
бавка 𝑓(ℎ, 𝛼) зменшується. Тобто, поперечнi втра-
ти енергiї частинки бiльшi за поздовжнi. На рис. 6
зображено залежнiсть функцiї 𝑓(ℎ, 𝛼) вiд напру-
женостi зовнiшнього магнiтного поля. При ма-
лих ℎ ≪ 1 значення додаткового члена прямує
до нуля, згiдно з принципом вiдповiдностi. При
великих значеннях ℎ ≫ 1 поправка монотонно
зростає. Чисельнi розрахунки порiвняно iз аналi-
тичними значеннями для у випадку поперечного
(𝛼 = 𝜋/2) та поздовжнього (𝛼 = 0) до магнiтного
поля руху.

7. Висновки

У роботi розвивається дiелектрична модель втрат
зарядженої частинки при русi через замагнiче-
ну електронну плазму. Запропоновано новий ме-
тод виконання принципу вiдповiдностi, який не
вимагає залучення iнших теоретичних моделей,
для перевiрки достовiрностi отриманих резуль-
татiв. Отримано аналiтичнi вирази для випадкiв
без магнiтного поля, з магнiтним полем у ви-
падку поздовжнього та поперечного рухiв. Ана-
лiтичнi результати пiдтвердженi чисельними роз-
рахунками, проведеними для випадку руху за-
рядженої частинки пiд довiльним кутом до ма-
гнiтного поля, довiльної напруженостi. Остаточне
пiдтвердження правомiрностi використання дiеле-
ктричної моделi для опису енергетичних втрат

вiд колективних ефектiв знаходимо, порiвнявши
їх з результатами, отриманими в рамках кванто-
вої теорiї поля.

Автори виражають подяку за поради та змi-
стовнi бесiди О.П. Новаку, та за цiннi зауваже-
ння В.Ю. Сторiжко.
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А.В. Хелемеля, Р.И. Холодов, В.И. Мирошниченко

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ПОТЕРЬ ТЯЖЕЛОЙ
ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЕЙ ПРИ ДВИЖЕНИИ
В ХОЛОДНОМ ЗАМАГНИЧЕННОМ
ЭЛЕКТРОННОМ ГАЗЕ

Р е з ю м е

В рамках диэлектрической модели найдены потери энер-
гии для заряженной частицы в бесконечной замагничен-
ной плазме. В работе использован принцип соответствия,
что дало возможность не использовать феноменологиче-
ский параметр обрезания для сшивки с теорией парных
столкновений. Получены аналитические выражения для
потерь энергии в случае продольного и поперечного дви-
жения относительно магнитного поля. Аналитические ре-
зультаты подтверждены численными расчетами, выполнен-
ными для случая движения заряженной частицы под прои-

звольным углом к магнитному полю произвольной напря-
женности. Проведено сравнение потерь энергии заряжен-
ной частицей, полученных в рамках диэлектрической мо-
дели, с результатами квантовой теории поля.

O.V. Khelemelya, R.I. Kholodov, V.I. Miroshnichenko

DIELECTRIC MODEL OF ENERGY LOSSES
BY A MASSIVE CHARGED PARTICLE MOVING
THROUGH COLD MAGNETIZED PLASMA

S u m m a r y

Energy losses by a charged particle moving in infinite mag-

netized plasma have been calculated in the framework of the

dielectric model and with the use of the correspondence prin-

ciple. This principle enabled us not to use a phenomenological

cutoff parameter for matching with the theory of binary colli-

sions. Analytical expressions for energy losses were derived for

the motions of a particle directed along and perpendicularly to

the magnetic field. They were confirmed by numerical calcu-

lations for a charged particle moving in a magnetic field of an

arbitrary strength and at an arbitrary angle to the field direc-

tion. The results obtained are compared with those obtained

in quantum field theory.

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 8 735


