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МОДУЛЯТОР СВIТЛА
НА МАГНIТООПТИЧНОМУ КРИСТАЛI
В СКЛАДI БIМОРФНОЇ СТРУКТУРИ
У РЕЖИМI МАГНIТОМЕХАНIЧНИХ КОЛИВАНЬУДК 537.632.4+535.565

Запропоновано модель модулятора свiтла на основi бiморфного елемента, що склада-
ється з шару магнiтооптичного кристала, вирощеного на магнiтопасивнiй пiдкладцi.
Отримано рiвняння магнiтомеханiчних коливань асиметричного по товщинi бiморфно-
го елемента прямокутної форми i запропоновано алгоритм його розв’язку для вiльного
вiд закрiплення гранями зразка. Показано, що такий модулятор характеризується дво-
вимiрною функцiєю розподiлу кута повороту площини поляризацiї в площинi перетину
свiтлового пучка. На прикладi кристала вiсмут iтрiєвого ферит гранату на галiй гадо-
лiнiєвiй основi показано, що амплiтуда кута повороту площини поляризацiї свiтлового
променя внаслiдок ефекту Фарадея може досягати значень 3 град для основної моди
коливань бiморфного елемента.
Ключ о в i с л о в а: ефект Фарадея, магнiтооптичний кристал, бiморфний елемент.

1. Вступ
При розмiщеннi магнiтооптичного кристала
(МОК) у зовнiшнiх постiйному та змiнному маг-
нiтних полях, в ньому виникають пружнi де-
формацiї, зумовленi явищем магнiтострикцiї. В
умовах магнiтомеханiчного резонансу механiчнi
напруження приводять до додаткових змiн намаг-
нiченостi зразка [1]. Внаслiдок ефектiв Фарадея
та Коттона–Мутона цi змiни намагнiченостi впли-
вають на поляризацiю свiтла в МОК [2, 3]. Для
пiдсилення величини модуляцiї намагнiченостi
та зниження резонансної частоти коливань стис-
кання-розтягу зразка в роботi [4] пропонується
використовувати композицiйну структуру. Ще
бiльшого виграшу можна сподiватися при розмi-
щеннi МОК в складi бiморфної структури. Вiдомо,
що при коливаннях бiморфних пластин механi-
чне напруження характеризується функцiєю
розподiлу в площинi бiморфного елемента. Цю
обставину пропонується використати при побудовi
магнiтооптичного модулятора iз просторовим
розподiлом кута повороту площини поляризацiї в
межах поперечного перетину пучка свiтла.

Вiдзначимо, що бiморфнi структури знайшли
широке застосування при побудовi датчикiв тиску
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та акустичних випромiнювачiв на основi п’єзоеле-
ктрика [5]. Вiдомо, що поєднання двох п’єзоеле-
ментiв або п’єзоелемента та металiчної пластини в
бiморфну конструкцiю приводить до появи низь-
кочастотних згiнних коливань, а виграш за чутли-
вiстю до тиску досягає декiлькох десяткiв [6].

Коливання поперечного згину в круглих бiмор-
фних пластинах дослiдженi найповнiше. Так, у ро-
ботi [7] отримано рiвняння коливань i наведено йо-
го розв’язок для п’єзокерамiчних симетричних бi-
морфних круглих пластин. Експериментально ви-
вчались магнiтомеханiчнi коливання бiморфних
пластин прямокутної форми [8], для яких була до-
сягнута чутливiсть на порядок вища, нiж для п’є-
зокерамiчних бiморфних перетворювачiв.

Розрахунок коливань бiморфних пластин пря-
мокутної форми приведено для затиснутого або
шарнiрного закрiплення, а сама конструкцiя бi-
морфного елемента переважно передбачає си-
метричне по товщинi розмiщення нейтрального
шару [9]. При цьому невирiшеними i актуаль-
ними залишаються питання виведення рiвнян-
ня коливань асиметричних бiморфних пластин
прямокутної форми, визначення для таких пла-
стин координати нейтрального шару, а також
розв’язок рiвняння коливань в умовах вiльних
граней.
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2. Модель магнiтооптичного модулятора

У данiй роботi розглядається магнiтооптичний мо-
дулятор (рис. 1), який складається з бiморфної
пластини прямокутної форми з лiнiйними розмiра-
ми 𝑏×𝑙, виконаний з МОК (ферiмагнетика) товщи-
ною ℎ1, вирощеного на магнiтопасивнiй пiдклад-
цi (2) з товщиною ℎ2. Гранi пластини вважаються
вiльними вiд контакту (м’який пiдвiс).

При розмiщеннi зразка в постiйному (поляризу-
ючому) 𝐻0(𝑥𝑘) та змiнному 𝐻(𝑥𝑘)𝑒

𝑖𝜔𝑡 з заданою
круговою частотою 𝜔 магнiтних полях ферiмагне-
тик здiйснює магнiтомеханiчнi коливання. Цi ко-
ливання описуються двовимiрною функцiєю роз-
подiлу напруги в площинi 𝑥10𝑥2 i залежать вiд ко-
ординати 𝑥3. Механiчнi напруження у МОК ви-
кликають додатковi змiни намагнiченостi внаслi-
док ефекту Виллари [10]. Змiнна складова вектора
намагнiченостi, що збiгається з вiссю 0𝑥3 (вiсь по-
ширення свiтла), внаслiдок ефекту Фарадея при-
зводить до повороту площини поляризацiї свiтла
на кут 𝜑. Кут повороту площини поляризацiї за-
лежить вiд напруги в данiй точцi площини 𝑥10𝑥2
бiморфного елемента i характеризується функцiєю
розподiлу 𝜑(𝑥1, 𝑥2) в межах поперечного перетину
пучка свiтла.

Для знаходження функцiї 𝜑(𝑥1, 𝑥2) потрiбно
спочатку знайти функцiю прогину 𝑤(𝑥1, 𝑥2) бiмор-
фного елемента. В загальному випадку, товщини
i пружнi властивостi шарiв (1) i (2) рiзнi, тому
в подальшому будемо вважати, що нейтральний
шар знаходиться в об’ємi шару (2). Виберемо пра-
ву декартову систему координат, площину 𝑥10𝑥2
якої сумiстимо з нейтральним шаром. При цьо-
му нижня границя шару феримагнетика буде мати
координату 𝑥03. Пiд час опису двовимiрного попе-
речного згину скористаємося гiпотезами Кiрхгофа
[9] для плоских поперечних перетинiв 𝑥1 = const,
𝑥2 = const (рис. 1).

Амплiтуднi значення гармонiчних пружних на-
пружень, що змiнюються з часом, у першому шарi
будемо позначати символом 𝜎

(1)
𝛼 (𝑥𝑘), де (𝛼 =

= 1, 2, ..., 6), у другому 𝜎(2)
𝛼 (𝑥𝑘). При цьому

𝜎(1)
𝛼 = 𝑐𝐻𝛼𝛽𝜀

(1)
𝛽 (𝑥𝑘)−𝑚𝜌𝑘𝛼𝐻

0
𝜌𝐻𝑘, (1)

𝜎(2)
𝛼 (𝑥𝑘) = 𝑐𝛼𝛽𝜀

(2)
𝛽 (𝑥𝑘) , (2)

де 𝑐𝐻𝛼𝛽 – елементи модулiв пружностi, 𝜀𝛽 – дефор-
мацiї, 𝑚𝑝𝑞𝛼 ≡ 𝑚𝑝𝑘𝑖𝑗 – компоненти матрицi магнi-

Рис. 1. Схема магнiтооптичного модулятора: 1 – шар № 1
(МОК), 2 – шар №2 (магнiтопасивний), 3 – плоский попе-
речний перетин (𝑥2 = const), 𝑥0

3 – координата нейтрального
шару

тострикцiйних констант розмагнiченого ферiмаг-
нетика.

Використовуючи з теорiї поперечного прогину
[9] спiввiдношення мiж деформацiями 𝜀𝛽 i проги-
нами 𝑤(𝑥1 , 𝑥2), з урахуванням формулювань (1) i
(2) отримуємо

𝜎
(1)
1 = −𝑥3

(︂
𝑐𝐻11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝑐𝐻12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
−𝑚𝜌𝑞1𝐻

0
𝜌𝐻𝑞;

𝜎
(1)
2 = −𝑥3

(︂
𝑐𝐻12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝑐𝐻11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
−𝑚𝜌𝑞2𝐻

0
𝜌𝐻𝑞;

𝜎
(2)
1 = −𝑥3

(︂
𝑐11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝑐12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
;

𝜎
(2)
2 = −𝑥3

(︂
𝑐12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝑐11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
;

𝜎
(1)
6 = −𝑥3

(︀
𝑐𝐻11 − 𝑐𝐻12

)︀ 𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−𝑚𝜌𝑞6𝐻

0
𝜌𝐻𝑞;

𝜎
(2)
6 = −𝑥3(𝑐11 − 𝑐12)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
.

(3)

Розглянемо елементарну призму висотою ℎ1 + ℎ2
зi сторонами 𝑑𝑥1 та 𝑑𝑥2. Виходячи з умови дина-
мiчної рiвноваги призми, знайдемо, що на боковi
сторони (𝑥1, 𝑥1 + 𝑑𝑥1) i (𝑥2, 𝑥2 + 𝑑𝑥2) дiють сили з
лiнiйною густиною 𝑞13(𝑥1, 𝑥2) i 𝑞23(𝑥1, 𝑥2), вiдпо-
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вiдно, причому

𝑞13(𝑥1, 𝑥2) = −𝐷0
𝜕

𝜕𝑥1
(∇2𝑤), 𝑞23(𝑥1, 𝑥2) =

= −𝐷0
𝜕

𝜕𝑥2
(∇2𝑤), (4)

де 𝐷0− жорсткiсть бiморфного елемента на зги-
нання,

𝐷0 =
1

2
𝑐𝐻11

{︁
ℎ1(ℎ1 + 𝑥03)

2 − 1

3
[(ℎ1 + 𝑥03)

3 − (𝑥03)
3] +

+ℎ2[(ℎ1 + 𝑥03)
2 − (𝑥03)

2]
}︁
+

+
1

2
𝑐11

{︁
ℎ2(𝑥

0
3)

3 − 1

3
[(𝑥03)

2 + (ℎ2 − 𝑥03)
3]
}︁
.

По осi 𝑥3 дiє сила iнерцiї з поверхневою густиною
𝜎ин = −(ℎ1𝜌1 + ℎ2𝜌2)

𝜕2𝑤
𝜕𝑡2 , де 𝜌1 i 𝜌2 – густини ма-

терiалiв першого i другого шарiв. З урахуванням
третього закону Ньютона i вiдсутностi зовнiшнiх
сил:

𝜕𝑞13(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑞23(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2
−

− (ℎ1𝜌1 + ℎ2𝜌2)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0. (5)

З виразу (5) з урахуванням (4) отримаємо рiвня-
ння коливань бiморфного елемента для випадку
однорiдних магнiтних полiв у його об’ємi:

∇2∇2𝑤 − 𝜆4𝑤 = 0, (6)

де 𝜆4 = 𝜔2

𝐷0
(ℎ1𝜌1 + ℎ2𝜌2).

Розв’язок рiвняння (6) вимагає знання коорди-
нати 𝑥03 нейтрального шару. Для цього скористає-
мося тим, що рiвнодiючi нормальних напруг в пло-
ских поперечних перетинах, паралельних осi 0𝑥3
дорiвнюють нулю, завдяки чому отримаємо вираз

1

2
𝜎(1)
𝛼 (𝑥03)𝑥

0
3 + 𝜎(1)

𝛼 (𝑥03)ℎ1 +
1

2
[𝜎(1)

𝛼 (ℎ1 + 𝑥03)−

−𝜎(1)
𝛼 (𝑥03)]ℎ1 =

1

2
𝜎(2)
𝛼 (−ℎ2 + 𝑥03)ℎ2, 𝛼 = 1, 2, 6 (7)

Враховуючи те, що на межi подiлу шарiв викону-
ється третiй закон Ньютона, знаходимо

−𝑥03(𝑐𝐻11 − 𝑐𝐻12)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−𝑚𝑝𝑞6𝐻

0
𝑝𝐻𝑞

⃒⃒⃒
𝑥0
3

=

= −𝑥03(𝑐11 − 𝑐12)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
. (8)

Застосовуючи, наприклад, до дотичних напруг
𝜎
(1)
6 i 𝜎(2)

6 вирази (3) i 7) маємо{︂
1

2
(𝑐11 − 𝑐12)

[︂
𝑥03 −

(︂
ℎ2
𝑥03

− 1

)︂
(ℎ2 − 𝑥03)

]︂
+

+

(︂
ℎ1 +

1

2

ℎ2
𝑥03

)︂
(𝑐𝐻11 − 𝑐𝐻12)

}︂
𝑥03

𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
=

= −ℎ1𝑚𝑝𝑞6(𝐻
0
𝑝𝐻𝑞)|𝑥0

3
+

+
1

2
ℎ1

[︂
𝑚𝑝𝑞6(𝐻

0
𝑝𝐻𝑞)

⃒⃒⃒
ℎ1+𝑥0

3

−𝑚𝑝𝑞6(𝐻
0
𝑝𝐻𝑞)

⃒⃒⃒
𝑥0
3

]︂
. (9)

Використавши (8) i (9), а також вважаючи, що ма-
гнiтнi поля однорiднi по об’єму зразка, отримаємо
шукану величину:

𝑥03 =
ℎ22(𝑐11 − 𝑐12)− ℎ21(𝑐

𝐻
11 − 𝑐𝐻12)

2(ℎ1 + ℎ2)(𝑐11 − 𝑐12)
. (10)

Розглянемо алгоритм розв’язку рiвняння (6) при
вiльному вiд закрiплення гранями бiморфного еле-
мента. Розподiленi за поперечними перетинами
𝑥1 = const i 𝑥2 = const нормальнi напруження
створюють вигинаючi моменти 𝑀1 i 𝑀2, якi зада-
ються за допомогою лiнiйних густин 𝑚1 i 𝑚2 (при
цьому 𝑑𝑀1 = 𝑚1𝑑𝑥2 та 𝑑𝑀2 = 𝑚2𝑑𝑥1) i визначаю-
ться рiвняннями:

𝑚1 = −𝐷*
1

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+ 𝑘

𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
−𝑚𝐻

1 ;

𝑚2 = −𝐷*
2

(︂
𝑘
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︂
−𝑚𝐻

2 ,

(11)

де використовуються позначення:

𝐷*
1 =

1

3

{︁
𝑐11
[︀
(𝑥03)

3 + (ℎ2 − 𝑥03)
3
]︀
+

+ 𝑐𝐻11
[︀
(ℎ1 − 𝑥03)

3 − (𝑥03)
3
]︀}︁
,

𝐷*
2 =

1

3

{︁
𝑐12

[︁(︀
𝑥03
)︀3

+ (ℎ2 − 𝑥03)
3
]︁
+

+ 𝑐𝐻12
[︀
(ℎ1 − 𝑥03)

3 − (𝑥03)
3
]︀}︁

; 𝑘 = 𝐷*
2/𝐷

*
1 ;

𝑚𝐻
1 =

ℎ1+𝑥0
3∫︁

𝑥0
3

𝑥3𝑚𝜌𝑞1𝐻
0
𝜌𝐻𝑞𝑑𝑥3;

𝑚𝐻
2 =

ℎ1+𝑥0
3∫︁

𝑥0
3

𝑥3𝑚𝜌𝑞2𝐻
0
𝜌𝐻𝑞𝑑𝑥3.
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При однорiдностi магнiтного поля в об’ємi бiмор-
фного елемента випливає, що

𝑚𝐻
𝛼 =

1

2

[︀
(ℎ1 + 𝑥03)

2 − (𝑥03)
2
]︀
𝑚𝑝𝑞𝛼𝐻

0
𝑝𝐻𝑞, 𝛼 = 1, 2.

Граничнi умови зводяться до виразiв:

𝑞*13 = (±𝑏/2, 𝑥2) = 0, 𝑞*23 = (𝑥1,±𝑙/2) = 0, (12)

𝑚1 = (±𝑏/2, 𝑥2) = 0,𝑚2 = (𝑥1,±𝑙/2) = 0, (13)

в яких: 𝑞*13 = 𝑞1 + 𝜕𝑚12

𝜕𝑥2
, 𝑞*23 = 𝑞2 + 𝜕𝑚21

𝜕𝑥1
, 𝑚12 =

= 𝑚21 = −𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−𝑚𝐻

12,

𝐷12 =
1

3

{︁
(𝑐11 − 𝑐12)

[︀
(𝑥03)

3 + (ℎ2 − 𝑥03)
3
]︀
+

+ (𝑐𝐻11 − 𝑐𝐻12)
[︀
(ℎ1 + 𝑥03)

3 − (𝑥03)
3
]︀}︁
,

𝑚𝐻
12

= 𝑚𝐻
21 = 𝑚𝑝𝑞6

ℎ1+𝑥0
3∫︁

𝑥0
3

𝐻0
𝑝𝐻𝑞𝑑𝑥3.

Загальний розв’язок рiвняння (6) будемо шукати
у виглядi:

𝑤 = 𝑤1 + 𝑤2, (14)

де

𝑤1(𝑥1, 𝑥2) = cos𝛼𝑥1[𝐴 cos(𝑥2
√︀
𝛼2 + 𝜆2)+

+𝐵 cos(𝑥2
√︀
𝛼2 − 𝜆2)],

𝑤2(𝑥1, 𝑥2) = cos𝛽𝑥2[𝐶 cos(𝑥1
√︀
𝛽2 + 𝜆2)+

+𝐷 cos(𝑥1
√︀
𝛽2 − 𝜆2)].

Пiдставимо вираз (14) в граничнi умови (13) та
отримаємо

𝑚𝐻
1 𝑁𝑚 = 𝐷*

1

𝑙

2

{︂[︀
𝛽2
𝑚(1 + 𝑘) + 𝜆2

]︀
𝐶𝑚 ×

× cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︂
+

+
[︀
𝛽2
𝑚(1 + 𝑘)− 𝜆2

]︀
𝐷𝑚 cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2

)︂}︂
, (15)

𝑚𝐻
2 𝑀𝑛 = 𝐷*

1

𝑏

2

{︂[︀
𝛼2
𝑛(1 + 𝑘) + 𝜆2

]︀
𝐴𝑛 ×

× cos

(︂
𝑙

2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︂
+

+
[︀
𝛼2
𝑛(1 + 𝑘)− 𝜆2

]︀
𝐵𝑛 cos

(︂
𝑙

2

√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2

)︂}︂
, (16)

де 𝑁𝑚 = 2𝑙
𝜋(1+2𝑚) (−1)𝑚, 𝑀𝑛 = 2𝑏

𝜋(1+2𝑛) (−1)𝑛, 𝛼𝑛 =

= 𝜋
𝑏 (1 + 2𝑛), 𝛽𝑚 = 𝜋

𝑙 (1 + 2𝑚).
Тодi з рiвнянь (15) i (16) випливає, що

𝐶𝑚 = 𝐶0
𝑚 −𝐷𝑚𝑓𝑚, 𝐴𝑛 = 𝐴0

𝑛 −𝐵𝑛𝑓𝑛, (17)

де

𝐴0
𝑛 = (−1)𝑛 ×

× 4𝑚𝐻
2

𝜋(1 + 2𝑛) [𝛼2
𝑛(1 + 𝑘) + 𝜆2]𝐷*

1 cos
(︁
𝑙
2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︁ ,
𝐶0

𝑚 = (−1)𝑚×

× 4𝑚𝐻
1

𝜋(1 + 2𝑚) [𝛽2
𝑚(1 + 𝑘) + 𝜆2]𝐷*

1 cos
(︁
𝑏
2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︁ ,
𝑓𝑚 =

[︀
𝛽2
𝑚(1 + 𝑘)− 𝜆2

]︀
cos
(︁
𝑏
2

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2

)︁
[𝛽2

𝑚(1 + 𝑘) + 𝜆2] cos
(︁
𝑏
2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︁ ,
𝑓𝑛 =

[︀
𝛼2
𝑛(1 + 𝑘)− 𝜆2

]︀
cos
(︁
𝑙
2

√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2

)︁
[𝛼2

𝑛(1 + 𝑘) + 𝜆2] cos
(︁
𝑙
2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︁ .
Таким чином, для прогину 𝑤(𝑥1, 𝑥2) бiморфного

елемента приходимо до такої формули:

𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 𝐵𝑛 cos𝛼𝑛𝑥1

[︁
cos
(︁
𝑥2
√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2

)︁
−

− 𝑓𝑛(𝛼𝑛) cos
(︁
𝑥2
√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︁]︁
+

+𝐷𝑚

[︁
cos
(︁
𝑥1
√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2

)︁
− 𝑓𝑚(𝛽𝑚)×

× cos
(︁
𝑥1
√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︁]︁
cos𝛽𝑚𝑥2 + 𝑤0(𝑥1, 𝑥2) (18)

в якiй

𝑤0(𝑥1, 𝑥2) = 𝐴0
𝑛 cos(𝛼𝑛𝑥1) cos

(︁
𝑥2
√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︁
+

+𝐶0
𝑚 cos

(︁
𝑥1
√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︁
cos𝛽𝑚𝑥2.

Для знаходження коефiцiєнтiв 𝐵𝑛 i𝐷𝑚 граничнi
умови (12) перепишемо у виглядi

𝜕

𝜕𝑥1
𝜓2(𝑥1, 𝑥2)

⃒⃒
𝑥1=±𝑏/2 = 0 , (19)

𝜕

𝜕𝑥2
𝜓1(𝑥1, 𝑥2)

⃒⃒
𝑥2=±𝑙/2 = 0 , (20)

де введенi позначення: 𝜓1(𝑥1, 𝑥2) = (1 + 𝜉)𝜕
2𝑤

𝜕𝑥2
1
+

+𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

2
, 𝜓2(𝑥1, 𝑥2) =

𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

1
+ (1 + 𝜉)𝜕

2𝑤
𝜕𝑥2

2
, 𝜉 = 𝐷12/𝐷0.
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Легко бачити, що умова (19) набуває вигляду

(−1)𝑛𝛼𝑛𝛽𝑚

{︁
[𝛼2

𝑛 + (1 + 𝜉)(𝛼2
𝑛 − 𝜆2)]×

× cos(𝑥2
√︀
𝛼2
𝑛−𝜆2−𝑓𝑛(𝛼𝑛)[𝛼

2
𝑛+(1 + 𝜉)(𝛼2

𝑛 + 𝜆2)]×

× cos(𝑥2
√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2)

}︁
±𝐷𝑚

{︂√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2[𝛽2

𝑚 − 𝜆2 +

+(1 + 𝜉)𝛽2
𝑚] sin

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2

)︂
− 𝑓𝑚

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2 ×

× [𝛽2
𝑚 + 𝜆2 + (1 + 𝜉)𝛽2

𝑚] sin

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︂}︂
×

× cos(𝛽𝑚𝑥2) = − 𝜕

𝜕𝑥1

[︂
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥21
+

+(1 + 𝜉)
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥22

]︂
𝑥1=±𝑏/2

. (21)

Помножимо лiву i праву частини рiвностi (21)
на cos(𝛽𝑚𝑥2) i проiнтегруємо по змiннiй 𝑥2 в ме-
жах вiд −𝑙/2 до 𝑙/2. Отриманий результат можна
привести до вигляду:

∓
∞∑︁

𝑛=0

𝐵𝑛𝐹𝑛𝑚 ± 𝑙

2
𝐷𝑚𝐹𝑚 =

= ±
∞∑︁

𝑛=0

𝐴0
𝑛𝑎𝑛𝑚 ∓ 𝑙

2
𝐶0

𝑚𝑐𝑚, (22)

де

𝑎𝑛𝑚 = 2(−1)𝑛(−1)𝑚𝛼𝑛𝛽𝑚
𝛼2
𝑛 + (1 + 𝜉)(𝛼2

𝑛 + 𝜆2)

𝛼2
𝑛 + 𝜆2 − 𝛽2

𝑚

×

× cos

(︂
𝑙

2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︂
,

𝑐𝑚=
√︀
𝛽2
𝑚+𝜆2[𝛽2

𝑚+𝜆2+(1+𝜉)𝛽2
𝑚] sin

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚+𝜆2

)︂
,

𝐹𝑛𝑚 = 2(−1)𝑛(−1)𝑚𝛽𝑚𝛼𝑛

{︃
𝛼2
𝑛 + (1 + 𝜉)(𝛼2

𝑛 − 𝜆2)

𝛼2
𝑛 − 𝜆2 − 𝛽2

𝑚

×

× cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2

)︂
−

− 𝑓𝑛
𝛼2
𝑛 + (1 + 𝜉)(𝛼2

𝑛 + 𝜆2)

𝛼2
𝑛 + 𝜆2 − 𝛽2

𝑚

cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︂}︃
,

𝐹𝑚 =
√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2[𝛽2

𝑚 − 𝜆2 + (1 + 𝜉)𝛽2
𝑚]×

× sin

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2

)︂
−

− 𝑓𝑚
√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2[𝛽2

𝑚 + 𝜆2 + (1 + 𝜉)𝛽2
𝑚]×

× sin

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︂
.

Поступаючи аналогiчно з граничними умовами
(20), отримуємо

∓ 𝑏
2
𝐵𝑛𝐹𝑛 ±

∞∑︁
𝑚=0

𝐷𝑚𝐹𝑚𝑛 =

= ± 𝑏
2
𝐴0

𝑛𝑎𝑛 ∓
∞∑︁

𝑚=0

𝐶0
𝑚𝑐𝑚𝑛 (23)

де

𝑎𝑛=
√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2[(1 + 𝜉)𝛼2

𝑛+𝛼
2
𝑛+𝜆

2] sin

(︂
𝑙

2

√︀
𝛼2
𝑛+𝜆

2

)︂
,

𝑐𝑚𝑛 = 2(−1)𝑚(−1)𝑛𝛼𝑛𝛽𝑚
𝛽2
𝑚 + (1 + 𝜉)(𝛽2

𝑚 + 𝜆2)

𝛽2
𝑚 + 𝜆2 − 𝛼2

𝑛

×

× cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︂
,

𝐹𝑛 =
√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2[(1 + 𝜉)𝛼2

𝑛 + 𝛼2
𝑛 − 𝜆2]×

× sin

(︂
𝑙

2

√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2

)︂
− 𝑓𝑛

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2[(1 + 𝜉)𝛼2

𝑛 +

+𝛼2
𝑛 + 𝜆2] sin

(︂
𝑙

2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2

)︂
,

𝐹𝑚𝑛 = 2(−1)𝑚(−1)𝑛𝛽𝑚𝛼𝑛

{︃
𝛽2
𝑚 + (1 + 𝜉)(𝛽2

𝑚 + 𝜆2)

𝛽2
𝑚 − 𝜆2 − 𝛼2

𝑛

×

× cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2

)︂
−

− 𝑓𝑚
𝛽2
𝑚 + (1 + 𝜉)(𝛽2

𝑚 + 𝜆2)

𝛽2
𝑚 + 𝜆2 − 𝛼2

𝑛

cos

(︂
𝑏

2

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2

)︂}︃
.

Результати рiшення системи рiвнянь (22), (23)
пiдставимо в формулу (18) i тим самим отримаємо
вираз для розрахунку прогину 𝑤(𝑥1, 𝑥2). Вiдзначи-
мо, що розв’язки рiвняння (18) мiстять величини,
пропорцiйнi лiнiйним моментам 𝑚𝐻

1 та 𝑚𝐻
2 , котрi,

в свою чергу, визначаються параметрами змiнного
магнiтного поля.

Деформацiї зсуву у ферiмагнiтному шарi при-
зводять до додаткової змiни проекцiї змiнної скла-
дової вектора намагнiченостi 𝐽3, що збiгається з
напрямком свiтлового променя, й появi повороту
площини поляризацiї внаслiдок ефекту Фарадея
на кут 𝜑 =

∫︀ ℎ1+𝑥0
3

𝑥0
3

𝜎
(1)
6 Λ𝛼𝑓𝑑𝑥3, де Λ = 𝜕𝐽3/𝜕𝜎

(1)
6

[10], 𝛼F – питомий кут повороту площини поля-
ризацiї.
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З урахуванням виразiв (3) i (14) отримаємо
функцiю розподiлу повороту площини поляриза-
цiї 𝜑(𝑥1, 𝑥2) вiд положення свiтлового променя на
площi бiморфного елемента:

𝜑 =
𝛼FΛ

[︁(︀
ℎ1 + 𝑥03

)︀2 − (︀𝑥03)︀2]︁ (︀𝑐𝐻11 − 𝑐𝐻12
)︀

2
×

×
{︁
𝛼𝑛 sin𝛼𝑛𝑥1

[︁
𝐴𝑛

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2 sin(𝑥2

√︀
𝛼2
𝑛 + 𝜆2)+

+𝐵𝑛

√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2 sin(𝑥2

√︀
𝛼2
𝑛 − 𝜆2)

]︁
+

+𝛽𝑚 sin𝛽𝑚𝑥2

[︁
𝐶𝑚

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2 sin(𝑥1

√︀
𝛽2
𝑚 + 𝜆2)+

+𝐷𝑚

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2 sin(𝑥1

√︀
𝛽2
𝑚 − 𝜆2)

]︁}︁
. (24)

3. Основнi результати та їх обговорення

Система рiвнянь (22) та (23) не має точного
розв’язку. Наближений розв’язок цих рiвнянь бу-
демо проводити для основної моди (𝑚 = 0, 𝑛 = 0)
на прикладi бiморфного елемента розмiром 𝑏×
× 𝑙 = 10 × 10 мм2, в якому перший шар виконано
з вiсмут iтрiєвого ферит гранату (Y3−𝑥Bi𝑥Fe5O12):
ℎ1 = 0,3 мм, 𝑐𝐻11 = 269 ГПа, 𝑐12 = 108 ГПа, 𝜌1 =

= 5,7 ·103 кг/м3, 𝑚111 = 𝑚112 = 2 Н ·А-2(для 𝐻0
1 =

= 600 А/м [1]), Λ = 2 · 10−5 Т−1, 𝛼F = 3,2 А-1[11].
Другий шар iз галiй гадолiнiю (Gd3Ga5O12): ℎ2 =
= 0,5 мм, 𝑐11 = 287 ГПа, 𝑐12 = 163 ГПа; 𝜌1 =
= 7,08 · 103 кг/ м3. Для пошуку наближених рi-
шень систему рiвнянь (22) та (23) представимо у
виглядi:(︃
∓2

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛𝐹𝑛𝑚/𝑙𝐹𝑚

)︃
±𝐷𝑚 = Δ1 (25)

∓𝐵𝑛 ± 2

∞∑︁
𝑚=0

𝐷𝑚𝐹𝑚𝑛/𝑏𝐹𝑛 = Δ2, (26)

де

Δ1 = 2

(︃
±

∞∑︁
𝑛=0

𝐴0
𝑛𝑎𝑛𝑚 ∓ 𝑙

2
𝐶0

𝑚𝑐𝑚

)︃⧸︂
𝑙𝐹𝑚,

Δ2 = 2

(︃
± 𝑏
2
𝐴0

𝑛𝑎𝑛 ∓
∞∑︁

𝑚=0

𝐶0
𝑚𝑐𝑚𝑛

)︃⧸︂
𝑏𝐹𝑛.

З правого боку виразiв (25), (26) маємо частотно
залежнi константи. Зазначимо, що при чисельних
дослiдженнях похибка при удержаннi перших ше-
сти членiв рядiв для Δ1 та Δ2 становить не бiльше

Рис. 2. Залежнiсть функцiї прогину 𝑤 у центрi бiморфної
пластини вiд лiнiйної резонансної частоти для основної мо-
ди магнiтомеханiчних коливань

одного вiдсотка вiд точного результату в околi ча-
стот магнiтомеханiчного резонансу.

На лiнiйнiй частотi резонансу 𝑓𝑝 для основної
моди (𝑓𝑝 = 21,641 кГц) чисельнi значення для
Δ1 та Δ2 суттєво вiдрiзняються у бiльший бiк по-
рiвняно з їх значенням для мод бiльш високого
порядку. Наприклад, спiввiдношення значень для
Δ1

⃒⃒⃒
𝑛 = 0
𝑚 = 0

до Δ1

⃒⃒⃒
𝑛 = 0
𝑚 = 1

становить приблизно 103

на частотi 𝑓𝑝. Аналогiчне спiввiдношення спосте-
рiгається i для Δ2. З iншого боку, якщо бiморфна
пластина має форму наближену до квадратної, то
при рiвних 𝑚 та 𝑛 можна вважати, що величини
𝐵𝑛 та 𝐷𝑚 мають однаковий порядок. Тому у рiв-
няннi (25) при порiвняннi на частотi 𝑓𝑝 чисельно-
го значення першого члену ряду 2𝐵0𝐹0𝑚/𝑙𝐹𝑚|𝑚=0

та наступного 2𝐵1𝐹1𝑚/𝑙𝐹𝑚|𝑚=0, останнiм та всiма
наступними членами ряду можна знехтувати.

Таким чином, рiвняння (25) набуває спрощеного
вигляду:

∓2𝐵0𝐹𝑛𝑚/𝑙𝐹𝑚 ±𝐷0 = Δ1, 𝑛 = 0, 𝑚 = 0. (27)

Аналогiчно рiвняння (26) можна привести до ви-
гляду

±2𝐷0𝐹𝑚𝑛/𝑏𝐹𝑛 ∓𝐵0 = Δ2, 𝑛 = 0, 𝑚 = 0. (28)

Подальший розв’язок системи рiвнянь (27), (28)
дає можливiсть легко визначити коефiцiєнти
𝐵0, 𝐷0.

На рис. 2 вiдповiдно до виразу (18) наведено гра-
фiк залежностi дiйсної частини функцiї прогину
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Рис. 3. Залежнiсть функцiї розподiлу кута повороту пло-
щини поляризацiї 𝜑(𝑥1, 𝑥2) вiд положення свiтлового про-
меня по площi бiморфного елемента на частотi резонансу
для основної моди коливань

𝑤 вiд лiнiйної частоти 𝑓 у центрi бiморфної пла-
стини розмiром для основної моди магнiтомеханi-
чних коливань. При розрахунках амплiтуда ком-
поненти вектора напруженостi змiнного магнiтно-
го поля становила 𝐻1 = 100 А/м. Урахування
добротностi 𝑄 коливної системи вiдбувалося шля-
хом замiни у всiх виразах хвильового числа 𝜆 на
𝜆 (1 + 𝑖/2𝑄), 𝑄 = 500. Значення координати ней-
трального шару вiдповiдно до виразу (10) стано-
вить 𝑥03 = 0,083 мм.

На рис. 3 надана розрахункова залежнiсть фун-
кцiї 𝜑(𝑥1, 𝑥2) розподiлу кута повороту площини
поляризацiї вiд координати положення свiтлового
променя на площi бiморфного елемента для лiнiй-
ної резонансної частоти 𝑓𝑝 (𝑓𝑝 = 21,641 кГц).

З графiка (рис. 3) видно, що магнiтооптичний
модулятор свiтла на магнiтооптичному кристалi в
складi бiморфної структури у режимi магнiтоме-
ханiчних коливань при використаннi вiсмут iтрi-
євого ферит гранату на основi з галiй гадолiнiю
може забезпечити амплiтуду кута повороту пло-
щини поляризацiї до 3∘ в межах перетину опти-
чного пучка.

Резонансна частота для основної моди бiмор-
фного елемента квадратної форми з розмiрами
1 × 1 см2 становить 21,6 кГц. Отримане значення
резонансної частоти на порядок нижче аналогiчної
величини при деформацiях стискання-розтягу для
зразкiв у виглядi тонкого стержня [1].

Наявнiсть ефекту Коттона–Мутона приводить
до модуляцiї елiптичностi оптичного випромiнен-

ня. Внаслiдок квадратичної залежностi цього ефе-
кту вiд поперечної компоненти намагнiченостi i
спiввiдношення 𝐻1 ≪ 𝐻0

1 , змiнна складова елiпти-
чностi не носить вираженого характеру i тому на-
ми не враховувалась.

4. Висновки

На основi моделi магнiтомеханiчних коливань аси-
метричного по товщинi бiморфного елемента з
вiльними гранями за допомогою гiпотез Кiрхго-
фа отримано рiвняння коливань зразка, знайдено
положення нейтрального шару для асиметрично-
го бiморфного елемента. Застосовано наближений
спосiб для знаходження розв’язку цього рiвняння,
який забезпечує похибку для амплiтуди прогину в
межах резонансних частот основної моди на рiвнi
до 10−3. На основi отриманого виразу для двови-
мiрної функцiї розподiлу кута повороту площини
поляризацiї свiтлового пучка на виходi оптично-
го модулятора з бiморфною структурою iз криста-
ла вiсмут iтрiєвого ферит гранату на галiй гадо-
лiнiєвiй основi показано, що амплiтуда цього кута
внаслiдок ефекту Фарадея може сягати значень 3
град для основної моди коливань бiморфного еле-
мента. У подальшому модулятори з двовимiрною
функцiєю розподiлу кута повороту площини поля-
ризацiї можуть бути використанi у датчиках кута
повороту.
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Модулятор свiтла на магнiтооптичному кристалi

И.В.Линчевский, О.Н.Петрищев

МОДУЛЯТОР СВЕТА
НА МАГНИТООПТИЧЕСКОМ КРИСТАЛЛЕ
В СОСТАВЕ БИМОРФНОЙ СТРУКТУРЫ В РЕЖИМЕ
МАГНИТОМЕХАНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

Р е з ю м е

Предложена модель модулятора света на базе биморфного
элемента, состоящего из слоя магнитооптического кристал-
ла, выращенного на магнитопассивной подложке. Получено
уравнение магнитомеханических колебаний ассиметрично-
го по толщине биморфного элемента прямоугольной формы
и предложен алгоритм его решения для свободного от за-
крепления гранями образца. Показано, что такой модуля-
тор характеризуется двумерной функцией распределения
угла поворота плоскости поляризации в плоскости сечения
светового пучка. На примере висмут содержащего феррит
иттриевого граната на галлий гадолиниевой подложке по-
казано, что амплитуда угла поворота плоскости поляриза-
ции светового луча вследствие эффекта Фарадея может до-
стигать значений 3 град для основной моды колебаний би-
морфного элемента.

I.V. Linchevskyi, O.N. Petrischev

LIGHT MODULATOR
ON THE BASIS OF MAGNETO-OPTICAL
CRYSTAL IN A BIMORPHIC STRUCTURE OPERATING
IN THE MAGNETO-MECHANICAL VIBRATION MODE

S u m m a r y

A model of light modulator based on a bimorphic element con-

sisting of a magneto-optical crystal layer on a magnetically

passive substrate has been proposed. An equation describing

magneto-mechanical vibrations in a rectangular bimorphic el-

ement with asymmetric thickness is derived, and an algorithm

of its solution in the case of a specimen with free edges is pro-

posed. The modulator is shown to be characterized by a two-

dimensional distribution function for the rotation angle of the

polarization plane in a light-beam cross-section. Calculations

for bismuth-substituted yttrium ferrite garnet on a gadolinium-

gallium substrate showed that the rotation angle of the light-

beam polarization plane owing to the Faraday effect can reach

3∘ for the fundamental mode of bimorphic element vibrations.
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