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В межах самоузгодженої електрон-деформацiйної моделi побудовано теорiю формува-
ння зонного профiлю квантуючого потенцiалу та енергетичних рiвнiв електрона та
дiрки у напруженiй наногетеросистемi з когерентно-напруженими квантовими то-
чками залежно вiд ступеня легування n матрицi наногетеросистеми та їх поверхневої
густини. Показано, що характер квантуючого потенцiалу наногетеросистеми визнача-
ється не тiльки механiчною складовою електрон-деформацiйного потенцiалу, а також
енергiєю електростатичної взаємодiї зарядiв в околi межi квантова точка – матриця,
що приводять до утворення додаткових квазiтрикутних бар’єрiв та квазiтрикутних
потенцiальних ям поблизу межi квантова точка – матриця.
К люч о в i с л о в а: квантовi точки, деформацiя, електрон-деформацiйний потенцiал.

1. Вступ

Iнтенсивнi дослiдження квазiнульвимiрних напiв-
провiдникових структур стимулюються як вiдкри-
ттям низки принципово нових фундаментальних
явищ, так i наявнiстю великих прикладних можли-
востей [1–3]. Квазiнульвимiрнi структури (кванто-
вi точки – КТ) розмiрами 𝑎 ∼ 1− 102 нм характе-
ризуються просторовим обмеженням носiїв заряду
у всiх трьох напрямках простору [4] та виникнен-
ням ефекту розмiрного квантування енергетично-
го спектра, за якого модифiкацiя електронних вла-
стивостей матерiалiв найбiльш виражена. Дискре-
тнiсть енергетичного спектра електронiв i дiрок у
КТ використовується для створення оптичних на-
нолазерiв та iнших приладiв з високою темпера-
турною стабiльнiстю частоти генерацiї.

Оптичнi та електроннi властивостi квазiнуль-
вимiрних структур значною мiрою визначаються
енергетичним спектром просторово обмежених
електронiв i дiрок, який був розрахований як без
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врахування механiчної складової деформацiї [5, 6],
так i з врахуванням її [7–11] у межах прямокутно-
го квантуючого потенцiалу. У побудованих моде-
лях враховано вплив самоузгодженої деформацiї
кристалiчної матрицi i КТ, лапласiвського тиску
на межi КТ – матриця, скiнченнiсть розмiрiв ото-
чуючої матрицi та залежнiсть параметра невiдпо-
вiдностi контактуючих ґраток на гетеромежi вiд
розмiрiв КТ та матрицi. Однак, в цих роботах не
враховано вплив електрон-деформацiйної взаємо-
дiї. Таким чином, виникає необхiднiсть побудови
нової теоретичної моделi напруженої наногетеро-
структури з КТ, яка б враховувала перенорму-
вання енергетичного спектра квантової точки пiд
впливом самоузгодженої електрон-деформацiйної
взаємодiї [12].

Оскiльки рiзниця параметрiв ґраток InAs i
GaAs значна, зокрема у наногетеросистемi InAs/
GaAs(001) з масивом КТ (InAs) неузгодження па-
раметрiв кристалiчних ґраток становить 𝑓 = 7%,
а для CdTe/ZnTe – 4%, то механiчнi напруже-
ння, що виникають у гетеросистемi з КТ, iсто-
тно впливають на структуру дозволених зон та
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Рис. 1. Модель напруженої квантової точки сферичної си-
метрiї

на їх розрив. У випадку когерентно-напружених
КТ за наявностi в їх околi полiв пружних неодно-
рiдних напружень i самоузгодженого електрон-
деформацiйного зв’язку крiм механiчної скла-
дової параметра деформацiї виникає додатково
електрон-деформацiйна її складова, яка суттєво
проявляється у формуваннi квантуючого потенцi-
алу при значних концентрацiях електронiв про-
вiдностi (𝑛0 ≤ 1018 cм−3) в матрицi наногете-
росистеми, що в кiнцевому приводить до змiни
положення енергетичних рiвнiв, локалiзованих у
квантовiй точцi. Тому для прогнозованого керува-
ння спектральними характеристиками наноопто-
електронних приладiв на основi напружених на-
ногетеросистем з КТ (InAs/GaAs з КТ (InAs) та
CdTe/ZnTe з КТ (CdTe) необхiдно знати законо-
мiрнiсть змiни електронної структури квантової
точки (КТ) в залежностi вiд її розмiру 𝑅0, се-
редньої концентрацiї електронiв провiдностi 𝑛0 в
матрицi наногетеросистеми та поверхневої густини
квантових точок 𝑁QD. Таким чином, за допомогою
електрон-деформацiйних параметрiв, а саме: кон-
центрацiї електронiв провiдностi 𝑛0, деформацiй-
них потенцiалiв зони провiдностi та валентної зони
та технологiчних параметрiв (поверхневої густини
квантових точок 𝑁QD) можна перебудовувати ча-
стоту рекомбiнацiйного випромiнювання при пере-
ходi електрона з локалiзованого електронного рiв-
ня на дiрковий в КТ. У зв’язку з цим стає актуаль-
ною задача про вплив самоузгодженої електрон-
деформацiйної взаємодiї на електронну структуру
КТ у напружених наногетероструктурах.

Метою даної роботи є розрахунок, в межах мо-
делi самоузгодженого електрон-деформацiйного
зв’язку, спектра носiїв заряду в КТ, перенормо-

ваного як електрон-деформацiйним, так i еле-
ктростатичним потенцiалами при рiзних значен-
нях концентрацiї електронiв провiдностi 𝑛0 в ма-
трицi наногетеросистеми та поверхневої густини
𝑁QD квантових точок.

2. Модель напруженої наногетеросистеми
з квантовими точками сферичної симетрiї

У данiй роботi розглядаються наногетеросистеми
InAs/GaAs (CdTe/ZnTe) з напруженими впорядко-
ваними квантовими точками, якi не мають чiтко
вираженої кристалографiчної огранки, зокрема,
квантовi точки, форма яких наближено вiдобра-
жає сферичну симетрiю. Наприклад, в гетероси-
стемi InAs/GaAs (001) такi КТ будуть формувати-
ся при товщинi нарощуваного шару InAs порядку
двох моношарiв [13, 14]. Тому в подальшому вне-
ском ребер острiвця в енергiю пружної релаксацiї
нехтуємо.

Впорядковане розмiщення напружених кван-
тових точок у кристалiчнiй матрицi зумовлене
пружною взаємодiєю мiж острiвцями, яка вини-
кає за рахунок неузгодження параметрiв ґраток
InAs/GaAs. Щоб звести задачу з великою кiлькi-
стю КТ до задачi з однiєю КТ, зроблено таке на-
ближення: енергiя попарної пружної взаємодiї КТ
замiнена енергiєю взаємодiї кожної КТ з усередне-
ним полем пружної деформацiї 𝜎ef (𝑁 − 1) всiх iн-
ших КТ.

Оскiльки постiйна ґратки (𝑎1 = 6,08 Å) нарощу-
ваного матерiалу InAs бiльша, нiж матрицi GaAs
(𝑎2 = 5,65 Å), то при гетероепiтаксiйному нарощу-
ваннi в межах псевдоморфного росту InAs на шар
GaAs, матерiал InAs зазнає деформацiї стиску, а
GaAs – розтягу. Формування напруженої сфери-
чної наногетеросистеми здiйснюється таким чи-
ном: сферична квантова точка радiусом 𝑅0 пред-
ставляється пружним дилатацiйним мiкровключе-
нням у виглядi пружної сфери (суцiльна тонка лi-
нiя на рис. 1), помiщеним у сферичну порожнину
у матрицi GaAs (пунктирна лiнiя на рис. 1), об’єм
якої менший вiд об’єму мiкровключення на Δ𝑉 .
Щоб вкласти таке сферичне мiкровключення, не-
обхiдно його стиснути 𝑢

(1)
𝑟 (𝑢(1)𝑟 – радiальна ком-

понента вектора механiчного змiщення в матерiалi
КТ) i розтягнути 𝑢(2)𝑟 (𝑢(2)𝑟 – радiальна компонента
вектора механiчного змiщення в матерiалi матри-
цi) оточуючу матрицю GaAs в радiальних напрям-
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ках. Результат одночасної дiї деформацiй конта-
ктуючих наноматерiалiв описується змiною об’єму
Δ𝑉 = 𝑓4𝜋𝑅0

3 через параметр невiдповiдностi ґра-
ток контактуючих матерiалiв 𝑓 = 𝑎(1)−𝑎(2)

𝑎(1) ≈ 7%.
Пiд впливом неоднорiдної деформацiї стиску ма-

терiалу КТ InAs(CdTe) та неоднорiдної дефор-
мацiї розтягу матерiалу матрицi наногетероси-
стеми GaAs (ZnTe) локально змiнюється зонна
структура напруженої наногетеросистеми з КТ.
Така змiна, внаслiдок самоузгодженого електрон-
деформацiйного зв’язку, приводить до перерозпо-
дiлу електронiв в околi напруженої межi квантова
точка – матриця, а це, в свою чергу, до виникне-
ння неоднорiдного електростатичного потенцiалу
як в механiчно напруженiй КТ, так i в матрицi,
тобто до виникнення 𝑛+ − 𝑛-переходу (електрон-
деформацiйного диполя Pel.−def.) [15].

3. Профiль та глибина квантуючого
потенцiалу напруженої наногетеросистеми
з квантовими точками з врахуванням
самоузгодженої електрон-деформацiйної
взаємодiї

Профiль та глибина потенцiальної ями для елек-
трона в напруженiй наногетеросистемi з КТ
iз врахуванням внескiв електростатичної енер-
гiї −𝑒𝜑(𝑖) (𝑟) та енергiї, зумовленої як меха-
нiчною 𝜀

(𝑖)
mech. (𝑟), так i електрон-деформацiйною

𝜀
(𝑖)
el.−def. (𝑟) складовими деформацiй матерiалiв КТ

та матрицi описується таким спiввiдношенням:

Δ𝑉𝑐(𝑟) = Δ𝐸𝑐 (0) + 𝑎(2)𝑐

(︀
𝜀
(2)
mech. (𝑟)+

+ 𝜀
(2)
el.−def. (𝑟)

)︀
− 𝑎(1)𝑐

(︀
𝜀
(1)
mech. (𝑟)+

+ 𝜀
(1)
el.−def. (𝑟)

)︀
− 𝑒(𝜑(2)(𝑟)− 𝜑(1) (𝑟)), (1)

𝑖 =

{︂
1 ≡ InAs,

2 ≡ GaAs,

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0,

𝑅0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1,

де 𝑅0 – радiус квантової точки, 𝑅1 – радiус матри-
цi, Δ𝐸𝑐 (0) – глибина потенцiальної ями для еле-
ктрона в КТ InAs в недеформованiй гетеростру-
ктурi InAs/GaAs, 𝑎(1)𝑐 , 𝑎

(2)
𝑐 – гiдростатичнi констан-

ти деформацiйного потенцiалу зони провiдностi в
матерiалах квантової точки i матрицi вiдповiдно.

Параметр деформацiї i -го матерiалу наногетеро-
структури

𝜀(𝑖) (𝑟) = Sp 𝜀
(𝑖)
mech. (𝑟) + Sp 𝜀

(𝑖)
el.−def. (𝑟) ,

де

Sp 𝜀
(𝑖)
mech. (𝑟) = 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟mech. + 𝜀

(𝑖)
𝜙𝜙mech. + 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃mech.,

та визначається через змiщення атомiв 𝑢
(𝑖)
𝑟 , якi

знаходяться з рiвняння рiвноваги, яке у випадку
сферичної симетрiї має вигляд:

𝑑2𝑢
(𝑖)
𝑟

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝑢
(𝑖)
𝑟

𝑑𝑟
− 2

𝑟2
𝑢(𝑖)𝑟 = 𝐷(𝑖)𝑒

𝑑𝜑(𝑖)(𝑟)

𝑑𝑟
(2)

з такими граничними умовами [11, 16, 17]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4𝜋𝑅0

2
(︁
𝑢
(2)
𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

− 𝑢
(1)
𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

)︁
= Δ𝑉,

𝜎
(1)
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝜎
(2)
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

− 𝑃𝐿, 𝑃𝐿 = 2𝛼
𝑅0
,

𝜎
(2)
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅1

= −𝜎𝑒𝑓 (𝑁 − 1)

(3)

(лiва частина першого з рiвнянь системи (3) дорiв-
нює геометричнiй рiзницi Δ𝑉 об’ємiв мiкровклю-
чення та порожнини в матрицi GaAs, зображених
на рис. 1),

𝐷(𝑖) =
(1 + 𝜈𝑖)(1− 2𝜈𝑖)

(𝑎𝑖)
3
𝐸𝑖(1− 𝜈𝑖)

,

𝑢
(𝑖)
𝑟 – радiальна компонента змiщення атомiв у

i -му напiвпровiдниковому матерiалi, 𝑎𝑖 – пара-
метр ґратки i -го матерiалу наногетероструктури,
𝜈𝑖, 𝐸𝑖 – коефiцiєнт Пуассона i модуль Юнга ма-
терiалу КТ та оточуючої матрицi, e – заряд еле-
ктрона, 𝑃𝐿 – лапласiвський тиск, 𝛼 – поверхнева
енергiя КТ (InAs), 𝑓 – параметр невiдповiдностi
ґраток контактуючих матерiалiв, 𝜎(𝑖)

𝑟𝑟 – радiальнi
складовi тензора механiчного напруження i -го ма-
терiалу [18].

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (2)
представляється у виглядi суми механiчної та
електрон-деформацiйної складових змiщень:

𝑢(𝑖)𝑟 (𝑟) = 𝑢
(𝑖)
𝑟mech.(𝑟) + 𝑢

(𝑖)
rel.−def.(𝑟) (4)

𝑢
(𝑖)
𝑟mech.(𝑟) = 𝐶

(𝑖)
1 𝑟 +

𝐶
(𝑖)
2

𝑟2
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𝑢
(𝑖)
rel.−def.(𝑟) =

𝐷(𝑖)𝑒

𝑟2

∫︁
𝑟
′2𝜑(𝑖)(𝑟)𝑑𝑟

′
. (5)

Поле механiчних змiщень визначають такi ком-
поненти тензора механiчних деформацiї матерiа-
лiв КТ i оточуючої матрицi:

𝜀
(1)
𝑟𝑟mech. = 𝜀

(1)
𝜙𝜙mech. = 𝜀

(1)
𝜃𝜃mech. = 𝐶

(1)
1 (6)

𝜀
(2)
𝑟𝑟mech. = 𝐶

(2)
1 − 2𝐶

(2)
2

𝑟3
,

𝜀
(2)
𝜙𝜙mech. = 𝜀

(2)
𝜃𝜃mech. = 𝐶

(2)
1 +

𝐶
(2)
2

𝑟3
.

(7)

Коефiцiєнти 𝐶
(1)
1 , 𝐶(2)

1 , 𝐶(2)
2 знаходяться з роз-

в’язку системи (3) з врахуванням виразiв (4)–(7),
(12) та виразiв для електростатичного потенцiалу
𝜑(𝑖) (𝑟) (20), (21).

Механiчна складова всебiчної деформацiї:

𝜀
(𝑖)
mech. = 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟mech. + 𝜀

(𝑖)
𝜙𝜙mech. + 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃mech. = 3𝐶

(𝑖)
1 . (8)

Поле електрон-деформацiйних змiщень описує-
ться такими компонентами тензора електронних
деформацiй:

𝜀
(𝑖)
𝑟𝑟el.−def.=𝐷

(𝑖)𝑒

(︂
2

𝑟3

∫︁
𝑟
′2𝜑(𝑖)(𝑟

′
)𝑑𝑟

′
−𝜑(𝑖)(𝑟

′
)

)︂
, (9)

𝜀
(𝑖)
𝜙𝜙el.−def. = 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃el.−def. =

= 𝐷(𝑖)𝑒

(︂
1

𝑟3

∫︁
𝑟
′2𝜑(𝑖)(𝑟

′
)𝑑𝑟

′
)

)︂
. (10)

Електрон-деформацiйна складова всебiчної де-
формацiї:

𝜀
(𝑖)
el.−def. = 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟el.−def. + 𝜀

(𝑖)
𝜙𝜙el.−def. + 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃el.−def. =

= 𝐷(𝑖)𝑒𝜑(𝑖)(𝑟). (11)

Механiчнi напруження 𝜎(1)
𝑟𝑟 та 𝜎(2)

𝑟𝑟 в матерiалах
квантової точки та матрицi дорiвнюють:

𝜎(𝑖)
𝑟𝑟 =

𝐸𝑖

(1 + 𝜈𝑖) (1− 2𝜈𝑖)
×

×
[︁
(1− 𝜈𝑖) 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟 + 𝜈𝑖

(︁
𝜀(𝑖)𝜙𝜙 + 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃

)︁]︁
. (12)

Потенцiал 𝜑(𝑖)(𝑟) знаходиться з рiвняння Пуас-
сона:

Δ𝜑(𝑖)(𝑟) =
𝑒

𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

Δ𝑛(𝑖)(𝑟), (13)

де 𝜀
(𝑖)
𝑑 – вiдносна дiелектрична проникнiсть i -го

матерiалу наногетеросистеми, Δ𝑛(𝑖)(𝑟) = 𝑛(𝑖)(𝑟)−
−𝑛0 – змiна електронної густини в околi гетеро-
межi квантова точка–матриця, яка визначається
через суперпозицiю добутку хвильових функцiй:

𝑛(𝑖)(𝑟) =
∑︁
𝑛

𝜓
*(𝑖)
𝑛 (𝑟)𝜓

(𝑖)
𝑛 (𝑟)

exp(𝛽(�̃�𝑛 − 𝜇𝑖)) + 1
, (14)

якi знаходяться з рiвняння Шредiнгера (15):[︂
− ~2

2𝑚*(𝑖)Δ𝑟 +Δ𝑉𝑐 (𝑟)

]︂
𝜓(𝑖)
𝑛 (𝑟) = 𝐸𝑛𝜓

(𝑖)
𝑛 (𝑟) (15)

з такими граничними умовами:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑅(1)

𝑛𝑙
(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝑅(2)
𝑛𝑙

(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

1

𝑚*(1)
𝑑𝑅(1)

𝑛𝑙
(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

=
1

𝑚*(2)
𝑑𝑅(2)

𝑛𝑙
(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

,
(16)

де 𝑚*(𝑖) – ефективна маса електрона в i -му ма-
терiалi, 𝐸𝑛 – енергiя електрона на n-рiвнi в кван-
товiй ямi, Δ𝑉𝑐 (𝑟) – потенцiальна енергiя електро-
на (1), 𝑛0, 𝑛(𝑖)(𝑟) – середня концентрацiя електро-
нiв провiдностi та концентрацiя носiїв заряду в на-
пруженiй наногетероструктурi з КТ, 𝜇𝑖 – хiмiчний
потенцiал i -го матерiалу наногетероструктури, що
визначається з рiвняння:

1

Ω0

∫︁
𝑛(𝑟)𝑑𝑟 = 𝑛0, (17)

де Ω0 – об’єм елементарної комiрки.
Розв’язок рiвняння Шредiнгера (15) в сфери-

чнiй системi координат шукаємо у виглядi:

𝜓
(𝑖)
𝑛𝑙𝑚 (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑅

(𝑖)
𝑛𝑙 (𝑟) 𝑌

(𝑖)
𝑙𝑚 (𝜃, 𝜑),

де 𝑌 (𝑖)
𝑙𝑚 (𝜃, 𝜑) – сферичнi функцiї Лежандра.

Рiвняння Пуассона (13), для сферичної симетрiї
запишеться у виглядi:

𝑑2𝜑(𝑖)

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝜑(𝑖)

𝑑𝑟
=

𝑒

𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

(𝑛(𝑖)(𝑟)− 𝑛0). (18)

Розподiл концентрацiї носiїв заряду 𝑛(𝑖)(𝑟) при
𝑇 = 0 в квантовiй точцi та матрицi знаходиться за
формулою:

𝑛(𝑖)(𝑟) ≈
⃒⃒⃒
𝜓
(𝑖)
𝑛𝑙𝑚

⃒⃒⃒2𝑁QD

𝑎𝑖
×
[︂
erf

(︂√
2

Δ𝐸
𝐸1

)︂
+
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+erf

(︂√
2

Δ𝐸
(𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(𝑖)
0 − 𝑎(𝑖)𝑐 𝜀(𝑖)𝑟𝑟 )

)︂
+

+

√︂
8

𝜋

𝑒

Δ𝐸
e

−2(𝜇−𝐸1−𝜆
(𝑖)
0 −𝑎

(𝑖)
𝑐 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟 )

2

Δ𝐸2 𝑒𝜑(𝑖)(𝑟)

]︂
, (19)

де 𝑁QD – поверхнева густина квантових точок,
Δ𝐸 – пiвширина гаусiвської лiнiї, 𝐸1 – енергiя еле-
ктрона на першому локалiзованому рiвнi в кван-
товiй ямi.

Розв’язок рiвняння Пуассона (18) в квантовiй
точцi та матрицi, з врахуванням виразу для кон-
центрацiї електронiв (19) знаходився з усеред-
неною густиною iмовiрностi |𝜓(𝑖)|2 i має такий
вигляд:

𝜑(1)(𝑟) = 𝐴1

sinh
(︁√︁

1
𝑎1
𝑟
)︁

𝑟
− 𝑎1𝑏1, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0, (20)

𝜑(2)(𝑟) = 𝐵1

exp
(︁
−
√︁

1
𝑎2
𝑟
)︁

𝑟
+𝐵2

exp
(︁√︁

1
𝑎2
𝑟
)︁

𝑟
−

− 𝑎2𝑏2 −
𝑑2
2𝑟

[︂
exp

(︂
−
√︂

1

𝑎2
𝑟

)︂
𝐸𝑖

(︂√︂
1

𝑎2
𝑟

)︂
+

+ exp

(︂√︂
1

𝑎2
𝑟

)︂
𝐸𝑖

(︂
−
√︂

1

𝑎2
𝑟

)︂]︂
, 𝑅0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1 (21)

де

𝐸𝑖(𝑧) = −
∞∫︁

−𝑧

𝑡−1exp(−𝑡)𝑑𝑡,

1

𝑎1
=

𝑒2

𝜀
(1)
𝑑 𝜀0𝑎1

⃒⃒⃒
𝜓(1)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

√︁
8
𝜋

Δ𝐸
×

× exp

(︃
−2(𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(1)
0 − 𝑎

(1)
𝑐 𝐶

(1)
1 )2

Δ𝐸2

)︃
,

1

𝑎2
=

𝑒2

𝜀
(2)
𝑑 𝜀0𝑎2

⃒⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

√︁
8
𝜋

Δ𝐸
×

× exp

⎛⎝−2(𝜇− 𝐸1 − 𝜆
(2)
0 − 𝑎

(2)
𝑐 𝐶

(2)
1 )

2

Δ𝐸2

⎞⎠,
𝑑2 =

2𝑎
(2)
𝑐 𝐶

(2)
2 𝑒

𝜀
(2)
𝑑 𝜀0𝑎2

⃒⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

√︁
8
𝜋

Δ𝐸
×

× exp

(︃
−2(𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(2)
0 − 𝑎

(2)
𝑐 𝐶

(2)
1 )2

Δ𝐸2

)︃
,

𝑏1 =
𝑒

𝜀
(1)
𝑑 𝜀0𝑎1

⃒⃒⃒
𝜓(1)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

[︂
erf

(︃√
2

Δ𝐸
𝐸1

)︃
+

+erf

(︃√
2

Δ𝐸
(𝜇− 𝐸1− 𝜆

(1)
0 − 𝑎(1)𝑐 𝐶

(1)
1 )

)︃
− 𝑎1𝑛0⃒⃒
𝜓(1)

⃒⃒2
𝑁QD

]︂
,

𝑏2 =
𝑒

𝜀
(2)
𝑑 𝜀0𝑎2

⃒⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

[︂
erf

(︃ √
2

Δ𝐸
𝐸1

)︃
+

+erf

(︃√
2

Δ𝐸
(𝜇− 𝐸1− 𝜆

(2)
0 − 𝑎(2)𝑐 𝐶

(2)
1 )

)︃
− 𝑎2𝑛0⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒2
𝑁QD

]︂
.

Коефiцiєнти 𝐴1, 𝐵1, 𝐵2 у виразах (20), (21)
визначаються з умов неперервностi потенцiалiв
𝜑(1)(𝑟) i 𝜑(2)(𝑟) на напруженiй гетеромежi та нор-
мальних складових векторiв електричного змiще-
ння i умови електронейтральностi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑(1)(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝜑(2)(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

𝜀(1)
𝑑𝜑(1)(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝜀(2)
𝑑𝜑(2)(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

𝑅0∫︁
0

𝑟2Δ𝑛(1)(𝑟)𝑑𝑟 +

𝑅1∫︁
𝑅0

𝑟2Δ𝑛(2)(𝑟)𝑑𝑟 = 0.

(22)

Таким чином, пiдставивши отриманi вирази для
компонент тензора механiчної та електронної
складових деформацiй (6)–(11) та вирази для еле-
ктростатичного потенцiалу (20), (21) у формулу
(1) отримаємо вираз для потенцiальної енергiї еле-
ктрона в напруженiй наногетеросистемi з кван-
товими точками з врахуванням самоузгодженої
електрон-деформацiйної взаємодiї.

4. Результати розрахункiв та їх обговорення

Розрахунок глибини квантуючого потенцiалу та
енергетичного спектра електронiв здiйснювався на
прикладi наногетеросистеми InAs/GaAs з такими
параметрами: 𝑅0 = 100 Å; 𝑅1 = 1000 Å; 𝑎(1)𝑐 =

= −5,08 eB; 𝑎
(2)
𝑐 = −7,17 eB; 𝑎1 = 6,08 Å; 𝑎2 =

= 5,65 Å; 𝑚(1) = 0,057𝑚0; 𝑚(2) = 0,065𝑚0; 𝛼 =
= 0,657 Н/м; 𝑛0 = 1017–1018 cм−3, 𝑁QD = 5,5×
× 1010 cм−2; Δ𝐸𝑐 (0) = 0,83 eВ. Вiдлiк енергiї як
для потенцiальної ями, так i для енергетичних рiв-
нiв ведеться вiд вершини дна потенцiальної ями
електрон-деформацiйного потенцiалу.

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 11 1103



Р.М. Пелещак, Н.Я. Кулик

Рис. 2. Залежнiсть глибини потенцiальної ями електро-
нiв у напруженiй сферичнiй КТ вiд її радiуса 𝑅0 при
(𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2; 𝑛0 = 1017 cм−3): 1 (штрихова лi-
нiя) – з врахуванням тiльки механiчної складової електрон-
деформацiйного потенцiалу; 2 (суцiльна лiнiя) – з врахува-
нням як електрон-деформацiйного, так i електростатичного
потенцiалiв

Рис. 3. Профiль квантуючого потенцiалу наногетеросисте-
ми InAs/GaAs з квантовою точкою InAs радiусом 𝑅0 =

= 100 Å, 𝑛0 = 1017 cм−3, що формується: тiльки за рахунок
розриву зон провiдностi Δ𝐸𝑐(0) (а); за рахунок розриву зон
провiдностi Δ𝐸𝑐(0) та механiчної складової деформацiйно-
го потенцiалу (b, пунктирна лiнiя); за рахунок розриву зон
провiдностi Δ𝐸𝑐(0), механiчної i електрон-деформацiйної
складових деформацiйного потенцiалу та внеску електро-
статичної енергiї (b, суцiльна лiнiя)

На рис. 2 наведено результати числового розра-
хунку глибини потенцiальної ями Δ𝑉𝑐 (r) для еле-
ктрона в напруженiй КТ вiд її розмiрiв iз враху-
ванням внескiв електростатичної енергiї та енергiї,
зумовленої деформацiєю матерiалiв КТ i матрицi.
Як бачимо, iз збiльшенням розмiру 𝑅0 КТ, гли-
бина квантуючого потенцiалу електрона як з вра-
хуванням тiльки механiчної складової електрон-
деформацiйного потенцiалу, так i з врахуван-
ням електрон-деформацiйного та електростати-

Рис. 4. Профiль квантуючого потенцiалу наногетеросисте-
ми InAs/GaAs з квантовою точкою InAs радiусом 𝑅0 =

= 100 Å, 𝑛0 = 1018 cм−3, що формується : тiльки за рахунок
розриву зон провiдностi Δ𝐸𝑐(0) (а); за рахунок розриву зон
провiдностi Δ𝐸𝑐(0) та механiчної складової деформацiйно-
го потенцiалу (b, пунктирна лiнiя); за рахунок розриву зон
провiдностi Δ𝐸𝑐(0), механiчної i електрон-деформацiйної
складових деформацiйного потенцiалу та внеску електро-
статичної енергiї (b, суцiльна лiнiя)

чного потенцiалiв монотонно зростає. Зокрема,
при концентрацiї електронiв провiдностi в матри-
цi наногетеросистеми 𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2, гли-
бина потенцiальної ями з врахуванням електрон-
деформацiйного та електростатичного потенцiалiв
для 𝑅0 = 30 Å та 𝑅0 = 100 Å становить 0,652 eB,
0,69 eB вiдповiдно, тодi як без врахування 0,67 eB,
0,692 eB. Зменшення глибини квантуючого потен-
цiалу (рис. 2, суцiльна лiнiя 2 ) вiдносно глибини
потенцiалу (рис. 2, пунктирна лiнiя 1 ) зумовлене
внеском електростатичної енергiї та дiєю додатко-
вого стиску матерiалу КТ, що виникає за раху-
нок самоузгодженої електрон-деформацiйної скла-
дової 𝜀(𝑖)el.−def. (𝑟) потенцiалу та залежить вiд роз-
мiру квантової точки 𝑅0, ступеня заповнення зо-
ни провiдностi 𝑛0 матрицi та поверхневої густини
𝑁QD КТ.

На рис. 3, 4 зображено профiль та глибину кван-
туючого потенцiалу для електронiв у наногетеро-
системi InAs/GaAs з КТ InAs при рiзних значе-
ннях концентрацiї електронiв провiдностi (𝑛0 =
= 1017 cм−3, 𝑛0 = 1018 cм−3) у матрицi GaAs з
поверхневою густиною КТ 𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2.

Як видно з рис. 3, 4, електрон-деформацiйна
складова деформацiйного потенцiалу 𝜀

(𝑖)
el.−def.(𝑟)

та електростатична енергiя −𝑒𝜑(𝑖)(r) зумовлю-
ють енергетичне змiщення країв дозволених зон
Δ𝐸

(𝑖)
𝑐 = 𝑎

(𝑖)
𝑐 𝜀(𝑖)(𝑟) − 𝑒𝜑(𝑖)(𝑟). Зокрема, при 𝑅0 =

= 100 Å, 𝑛0 = 1017 cм−3, 𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2 вiд-
бувається неоднорiдне енергетичне змiщення (“ви-
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пучування”) дна квантової ями в бiк бiльших енер-
гiй вiдносно деформованого дна зони провiдно-
стi, зумовленого механiчною деформацiєю мате-
рiалу КТ ∼45 мeВ та країв дозволених зон ма-
трицi в бiк менших енергiй ∼70 мeВ. Iз збiльшен-
ням середньої концентрацiї електронiв провiдностi
на порядок (𝑛0 = 1018 cм−3) електрон-деформа-
цiйна складова деформацiї приводить до енерге-
тичного пониження країв дозволених зон матрицi
на 130 мeВ.

Енергетичнi спектри електрона розраховували-
ся чисельним методом стрiльби [19] на основi роз-
в’язку рiвняння Шредiнгера (15) з квантуючим
потенцiалом (1), що формується як механiчною,
так i електронною складовими електрон-дефор-
мацiйного потенцiалу 𝑎

(𝑖)
𝑐 (𝜀

(𝑖)
mech.(𝑟) + 𝜀

(𝑖)
el.−def.(𝑟))

та енергiєю електростатичної взаємодiї зарядiв
−𝑒𝜑(𝑖)(𝑟) в околi межi КТ–матриця, яка вини-
кає внаслiдок перерозподiлу електронiв, зумовле-
ного дiєю неоднорiдної деформацiї матерiалiв КТ–
матриця.

На рис. 5 i 6 наведено результати числових роз-
рахункiв залежностей енергiї електрона в основ-
ному i збудженому станах вiд розмiру 𝑅0 КТ InAs
при 𝑛0 = 1017 cм−3, 𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2. По-
рiвняння кривих 1 та 2 на рис. 5 i 6 показує, що
електрон-деформацiйна складова деформацiйного
потенцiалу 𝜀

(𝑖)
el.−def.(𝑟) та електростатична енергiя

−𝑒𝜑(𝑖)(𝑟) приводять до немонотонного пониження
енергiї основного та збудженого станiв електро-
на в дiапазонi розмiрiв КТ 30 Å≤ 𝑅0 ≤ 100 Å
вiдносно енергiї електрона, розрахованого з вра-
хуванням тiльки механiчної складової електрон-
деформацiйного потенцiалу 𝜀(𝑖)mech.(𝑟). Зокрема, по-
ниження енергiї основного та збудженого станiв
електрона менш проявляється в дiапазонi розмi-
рiв КТ 30 Å≤ 𝑅0 ≤ 40 Å (6 мeВ), нiж у дi-
апазонi 60 Å≤ 𝑅0 ≤ 100 Å (8–16 мeВ). Такий ха-
рактер поведiнки енергетичних рiвнiв електрона
в КТ залежно вiд її розмiру 𝑅0 можна пояснити
таким чином: рiст 𝑅0 зумовлює зменшення впли-
ву поверхнi (тиску Лапласа) i всесторонньої ме-
ханiчної деформацiї кристалiчної ґратки матерiа-
лу КТ (КТ стає бiльш масивною), що приводить
до збiльшення глибини потенцiальної ями, тодi
як складова електростатичної енергiї квантуючо-
го потенцiалу приводить до пiдняття (пониження)
дна зони провiдностi в КТ при 𝑛0 = 1017 cм−3

Рис. 5. Залежнiсть енергiї основного стану електрона
𝐸𝑒

00 вiд розмiру КТ InAs при (𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2;
𝑛0 = 1017 cм−3): 1 (штрихова лiнiя) – з врахуванням
тiльки механiчної складової електрон-деформацiйного по-
тенцiалу; 2 (суцiльна лiнiя) – з врахуванням як електрон-
деформацiйного, так i електростатичного потенцiалiв

Рис. 6. Залежнiсть енергiї збудженого стану електрона
𝐸𝑒

01 вiд розмiру КТ InAs при (𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2;
𝑛0 = 1017 cм−3): 1 (штрихова лiнiя) – з врахуванням
тiльки механiчної складової електрон-деформацiйного по-
тенцiалу; 2 (суцiльна лiнiя) – з врахуванням як електрон-
деформацiйного, так i електростатичного потенцiалiв

(𝑛0 = 1018 cм−3) вiдносно механiчної складо-
вої електрон-деформацiйного потенцiалу вiдповiд-
но (див. рис. 2, 3).

Iз збiльшенням середньої концентрацiї електро-
нiв провiдностi в матерiалi матрицi на порядок
(𝑛0 = 1018 cм−3) енергетичнi рiвнi електро-
на в КТ iз врахуванням сумарного електрон-
деформацiйного та електростатичного потенцiалiв
пiдвищуються на 7 меВ для 𝑅0 = 100 Å, що по-
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в’язане iз збiльшенням перерозподiлу електронiв
у наногетеросистемi мiж КТ та матрицею.

Крiм того, збiльшення поверхневої густини КТ
в iнтервалi 3 · 1010 cм−2≤ 𝑁QD ≤ 5,5 · 1010 cм−2

при фiксованiй середнiй концентрацiї електронiв
провiдностi у матрицi GaAs 𝑛0 = 1018 cм−3, при-
водить до пониження енергетичних рiвнiв еле-
ктрона в КТ, оскiльки з ростом середньої кон-
центрацiї електронiв провiдностi електронна скла-
дова деформацiї збiльшується, створюючи дода-
тковий стиск матерiалу матрицi i КТ, що приво-
дить до зменшення глибини квантуючого потен-
цiалу та пониження енергетичних рiвнiв електро-
на вiдповiдно. Зокрема, при 𝑅0 = 100 Å, 𝑁QD =
= 3 · 1010 cм−2 енергiя основного та збудженого
станiв електрона в КТ становить 44 мeВ, 98 мeВ,
тодi як при 𝑁QD = 5,5 · 1010 cм−2 37 мeВ, 88 мeВ
вiдповiдно.

Отже, знаючи закономiрностi змiни положен-
ня енергетичних рiвнiв у КТ перенормованих як
електрон-деформацiйним, так i електростатичним
потенцiалами, залежно вiд її розмiру 𝑅0, середньої
концентрацiї електронiв провiдностi 𝑛0 в матрицi
наногетеросистеми та поверхневої густини кванто-
вих точок 𝑁QD можна прогнозовано керувати спе-
ктральними характеристиками нанооптоелектрон-
них приладiв (резонансно-тунельнi дiоди) на осно-
вi напружених наногетеросистем з КТ (InAs/GaAs
з КТ (InAs)).

5. Висновки

1. У межах запропонованої моделi дослiджено
вплив механiчної i електрон-деформацiйної скла-
дових деформацiйного потенцiалу, та енергiї еле-
ктростатичної взаємодiї зарядiв на межi КТ–
матриця на характер квантуючого потенцiалу в
напруженiй наногетеросистемi InAs/GaAs з кван-
товими точками InAs.

2. Показано, що врахування електронної
складової електрон-деформацiйного потенцiалу
𝑎
(𝑖)
𝑐 𝜀

(𝑖)
el.−def.(𝑟) та енергiї електростатичної взає-

модiї зарядiв −𝑒𝜑(𝑖)(𝑟) приводять до утворення
в квантуючому потенцiалi додаткових квазiтри-
кутних бар’єрiв та квазiтрикутних потенцiальних
ям, енергетична висота яких залежить як вiд
концентрацiї електронiв провiдностi 𝑛0 в матрицi
напруженої наногетеросистеми, так i поверхневої
густини 𝑁QD КТ. Такi напруженi наногетеросис-

теми з КТ з таким модифiкованим квантуючим
потенцiалом можуть використовуватись як еле-
менти для створення резонансно-тунельних дiодiв,
транспортними властивостями яких можна ке-
рувати як ступенем легування 𝑛0 матрицi, так i
поверхневою густиною квантових точок 𝑁QD.

3. Показано, що електронна складова електрон-
деформацiйного потенцiалу та складова електро-
статичної енергiї, зумовленої деформацiєю матерi-
алiв КТ i матрицi, приводять до пониження енер-
гiї основного та збудженого станiв електрона в КТ
розмiром 𝑅0 = 100 Å на 16 мeВ, 21 мeВ вiдповiдно.
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ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОН-ДЕФОРМАЦИОННЫХ
ЭФФЕКТОВ НА ЭЛЕКТРОННУЮ СТРУКТУРУ
КВАНТОВЫХ ТОЧЕК В НАПРЯЖЕННЫХ
НАНОГЕТЕРОСТРУКТУРАХ

Р е з ю м е

В пределах самосогласованной электрон-деформационной
модели построена теория формирования зонного профи-
ля квантующего потенциала и энергетических уровней эле-
ктрона и дырки в напряженной наногетеросистеме с ко-
герентно напряженными квантовыми точками в зависимо-
сти от степени легирования n матрицы наногетеросисте-
мы и их поверхностной плотности. Показано, что хара-
ктер квантующего потенциала наногетеросистемы опреде-
ляется не только механической составляющей электрон-
деформационного потенциала, а также энергией электро-
статического взаимодействия зарядов, в пределе квантовая
точка–матрица, что приводят к образованию дополнитель-
ных квазитреугольных барьеров и квазитреугольных по-
тенциальных ям вблизи предела квантовая точка–матрица.

R.M.Peleshchak, N.Yа.Kulyk

INFLUENCE
OF ELECTRON-DEFORMATION
EFFECTS ON THE ELECTRON STRUCTURE
OF QUANTUM DOTS IN STRESSED
NANOHETEROSYSTEMS

Р е з ю м е

In the framework of the self-consistent electron-deformation
model, the theory describing the formation of the quantum
potential band profile and the energy levels of an electron and
a hole in a stressed nanoheterosystem with coherently-strained
quantum dots has been developed, and their dependences on
the degree of doping of the nanoheterosystem matrix and the
quantum dot surface concentration have been analyzed. The
character of the quantum potential in the nanoheterosystem is
shown to be governed not only by the mechanical component
of the electron-deformation potential, but also by the energy
of electrostatic interaction between charges in a vicinity of the
quantum dot–matrix interface, where the latter induces addi-
tional quasi-triangular potential barriers and wells.
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