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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДIВ
КВАНТОВОЇ ТЕОРIЇ ПОЛЯ ДО РОЗРОБКИ
ТРАНСЛЯЦIЙНО-IНВАРIАНТНОЇ ТЕОРIЇ
ПОЛЯРОНА ТА БIПОЛЯРОНАУДК 544.225.3

У роботi дослiджуються функцiонали енергiї полярона i бiполярона, отриманi методом
квантової теорiї поля. Виведено точнi аналiтичнi вирази для ефективних функцiоналiв
з використанням двохпараметричної пробної функцiї для полярона i трьохпараметри-
чної для бiполярона. Варiацiйним методом знайдено значення енергiї дослiджуваних
систем для промiжних значень фрьолiховської константи електрон-фононного зв’язку
4 ≤ 𝛼 ≤ 20.
К люч о в i с л о в а: полярон, бiполярон, гамiльтонiан Фрьолiха, електрон-фононна взає-
модiя, високотемпературна надпровiднiсть.

1. Вступ

Актуальнiсть поляронної тематики, крiм вiдомих
застосувань, зумовлених спробами побудови теорiї
ВТНП [1,2] на основi бiполяронного механiзму, по-
в’язана з тим, що простi у своїй постановцi модель-
нi задачi, в яких розглядаються рiзнi аспекти по-
ляронної теорiї, є зручним об’єктом для розвитку
методiв теоретичної фiзики у галузi взаємодiї заря-
джених частинок з квантовими полями. Вивченню
поляронних i бiполяронних станiв, а також числен-
ним прикладам застосування поляронної темати-
ки в рiзних роздiлах фiзики конденсованого ста-
ну присвячено багато робiт, оглядiв i монографiй
(див., наприклад, [3] i посилання в нiй).

У роботi [4] методами квантової теорiї поля була
побудована послiдовна теорiя полярона (Π) з ура-
хуванням трансляцiйної iнварiантностi. Для силь-
ного зв’язку в [4] були отриманi результати пека-
ровської теорiї П [5]. Для слабкого i промiжно-
го (з боку слабкого зв’язку) Тулубом в [4] отри-
манi результати близькi до фейнманiвських (ме-
тод iнтегрування по траєкторiях). В [6] повiдомля-
лось про те, що метод, запропонований Тулубом,
при великих фрьолiховських константах електрон-
фононної взаємодiї дає найбiльш низькi значення
поляронної енергiї порiвняно з iншими методами.
Для розрахункiв енергiї зв’язку використовували-
ся наближенi вирази, отриманi, строго кажучи, в
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границi 𝛼 → ∞. Значний iнтерес вiдiграє знахо-
дження в рамках польової теорiї точних матема-
тичних виразiв для ефективного функцiонала Π
i бiполярона (БП) при заданому виборi пробної
функцiї. Необхiдно без використання яких би то
не було наближень отримати максимально спро-
щенi аналiтичнi вирази для функцiоналiв енергiї
Π i БП, якi б дали можливiсть провести процеду-
ру чисельної мiнiмiзацiї в найбiльш актуальнiй для
теорiї БП областi параметрiв електрон-фононної
взаємодiї 4 6 𝛼 6 20.

2. Функцiонал Тулуба
для полярона i функцiонал бiполярона

Схема отримання функцiонала Π [4] i БП [7, 8]
з урахуванням ефектiв вiддачi, запропонована в
[4], зводиться до таких крокiв: 1) до гамiльтонiана
Фрьолiха, що описує взаємодiю електрона з фоно-
нами, послiдовно застосовують два класичних ка-
нонiчних перетворення Лi, Лоу i Пайнса [9]: пер-
ше перетворення виключає координату електрона,
а друге вiдповiдає операцiї зсуву операторiв наро-
дження (a+

𝑘 ) i знищення (a𝑘) фононiв; 2) в отри-
маному гамiльтонiанi видiляється доданок:

𝐻0 =
∑︁
k

𝜔0
ka

+
k ak +

1

2𝑚*

(︃∑︁
k

k𝑓k(a+
k + ak)

)︃2
, (1)

де 𝑚* – ефективна маса електрона, а варiацiйна
функцiя 𝑓k визначає зсув фононних операторiв:
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ak → ak + 𝑓k; k – хвильовий вектор (ХВ) фоно-
нiв, 𝜔0

k – частота поздовжнiх оптичних фононiв.
Далi дисперсiєю 𝜔0

k будемо нехтувати.
Вираз (1) можна привести до дiагонального ви-

гляду, використовуючи методи квантової теорiї по-
ля. Отримання енергiї зводиться до усереднення
функцiонала Π на власних функцiях оператора (1)
з подальшою мiнiмiзацiєю по 𝑓k. В границi сильно-
го зв’язку використовується спрощена процедура:
замiсть варiювання по функцiї 𝑓k варiюють пара-
метри, що входять в 𝑓k, а саму функцiю вибирають
в заданому виглядi.

Аналiтичний вираз для функцiонала Π Тулуба,
отриманий в [4] для нульового повного iмпульсу i
пробної функцiї 𝑓𝑘, має вигляд

𝐸PT = Δ𝐸 + 2
∑︁
k

𝑉𝑘𝑓𝑘 +
∑︁
k

𝑓2
𝑘 , (2)

де Δ𝐸 – власне значення гамiльтонiана (1); у
фейнманiвських одиницях 2𝑚* = 1, ~ = 1, 𝜔0

𝑘 = 1;
тодi одиницею енергiї є величина ~𝜔0

𝑘, одиницею
довжини 𝐿0 =

√︀
~/2𝑚*𝜔0

𝑘; 𝑉𝑘 = 𝑘−1
√︀
4𝜋𝛼𝐿0/𝑉 ,

𝑉 – об’єм кристала, 𝛼 = 𝑒2

2~𝜔0
𝑘

1
𝐿0

(︀
1
𝜖∞

− 1
𝜖0

)︀
, 𝜖∞ i

𝜖0 – високочастотна i статична дiелектрична про-
никнiсть вiдповiдно.

Функцiонал БП можна знайти пiсля переходу в
гамiльтонiанi БП до координат центра мас, подi-
бно тому, як це робиться в [10]. Потiм повторю-
ється викладена вище схема розрахунку, що бу-
ла застосована для отримання функцiонала (2).
Трьохпараметричний функцiонал БП, отриманий
методом Тулуба в рамках квантової теорiї поля,
дослiджувався в [8]. Його можна записати у ви-
глядi:

𝐸B = Δ𝐸′+2
∑︁
k

𝑉 ′
𝑘𝑓

′
𝑘 +

∑︁
k

𝑓 ′
𝑘
2
+𝑇 (r) + 𝑈(r), (3)

де 𝑉 ′
𝑘 = 2𝑉𝑘⟨Ψ| coskr/2|Ψ⟩; 𝑇 i 𝑈 – середнi зна-

чення кiнетичної енергiї та енергiї мiжелектрон-
ного вiдштовхування в координатах центра мас:
r = r1−r2, R = (r1 + r2)/2; r1, r2 – радiус-вектори
першого i другого електронiв вiдповiдно. Коорди-
ната центра мас R в (3) виключена першим канонi-
чним перетворенням Лi Лоу i Пайнса [9]. Штрихи
введенi для того, щоб розрiзняти вирази Δ𝐸, Δ𝐸′

i функцiї 𝑓𝑘, 𝑓 ′
𝑘, якi входять до рiвняння (2) i (3)

вiдповiдно.

Двохпараметрична пробна функцiя Π вибирає-
ться у виглядi:

𝑓𝑘 = −𝑁𝑉𝑘 exp(−𝑘2/2𝑎2), (4)

де 𝑁 i 𝑎 – варiацiйнi параметри. Функцiонал БП
(3) мiнiмiзується з пробною хвильовою функцiєю
(ХВ), фононнiй частинi якої вiдповiдає вираз:

𝑓 ′
𝑘 = −𝑁𝑉 ′

𝑘 exp(−𝑘2/2𝜇), (5)

а координатна частина має вигляд: Ψ(r) =
= (2/𝜋𝑏2)3/4 exp(−𝑟2/𝑏2), де 𝑁 , 𝜇, 𝑏 – варiацiйнi
параметри.

У границi сильного зв’язку перший доданок в
(2) вiдповiдає кiнетичнiй енергiї електрона в фо-
нонному полi. У загальному випадку, для промi-
жних значень електрон-фононної взаємодiї, члени,
якi вiдповiдають кiнетичнiй енергiї електронiв, по-
виннi видiлятися окремо i не збiгаються з величи-
ною Δ𝐸 для Π i Δ𝐸′ + 𝑇 для БП.

Якщо межi iнтегрування по фононному ХВ вва-
жаються нескiнченними, то:

Δ𝐸 =
1

2𝜋2

∞∫︁
0

𝑑𝑘𝑘4𝑓2
𝑘𝜔𝑘𝐹 (𝜔𝑘), (6)

𝐹 (𝜔𝑘) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

√
𝑠

(𝑠− 𝜔2
𝑘)

2

1

𝐷(𝑠)
𝑑𝑠,

𝐷(𝑠) = 1− 2

3(2𝜋)3

∫︁
𝑘2𝑓2

𝑘𝜔𝑘

𝑠− 𝜔2
𝑘

𝑑3k,

(7)

де 𝜔𝑘 = 1 + 𝑘2/2. Вибiр контура iнтегрування
𝐶 в площинi комплексного змiнного 𝑠 обговорю-
ється в [4].

Величина Δ𝐸′, що входить у функцiонал бiпо-
лярона (3), може бути отримана з Δ𝐸 замiною
𝑓𝑘 на 𝑓 ′

𝑘.
Вираз (6) допускає значне спрощення. Бiльшiсть

iнтегралiв можуть бути обчисленi в аналiтичному
виглядi, iнтеграли, що мають полюси на дiйснiй
осi, обчислюються у сенсi головного значення.

При iнтегруваннi в нескiнченних границях для
варiацiйної функцiї полярона 𝑓𝑘 дiйсна i уявна ча-
стини виразу (7) мають вигляд:

Re𝐷(𝜔2
𝑘) = 1 + 𝜆𝜈(𝑦), Im𝐷(𝜔2

𝑘) = 𝑘3𝑓2
𝑘/6𝜋, (8)

𝜈(𝑦) = 1− 𝑦𝑒−𝑦2

𝑦∫︁
0

𝑒𝑡
2

𝑑𝑡− 𝜉(𝑦)𝑒−𝜉(𝑦)2
∞∫︁

𝜉(𝑦)

𝑒−𝑡2𝑑𝑡,

де 𝜉(𝑦) =
√︀
𝑦2 + 4/𝑎2, 𝑦 = 𝑘/𝑎, 𝜆 = 4𝑁2𝛼𝑎/3

√
2𝜋.
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Звернемо увагу на те, що врахування обмежено-
стi фононного спектра граничним значенням ХВ
приводить до складнiших виразiв. Змiнюється не
тiльки аналiтичний вираз для функцiї 𝐷(𝑠), а i
сам вигляд Π i БП функцiоналiв: з’являється до-
датковий член, загальний вигляд якого наведено в
[11]. У нашiй роботi границi iнтегрування по ХВ
не обмежуються.

Наведемо точнi формули, отриманi нами для ве-
личини (6) з використанням пробної ХФ 𝑓𝑘 (4) для
необмежених границь iнтегрування:

Δ𝐸(𝑎,𝑁, 𝛼) = Δ𝐸0(𝑎,𝑁, 𝛼) + Δ𝐸1(𝑎,𝑁, 𝛼), (9)

Δ𝐸0 =
3𝑎2

16
𝑞0(𝑎,𝑁, 𝛼),

Δ𝐸1 =
3𝑎2

16
𝑞1(𝑎,𝑁, 𝛼),

(10)

𝑞0 =
1

1 + 1
𝜆 −

√
𝜋
𝑎 exp(4/𝑎2)(erf(2/𝑎)− 1)

, (11)

𝑞1 =
2√
𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑦
𝑒−𝑦2

(1− Ω̃(𝑦))̃︀𝜂(𝑦)
(𝜈(𝑦) + 1/𝜆)2 + 𝜋𝑦2 exp(−2𝑦2)/4

, (12)

де ̃︀𝜂(𝑦) = (𝑦2 + 2/𝑎2)/(𝑦2 + 4/𝑎2),

Ω̃(𝑦) = 2𝑦2

[︃
(1 + 2𝜉(𝑦)2)𝜉(𝑦)𝑒𝜉(𝑦)

2

×

×
∞∫︁

𝜉(𝑦)

𝑒−𝑡2𝑑𝑡− 𝜉(𝑦)2

]︃
, (13)

для 𝑎 ≫ 1, 𝛼 ≫ 1,

Δ𝐸0 ≈ 3𝑎2/16, 𝜉(𝑦) ≈ 𝑦, ̃︀𝜂(𝑦) ≈ 1.

Введемо також новi позначення для цiєї межi:

𝑞1 ≈ 𝑞(1/𝜆), Ω̃(𝑦) ≈ Ω(𝑦).

Таким чином, для сильного зв’язку вирази (12) i
(13) можна наближено представити в такому ви-
глядi:

𝑞(1/𝜆) =
2√
𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑦×

× 𝑒−𝑦2

(1− Ω(𝑦))

(𝜈(𝑦) + 1/𝜆)2 + 𝜋𝑦2 exp(−2𝑦2)/4
, (14)

Ω(𝑦) = 2𝑦2

[︃
(1 + 2 𝑦2)𝑦𝑒𝑦

2

∞∫︁
𝑦

𝑒−𝑡2𝑑𝑡− 𝑦2

]︃
. (15)

Наближенi вирази (14) (при 𝑁 = 1) i (15) збiгаю-
ться з величинами 𝑞(1/𝜆) i Ω(𝑦), наведеними в [4].

Дельтаподiбна особливiсть, що з’являється при
великих значеннях констант електрон-фононної
взаємодiї в пiдiнтегральних виразах (12) i (14), зу-
мовлена тим, що величина Re𝐷(𝜔2

𝑘), яка визнача-
ється формулою (8), проходить через нуль i стає
негативною, не виникає при порiвняно малих зна-
ченнях фрьолiховської константи зв’язку 𝛼 ≤ 10,
а для 10 ≤ 𝛼 ≤ 20 значення iнтегралiв, що вхо-
дять у вираз (6), можуть з великою точнiстю бути
розрахованi чисельно.

У зв’язку з тим, що ми врахували додатковий
варiацiйний параметр 𝑁 у варiацiйнiй функцiї БП
𝑓 ′
𝑘, роль якого обговорювалася в роботi [6], значен-

ня величини енергiї БП в границi сильного зв’язку
при 𝛼 → ∞ для 𝜂 = 0, отриманi нами з використа-
нням точних виразiв (9)–(13), 𝐸Bs ≈ −0,440959𝛼2

(головне значення iнтеграла (12) обчислювалося
чисельно) виявилися дещо нижче значення, отри-
маного в [7] для 𝑁 = 2 (без варiювання функцiо-
нала БП за цим параметром). Результати сильного
зв’язку з великою точнiстю справедливi для обла-
стi 𝛼 ≥ 35, при 𝑁 =

√
2 вони збiгаються з опти-

мальним значенням для функцiонала Π Тулуба
сильного зв’язку [6] в границi 1/𝜆 → 0. В робо-
тi [8] була проведена оптимiзацiя функцiонала БП
по параметру 𝑁 , але розрахунки виконувалися для
наближеного значення Δ𝐸, наведеного в [4], а та-
кож використовувалося наближення 1/𝜆 ≈ 0, що
значно спрощує функцiонал БП, однак, як показа-
ли нашi розрахунки, дає заниженi значення енергiї
БП в областi порiвняно малих значень параметра
електрон-фононної взаємодiї 𝛼 ≤ 20. У той самий
час, використання точних формул (9)–(13) для П i
вiдповiдних виразiв для БП з додатковим варiацiй-
ним параметром 𝑁 в областi 4 ≤ 𝛼 ≤ 20, знизило
значення енергiї БП порiвняно з роботою [12], ав-
тори якої користувалися наближеними формулами
сильного зв’язку, наведеними в [4] для додатної
добавки Δ𝐸, проте, вiдмовилися вiд наближення
1/𝜆 = 0 у виразi (14).

3. Результати розрахункiв

Розрахунки енергiї П проводились з використан-
ням точних формул (9)–(13), якi визначають до-
данок Δ𝐸 в функцiоналi (2). Величина Δ𝐸′ в (3)
може бути отримана з Δ𝐸 в результатi переозна-
чення варiацiйних параметрiв, аналiтичний вигляд
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Залежностi енергiй 𝐸B, 2𝐸MP i 2𝐸TP бiполярона, подвоє-
ної енергiї полярона сильного зв’язку Мiйяке [15] i поляро-
на Тулуба [4] вiдповiдно для 𝜂 = 𝜀∞/𝜀0 = 0; 𝐸′

B – енергiя
бiполярона, розрахована для 𝜂 = 0,1; горизонтальна штрих-
пунктирна крива вiдповiдає значенню енергiї рiвному −45

i наведена для зручностi порiвняння отриманих нами ре-
зультатiв з результатами роботи [12]. 𝐸TP розраховувалася
для двохпараметричної функцiї 𝑓𝑘; 𝐸B i 𝐸′

B – для трьохпа-
раметричної функцiї 𝑓 ′

𝑘 з використанням виразiв (9)–(13)
для полярона та вiдповiдних виразiв для бiполярона

Залежнiсть енергiї бiполярона
вiд параметрiв електрон-фононного зв’язку.
𝐸B – нашi розрахунки, 𝐸Bs – значення, отримане
екстраполяцiєю границi сильного зв’язку
для 1/𝜆 = 0, 𝐸BK – енергiя, розрахована
в [13], 𝜂 = 𝜀∞/𝜀0

𝛼 = 9

𝜂 −𝐸B −𝐸Bs −𝐸BK

0 19,08 35,69 24,93
0,01 18,86 35,25 24,65
0,1 16,79 31,00 22,07

𝛼 = 7

𝜂 −𝐸B −𝐸Bs −𝐸BK

0 13,02 21,60 16,23
0,01 12,24 21,32 16,05
0,1 10,89 18,75 14,60

решти доданкiв, якi входять у функцiонал БП (3),
наведений в [8].

У таблицi представлена енергiя БП 𝐸B, розрахо-
вана з використанням точних формул для доданка
Δ𝐸′, а також вiдповiднi значення цiєї ж величи-
ни, отриманi в роботах [8, 13], для 𝛼 = 9, 𝛼 = 7,
при рiзних значеннях 𝜂 = 𝜀∞/𝜀0. Величина 𝐸Bs

вiдповiдає екстраполяцiї наближення 1/𝜆 = 0, на
область порiвняно невеликих значень параметра
𝛼. Дана екстраполяцiя була проведена в роботах
[7, 8]. 𝐸BK – енергiя БП, отримана в роботi [13]
методом Буймiстрова–Пекара [14]. Звернемо увагу
на те, що величини 𝐸B i 𝐸BK отриманi варiацiйним
методом без використання яких би то не було апро-
ксимацiй у вихiдних функцiоналах, тому можуть
розглядатися як верхнi межi енергiї БП. У той са-
мий час, величина 𝐸Bs отримана в результатi ва-
рiювання наближеного функцiонала для 1/𝜆 = 0.

На рисунку наведенi результати проведених ав-
тором роботи чисельних розрахункiв енергiї П i
БП. Для порiвняння наведено також графiк зале-
жностi подвоєної енергiї П сильного зв’язку Мiйя-
ке [15].

Аналiз отриманих нами значень енергiї БП по-
казує, що екстраполяцiя границi сильного зв’язку
(наближення 1/𝜆 ≈ 0) на область дослiджуваних
нами значень параметра 𝛼 неправомiрна, оскiль-
ки дане наближення приводить до iстотно зани-
жених значень енергiї БП. Розрахунки, виконанi
в рамках методу Тулуба без використання набли-
жених виразiв для функцiонала Π i БП, показали,
що критична величина фрьолiховської константи
зв’язку для границi 𝜂 → 0, нижче якої БП не iснує,
𝛼𝑐 = 10. Дане значення не приводить до розшире-
ння областi iснування БП порiвняно з iншими ме-
тодами. Як приклад в таблицi нами наведенi бiльш
низькi значення енергiї БП, отриманi в [13] для тих
самих значень параметрiв.

У той самий час, в областi дослiджуваних в [4]
значень 𝛼 ≤ 8, асимптотика 𝑞(1/𝜆) = 𝑞(0), а та-
кож використання в [4] наближених виразiв для
функцiонала П в границi сильного зв’язку, не при-
вело до заниження енергiї П, як це i передбачало-
ся в [4].

Причину досить жорсткого обмеження констант
електрон-фононної взаємодiї порiвняно невелики-
ми значеннями автор [4] бачить у тому, що при
збiльшеннi константи зв’язку розсiяння П на опти-
чних фононах взагалi не може мати мiсця, бо по
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мiрi зростання 𝛼 вiдповiдальними за розсiяння
стають коливання ґратки з усе меншою довжи-
ною хвилi. Фононна взаємодiя для малих довжин
хвиль не може бути описана в рамках континуаль-
ного наближення, яке покладено в основу теорiї
Тулуба. Обрiзання фононного спектра граничним
ХВ також призводить до обмеження по констан-
тi зв’язку, за межами якої континуальне набли-
ження не працює. Як показали аналiтичнi розра-
хунки, пов’язанi з обчисленням матричних елемен-
тiв матрицi розсiювання П на оптичних фононах,
i чисельнi оцiнки для параметрiв ряду кристалiв,
наведенi в [4], максимальнi величини фрьолiхов-
ської константи електрон-фононного зв’язку 𝛼max

мають для бiльшостi iонних кристалiв значення
порядку 𝛼max = 8–9. Цi величини фактично зву-
жують область застосовностi сильного зв’язку до
нуля, бо в реальних кристалах повинен здiйснюва-
тися слабкий або промiжний зв’язок.

Дослiдження залежностi енергiї БП вiд параме-
тра обрiзання фононного спектра, що являє со-
бою самостiйну i надзвичайно трудомiстку зада-
чу, буде проведено нами в iнших роботах. Вiд-
значимо тiльки, що для порiвняно невеликих кон-
стант електрон-фононної взаємодiї, позитивна до-
бавка, аналiтичний вигляд якої наведений в [11],
не призводить до суттєвих змiн величини енергiї
П i БП.

Автор роботи висловлює подяку А.В.Тулубу
та В.Д.Лахно за обговорення результатiв робо-
ти i корисну дискусiю.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ
КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ К ПОСТРОЕНИЮ
ТРАНСЛЯЦИОННО-ИНВАРИАНТНОЙ ТЕОРИИ
ПОЛЯРОНА И БИПОЛЯРОНА

Р е з ю м е

В работе исследуются функционалы энергии полярона и
биполярона, полученные методом квантовой теории поля.
Получены точные аналитические выражения для эффе-
ктивных функционалов с использованием двухпараметри-
ческой пробной функции для полярона и трехпараметри-
ческой для биполярона. Вариационным методом найдены
значения энергии исследуемых систем для промежуточных
значений фрёлиховской константы 4 6 𝛼 6 20.

N.I.Kashirina

APPLICATION OF QUANTUM FIELD
THEORY METHODS TO THE DEVELOPMENT
OF THE TRANSLATIONAL-INVARIANT
POLARON AND BIPOLARON THEORY

S u m m a r y

The polaron and bipolaron energy functionals obtained in the

framework of quantum field theory have been studied. Exact

analytical expressions for the effective functionals are derived

in terms of the two-parametrical trial function for a polaron

and the three-parametrical one for a bipolaron. Variational so-

lutions are found for the energies of the systems under study in

the case of the intermediate values of Fröhlich electron-phonon

coupling constant, 4≤ 𝛼 ≤ 20.
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