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ПРО НЕЕФЕКТИВНIСТЬ ВIДШТОВХУВАЛЬНИХ
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Показано, що 𝛿-подiбнi вiдштовхувальнi потенцiали взаємодiї при повному врахуван-
нi кореляцiй є неефективними для будь-якої 𝑁-частинкової квантової системи у 𝐷-
вимiрному просторi при 𝐷 ≥ 2.
К люч о в i с л о в а: 𝑁 -частинкова система; 𝐷-вимiрний простiр; 𝛿-подiбний потенцiал
взаємодiї; енергетичний спектр; хвильовi функцiї.

1. Вступ

Починаючи з Фермi та Геперт–Майєр, в рiзних
областях теоретичної фiзики використовуються
спрощенi варiанти взаємодiї у формi 𝛿-подiбних
потенцiалiв взаємодiї. Проблематичним свого ча-
су було обговорення ролi поправок на реляти-
вiзм у виглядi 𝛿-потенцiалiв до кулонiвської взає-
модiї в КЕД при розглядi квазiрелятивiстичних
потенцiалiв типу Брейта [1]. В наш час акту-
альнi дослiдження ефектiв бозе-конденсацiї ґрун-
туються на використаннi самоузгодженого поля
Гроса–Пiтаєвського [2, 3] та використаннi iдеї 𝛿-
подiбних потенцiалiв (див. [4]). Взагалi рiзноманi-
тнi 𝐷-вимiрнi нелiнiйнi еволюцiйнi рiвняння типу
нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера часто розгля-
даються як такi, що пов’язанi з багаточастинко-
вими системами з 𝛿-подiбними потенцiалами вза-
ємодiї. В ядернiй фiзицi продовжують бути попу-
лярними деякi варiанти ефективних сил Скiрма
[5] (див. [6, 7]) у формi суперпозицiї дво- та три-
частинкових 𝛿-подiбних потенцiалiв як моделi вза-
ємодiї мiж нуклонами, яка використовується для
опису структурних властивостей атомних ядер, вiд
легких i середнiх ядер до найважчих, у найпро-
стiшому наближеннi одночастинкового середнього
самоузгодженого поля.
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Зауважимо, що пiд час розгляду задач iз 𝛿-
потенцiалами дуже часто обмежуються розрахун-
ком у першому порядку за теорiєю збурень (який
зручно обчислювати саме з такими потенцiала-
ми), припускаючи, що точний розв’язок задачi не
змiнить якiсної картини. Однак таке припущен-
ня нiчим не обґрунтоване. У данiй роботi ми дос-
лiджуємо питання щодо можливостi i ефективно-
стi використання 𝛿-потенцiалiв у багаточастинко-
вих системах рiзної вимiрностi i роль послiдовного
врахування парних кореляцiйних ефектiв у таких
задачах.

2. Постановка
проблеми i її попереднiй аналiз

Розглянемо у 𝐷-вимiрному просторi квантову сис-
тему 𝑁 частинок, взаємодiя мiж якими мiстить
парнi 𝛿-подiбнi потенцiали взаємодiї на додачу
до деяких стандартних парних потенцiалiв 𝑈(𝑟𝑖𝑗).
Крiм того, система може бути помiщена у деяке
зовнiшнє потенцiальне поле 𝑉 (r):

�̂� =

𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
p2
𝑖

2𝑚
+ 𝑉 (r𝑖)

)︂
+

𝑁∑︁
𝑗>𝑖=1

𝑈 (𝑟𝑖𝑗)+

+ 𝑔

𝑁∑︁
𝑗>𝑖=1

𝛿𝜀 (r𝑖𝑗). (1)

Тут i у подальшому 𝛿-функцiї визначаються через
послiдовнiсть 𝛿𝜀-подiбних функцiй, зокрема, у ви-
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глядi

𝛿𝜀 (x) =
1

(
√
𝜋 𝜀)

𝐷
𝑒−x2/𝜀2 , 𝛿𝜀 (x) −−→

𝜀→0
𝛿 (x), (2)

де x2 ≡
𝐷∑︀
𝑘=1

𝑥2𝑘 – квадрат iнтервалу у 𝐷-вимiрному

просторi. Взагалi кажучи, конкретна форма 𝛿𝜀 не
є суттєвою i вибрана у виглядi (2) для зручностi.
Важливо, що граничний перехiд 𝜀→ 0 слiд розумi-
ти як такий, що повинен виконуватися в кiнцевих
розв’язках задачi, отриманих при всякому фiксо-
ваному 𝜀.

Спочатку для простоти аналiзу проблеми роз-
глянемо модель двох частинок, якi взаємодiють
через осциляторний плюс вiдштовхувальний 𝛿-по-
тенцiал (в системi центра мас, з одиничною зведе-
ною масою та одиничною частотою осцилятора):(︂
−1

2
△+

1

2
r2 + 𝑔𝛿 (r)

)︂
𝜓 (r) = 𝐸𝜓 (r). (3)

Якi фiзичнi наслiдки матиме наявнiсть 𝛿-потен-
цiалу в (3) у 𝐷-вимiрному просторi? Можна пе-
реконатись, що в одновимiрному випадку, завдя-
ки дiї вiдштовхувального 𝛿-потенцiалу, всi осци-
ляторнi рiвнi додатної парностi повиннi зсуватися
вгору, i при 𝑔 → ∞ вони повиннi досягти сусiднiх
непарних осциляторних рiвнiв. У той самий час
непарнi осциляторнi рiвнi не зсуваються пiд дiєю
𝛿-потенцiалу, який є неефективним для цих станiв
(бо вiдповiднi хвильовi функцiї рiвнi нулю там, де
зосереджена 𝛿-функцiя).

Розглянемо тепер нетривiальний тривимiрний
випадок для рiвняння (3) i сферично-симетричний
стан системи (оскiльки 𝛿-потенцiал є неефектив-
ним для станiв з ненульовими кутовими момента-
ми завдяки множнику ∼ 𝑟𝑙 у хвильовiй функцiї).
Якщо ми розкладемо розв’язок рiвняння Шрьодiн-
гера (3) в ряд за власними осциляторними функ-
цiями нульової (незбуреної 𝛿-потенцiалом) задачi,

𝜓 (𝑟) =
∑︁
𝑘

𝑐𝑘𝜓𝑘 (𝑟), (4)

то отримаємо явний розв’язок

𝜓 (𝑟) =
1√︃

𝐾∑︀
𝑖=0

|𝜓𝑖(0)|2
(𝐸−𝐸𝑖)

2

𝐾∑︁
𝑘=0

𝜓*
𝑘 (0)

𝐸 − 𝐸𝑘
𝜓𝑘 (𝑟), (5)

який наближається до точного зi зростанням 𝐾, i
при 𝐾 → ∞ вiн був би точним, якби ряд збiгався.
Рiвнi енергiї для задачi (5) у𝐷-вимiрному просторi
визначаються iз секулярного рiвняння:

1

𝑔
=

𝐾∑︁
𝑘=0

|𝜓𝑘 (0)|2

𝐸 − 𝐸𝑘
=

=
1

𝜋𝐷/2Γ (𝐷/2)

𝐾∑︁
𝑘=0

1

Δ− 2𝑘

Γ (𝑘 +𝐷/2)

Γ (𝑘 + 1)
, (6)

де Δ ≡ 𝐸 − 𝐷/2 – зсув енергiї, а Γ (𝑧) – гамма-
функцiя Ойлера. При фiксованому 𝐾 трансцен-
дентне рiвняння (6) має розв’язок Δ0 для зсуву
енергiї основного стану вгору, очевидно, в iнтерва-
лi 0 < Δ0 < 2. Зсув Δ1 першого збудженого стану
лежить в iнтервалi 2 < Δ1 < 4, зсув наступного
рiвня Δ2 – в межах 4 < Δ2 < 6, i так далi. До-
данки 𝑏𝑘 = 1

Δ−2𝑘
Γ(𝑘+𝐷/2)
Γ(𝑘+1) в сумi (6) при великих 𝑘

мають асимптотику

𝑏𝑘 ≈ 𝐶 𝑘𝐷/2−2, (7)

i при розширеннi базису (𝐾 → ∞) сума в (6) роз-
бiгається для 𝐷 ≥ 2 . Для граничного двовимiр-
ного випадку ряд (6) логарифмiчно розбiгається,
тодi як для вищих розмiрностей вiн розбiгається
за степеневим законом. Можна переконатись, що
в результатi у випадку 𝐷 ≥ 2 енергетичнi рiвнi
основного i збуджених рiвнiв наближаються при
𝐾 → ∞ все ближче i ближче до вiдповiдних осци-
ляторних (незбурених) рiвнiв, тобто зсуви рiвнiв
стають нульовими. Зокрема, енергiя основного ста-
ну прямує до незбуреного рiвня енергiї як

𝐸0 −−−→
𝐾→∞

𝐷

2
+

(𝐷 − 2) Γ (𝐷/2)

(𝐾 +𝐷/2)
(𝐷−2)/2

, 𝐷 ≥ 2;

𝐸0 −−−→
𝐾→∞

1 +
2

ln𝐾 + 𝛾
, 𝐷 = 2,

(8)

де 𝛾 = 0,5772 ... – константа Ойлера. Одночасно
i хвильова функцiя прямує до незбуреної осциля-
торної функцiї на всiх вiдстанях, крiм точки 𝑟 = 0,
де вона стає 𝜓 (0) = 0.

Для iлюстрацiї того, що вiдбувається iз хвильо-
вою функцiєю (5) при розширеннi базиса, на рис. 1
ми наводимо послiдовнi наближення для функцiї
основного стану, обчисленi для рiзних 𝐾 у триви-
мiрному випадку (для конкретностi взято 𝑔 = 1).
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Подiбнi розрахунки можна було б навести для рiз-
них 𝐷 ≥ 2 та рiзних констант 𝑔. Чим бiльше
𝐾, тим менше значення хвильової функцiї в точ-
цi 𝑟 = 0, тому все меншою стає роль вiдштовху-
вального 𝛿-потенцiалу, iнтеграл вiд якого з квад-
ратом модуля хвильової функцiї прямує до нуля.
У границi 𝐾 → ∞ внесок вiдштовхувального 𝛿-
потенцiалу стає точно рiвним нулю (для 𝐷 ≥ 2).
Зауважимо також, що в iнших точках послiдовнi
наближення прямують до незбуреної функцiї, хоча
i нерiвномiрно.

Таким чином, вiдштовхувальний 𝛿-потенцiал з
довiльною константою 𝑔 не зсуває рiвнi енергiї i
майже скрiзь, за виключенням точки розриву в
початку координат, не змiнює хвильовi функцiї не-
збуреної задачi, тобто є неефективним у випадку
𝐷 ≥ 2.

Необхiдно ще раз пiдкреслити, що розглядати
задачу (3) для 𝐷 ≥ 2, обмежуючись першими на-
ближеннями за теорiєю збурень по 𝛿-потенцiалу,
не має нiякого сенсу. Зокрема, в першому порядку
для рiвнiв енергiї 𝐸(1)

𝑛 маємо

𝐸(1)
𝑛 = 2𝑛+

𝐷

2
+ 𝑔 |𝜓𝑛 (0)|2, (9)

тодi як вищi поправки складають розбiжнi ряди.
А точна вiдповiдь для зсуву енергiї – нуль, тоб-
то вiдштовхувальний 𝛿-потенцiал є неефективним
для 𝐷 ≥ 2, що надiйно демонструє лише непертур-
бативний аналiз. В наступному роздiлi ми наводи-
мо доведення цього факту на основi варiацiйного
принципу, без використання теорiї збурень.

Для пiдтвердження загальних висновкiв щодо
ролi 𝛿-подiбних потенцiалiв продемонструємо по-
дiбнi результати у випадку 𝐷 = 3 для iншої фор-
ми зовнiшнього поля (замiсть осцилятора в (3)) –
для сферичної прямокутної ями радiуса 𝑅, коли
𝑉 (𝑟) = 0 для 𝑟 < 𝑅 i 𝑉 (𝑟) → ∞ для 𝑟 > 𝑅.
Крiм того, замiсть послiдовностi 𝛿𝜀 у виглядi (2)
виберемо потенцiал 𝛿𝜀 у виглядi сферичної схо-
динки радiуса 𝜀 (потенцiал вiдмiнний вiд нуля для
𝑟 < 𝜀, де вiн рiвний константi 3

4𝜋𝜀3 𝑔). До грани-
цi 𝜀 → 0 перейдемо у розв’язках, якi знаходяться
у явному виглядi. Можна безпосередньо показа-
ти, що енергiя основного стану цiєї системи при
𝜀 → 0 наближається до енергiї 𝐸0 = 𝜋2

𝑅2 незбу-
реної задачi для сферичної потенцiальної ями як
𝐸𝜀 ≡ 𝑘2 −−→

𝜀→0

𝜋2

(𝑅−𝜀)2

(︁
1− 2

√︁
4𝜋𝜀
3𝑔

𝜀
𝑅 + ...

)︁
. Вiдповiдна
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Послiдовнi наближення для хвильової функцiї (5) основно-
го стану задачi (3) у тривимiрному випадку. Цифри бiля
кривих означають кiлькiсть 𝐾 врахованих базисних функ-
цiй. На вставцi – область малих вiдстаней для великих 𝐾.
Пунктиром показана хвильова функцiя незбуреної задачi

хвильова функцiя для 𝜀 < 𝑟 < 𝑅 також наближа-
ється до незбуреної: 𝜓𝜀 (𝑟) −−→

𝜀→0
𝜓0 (𝑟) = sin(𝑘0𝑟)

𝑟 , де
𝑘0 = 𝜋/𝑅. I лише всерединi областi дiї вiдштов-
хувального потенцiалу хвильова функцiя швид-
ко спадає при наближеннi до початку координат
по закону 𝜓𝜀 (𝑟) = 𝑐 sh(𝜆𝑟)

𝑟 (де 𝜆 =
√︁

3𝑔
4𝜋𝜀3 − 𝑘2 ),

приймаючи в нулi експоненцiйно мале значення
𝜓𝜀 (0) = 𝑐𝜆−−→

𝜀→0

2𝜋
𝑅 exp

(︁
−

√︁
3𝑔
4𝜋𝜀

)︁
. Навiть для ви-

падку 𝑔 → ∞ (для вiдштовхувального кора) як
енергiя основного стану 𝐸𝜀 = 𝑘2 = 𝜋2

(𝑅−𝜀)2 , так i

хвильова функцiя 𝜓𝜀 (𝑟) = 1
𝑟 sin

(︁
𝜋 (𝑅−𝑟)

(𝑅−𝜀)

)︁
наближа-

ються (в областi 𝑟 > 𝜀) до незбурених значень в
границi 𝜀 → 0. А якщо цей висновок справедли-
вий навiть для твердого кора, то вiн тим бiльше
правильний для бiльш слабкого вiдштовхувально-
го потенцiалу скiнченного радiуса 𝜀 довiльної фор-
ми. Вiдзначимо, що для швидкоспадних вiдштов-
хувальних потенцiалiв, зокрема таких як (2), всi
основнi результати також не залежать вiд конкре-
тної їхньої форми.

Зауважимо, що для 𝐷 < 2 сума в (6) збiгає-
ться як для вiдштовхувальних, так i для притягу-
вальних 𝛿-потенцiалiв. Отже, для 𝐷 < 2 (зокрема,
для одновимiрного випадку, що часто використо-
вується) маємо скiнченнi зсуви енергетичних рiв-
нiв (вгору – для вiдштовхувальних 𝛿-потенцiалiв),
i суттєво змiненi хвильовi функцiї. У випадку при-
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тягувального 𝛿-потенцiалу для 𝐷 < 2 енергiя
основного стану зсувається вниз (Δ0 < 0), так са-
мо як i збудженi рiвнi, зсуви яких однак залиша-
ються в межах iнтервалiв 2 (𝑛− 1) < Δ𝑛 < 2𝑛. От-
же, завдяки притягувальному 𝛿-потенцiалу у ви-
падку 𝐷 < 2 в системi (3) може виникнути лише
один зв’язаний стан з вiд’ємною енергiєю у вiдпо-
вiдностi з тим фактом, що 𝛿-потенцiал – оператор
першого рангу.

Особливу роль вiдiграє притягувальний 𝛿-потен-
цiал для випадку 𝐷 ≥ 2, коли задача (3), як вi-
домо, не має сенсу завдяки колапсу в системi. Iз
загальної точки зору, для 𝐷 ≥ 2 сума стандартно-
го гамiльтонiана, що має розподiлений у просторi
звичайний потенцiал взаємодiї, i притягувального
𝛿-потенцiалу стає оператором, не обмеженим зни-
зу, i основний стан системи стає невизначеним. В
цьому випадку немає нiякого сенсу користуватися
розкладами типу (5), (6), якi стають невизначени-
ми. В той самий час розгляд цiєї задачi у першо-
му порядку за теорiєю збурень також не має сен-
су, бо знову дає для енергiї результат (9), який не
має нiякого вiдношення до кiнцевої вiдповiдi. Вiд-
значимо також вiдомий важливий приклад задачi
трьох частинок у границi нульового радiуса сил [8].
Зауважимо, що границю нульового радiуса сил на
мовi потенцiалiв можна було б iнтерпретувати як
притягування мiж частинками iз 𝛿-подiбними (ти-
пу (2)) потенцiалами взаємодiї, але такої iнтенсив-
ностi притягування, яка при 𝜀 → 0 також прямує
до нуля по закону, який дозволяє зафiксувати скiн-
ченну (наперед задану) енергiю зв’язаного стану
двох частинок. Але навiть для такого “послабле-
ного” варiанта 𝛿-подiбного потенцiалу притягання
в системi трьох (а тим паче бiльшого числа) части-
нок спостерiгатиметься колапс. Детально колапс в
системi трьох частинок у границi нульового радiу-
са сил у тривимiрному просторi дослiджено в ро-
ботах [9, 10], в яких навiть встановлено, по якому
закону рiвнi енергiї (кiлькiсть яких стає нескiнчен-
ною) прямують до мiнус безмежностi, i передбаче-
нi основнi спiввiдношення сформульованого пiзнi-
ше вiдомого ефекту Єфiмова.

Висновки, отриманi для задачi (3) як для вiд-
штовхувального, так i для притягувального 𝛿-
потенцiалiв, цiлком пiдтверджуються iншими при-
кладами подiбних задач (зокрема, крiм згаданого
вище прикладу взаємодiї в зовнiшнiй областi у ви-
глядi сферичної ями, можна взяти iншi приклади,

що розв’язуються точно, такi як 𝐷-вимiрний ку-
бiчний ящик з нескiнченними стiнками, кулонiв-
ський потенцiал, на чому ми не зупиняємося зара-
ди економiї мiсця). В усiх подiбних випадках роз-
бiжнiсть (при 𝐷 ≥ 2) рядiв типу (6) приводить
до результатiв, аналогiчних до (8). Основний ви-
сновок дощо неефективностi вiдштовхувального 𝛿-
потенцiалу у випадку 𝐷 ≥ 2 залишається спра-
ведливим. Зауважимо, що для задач iз зовнiшнi-
ми потенцiалами, якi породжують скiнченну кiль-
кiсть дискретних рiвнiв плюс неперервний спектр,
при розглядi узагальнених виразiв типу (6) з до-
датковим (до суми по дискретному спектру) iнте-
гралом по неперервному спектру, всi основнi ви-
сновки щодо неефективностi 𝛿-потенцiалу залиша-
ються в силi.

В наступному роздiлi ми дамо доведення наведе-
них вище попереднiх мiркувань на основi варiацiй-
ного принципу при досить загальних припущеннях
щодо гамiльтонiана, що мiстить вiдштовхування у
виглядi 𝛿-потенцiалу.

3. Доведення
на основi варiацiйного принципу

Ми розглянемо детально спочатку найбiльш тон-
кий для доведення випадок 𝐷 = 2 (вiн є “критич-
ним” випадком, оскiльки для 𝐷 < 2 вiдштовху-
вальний 𝛿-потенцiал стає ефективним i впливає на
фiзичнi спостережуванi та змiнює хвильовi функ-
цiї). Щодо гамiльтонiана системи, незбуреного 𝛿-
потенцiалом, ми залишаємо найзагальнiшi припу-
щення, аби хвильовi функцiї незбуреної задачi бу-
ли обмеженими при 𝑟 = 0, що справедливо для
широкого класу звичайних потенцiалiв 𝑉 (𝑟). Не-
хай у системi є основний зв’язаний стан з енер-
гiєю 𝐸0 та хвильовою функцiєю 𝜓0 (𝑟), iснування
якого зумовлене наявнiстю потенцiалу 𝑉 (𝑟). Маю-
чи на увазi попереднiй розгляд можливого впливу
𝛿-потенцiалу на систему i розумiючи, що принци-
пово важливим є врахування поведiнки хвильової
функцiї на малих вiдстанях, для варiацiйної оцiн-
ки енергiї основного стану будуємо пробну функ-
цiю 𝜓 (𝑟) у виглядi

𝜓 (𝑟) = 𝑓 (𝑟)𝜓0 (𝑟), (10)

де кореляцiйний фактор виберемо у формi 𝑓 (𝑟) ≡
≡ 1 − exp

(︁
− (𝛽𝑟)

1/𝛼
)︁
, в якому параметр 𝛼 =

= 𝛼(𝛽) – необмежено зростаюча функцiя вiд 𝛽

1180 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 12



Про неефективнiсть вiдштовхувальних 𝛿-потенцiалiв

(тобто 𝛼 (𝛽) −−→
𝛽→∞

∞). Опускаючи загальний аналiз
можливих залежностей 𝛼 = 𝛼 (𝛽), ми обмежимося
одним прикладом 𝛼 ≡ ln (ln𝛽), достатнiм для до-
ведення нашого твердження. Позначимо через 𝐸0

енергiю, а через 𝜓0 (𝑟) – вiдповiдну хвильову функ-
цiю основного стану незбуреної (𝛿-потенцiалом) за-
дачi. Варiацiйну оцiнку на хвильових функцiях
(10) для енергiї основного стану, що вiдповiдає
гамiльтонiану з додатковим вiдштовхувальним 𝛿-
потенцiалом, можна подати у виглядi:

𝐸 ≤
∫︀
𝜓* (𝑟)

(︀
− 1

2△+ 𝑉 (𝑟) + 𝑔𝛿 (r)
)︀
𝜓 (𝑟) 𝑑r∫︀

|𝜓 (𝑟)|2 𝑑r
≡

≡ 𝐸0 +
1
2

∫︀
|𝜓0 (𝑟)|2 (∇𝑓 (𝑟))2 𝑑r∫︀
|𝜓0 (𝑟)|2 𝑓2 (𝑟) 𝑑r

, (11)

де iнтегрування ведеться по двовимiрному просто-
ру. Зауважимо, що 𝛿-потенцiал сам по собi дає ну-
льовий внесок в чисельнику (11) завдяки властиво-
стi кореляцiйного фактора 𝑓 (0) = 0. Але, завдяки
тому ж кореляцiйному фактору, в (11) виникає до-
датковий до 𝐸0 доданок вiд оператора кiнетичної
енергiї. Якщо нормована хвильова функцiя незбу-
реної задачi обмежена, |𝜓0 (𝑟)|2 ≤ 𝐶0 (що справед-
ливо для будь-якого несингулярного гамiльтонiа-
на), то iнтеграл нормування в знаменнику в (11)
при 𝛽 → ∞ прямує до одиницi:∫︁

|𝜓 (𝑟)|2 𝑑r−−→
𝛽→∞

1 +𝒪
(︂
𝛼Γ (2𝛼)

𝛽2

)︂
−−→
𝛽→∞

1, (12)

завдяки 𝛼 = ln (ln𝛽) i асимптотичним властивос-
тям Γ (𝑧)-функцiї. Розглянемо тепер iнтеграл в чи-
сельнику виразу (11):

1

2

∫︁
|𝜓0 (𝑟)|2 (∇𝑓 (𝑟))2 𝑑r ≤ 1

2
𝐶0

∫︁
(∇𝑓 (𝑟))2 𝑑r =

=
𝜋𝐶0

4𝛼
. (13)

Отже, ми маємо 𝐸 ≤ 𝐸0 + 𝜋𝐶0

4𝛼 −−→
𝛽→∞

𝐸0. Оскiльки
вiдштовхувальний 𝛿-потенцiал мiг би зсувати рi-
вень енергiї лише вгору, тобто 𝐸 ≥ 𝐸0, ми оста-
точно отримуємо 𝐸 = 𝐸0 у двовимiрному випадку.

Для просторiв бiльшої вимiрностi доведення
суттєво спрощується, оскiльки чим бiльше 𝐷, тим
бiльш суттєву роль вiдiграє фазовий множник при
iнтегруваннi на малих вiдстанях. Вже для 𝐷 > 2
достатньо для пробної хвильової функцiї у виглядi

(10) вибрати бiльш простий кореляцiйний множ-
ник, наприклад,

𝑓 (𝑟) = 1− exp
(︁
− (𝑟/𝑏)

2
)︁
, (14)

i попрямувати 𝑏 до нуля в кiнцевих виразах. Вико-
ристовуючи саме такий кореляцiйний фактор, ми
розглянемо проблему ефективностi 𝛿-потенцiалу у
випадку 𝐷 > 2 в задачах за участю 𝑁 частинок.
Для варiацiйної оцiнки енергiї основного стану сис-
теми ми використаємо пробну варiацiйну функцiю
у виглядi

Ψ = Ψ0𝐹 (𝑟12, 𝑟13, ...) = Ψ0

𝑁∏︁
𝑖>𝑗=1

𝑓 (𝑟𝑖𝑗), (15)

де парнi кореляцiйнi фактори 𝑓 (𝑟𝑖𝑗) мають вигляд
(14), а функцiя Ψ0 – хвильова функцiя основно-
го стану гамiльтонiана 𝐻0, який вiдрiзняється вiд
(1) вiдсутнiстю доданка 𝛿𝑉 = 𝑔

∑︀𝑁
𝑖>𝑗=1 𝛿 (r𝑖𝑗). Для

енергiї основного стану задачi (1) отримаємо варi-
ацiйну оцiнку (подiбну до (11)):

𝐸 ≤ 𝐸0 +

1
2𝑚

𝑁∑︀
𝑖=1

∫︀
(𝑑r)

𝑁 |Ψ0|2
(︁
(∇𝑖𝐹 )

2
+ 𝛿𝑉 𝐹 2

)︁
∫︀
(𝑑r)

𝑁 |Ψ0|2 𝐹 2
=

= 𝐸0 +

1
2𝑚

𝑁∑︀
𝑖=1

∫︀
(𝑑r)

𝑁 |Ψ0|2 (∇𝑖𝐹 )
2

∫︀
(𝑑r)

𝑁 |Ψ0|2 𝐹 2
. (16)

Потенцiал 𝛿𝑉 зникає з чисельника виразу (16)
завдяки властивостям кореляцiйного фактора, на
квадрат якого вiн домножується: 𝐹 = 0, як тiльки
якась парна вiдстань 𝑟𝑖𝑗 = 0. Знову пiдкреслимо,
що доданок до енергiї 𝐸0 в (16) виникає за раху-
нок дiї оператора кiнетичної енергiї на кореляцiй-
нi фактори. Ми опустимо безпосереднi обчислен-
ня похiдних вiд 𝐹 i оцiнку iнтегралiв в (16) при
𝑏→ 0, а наведемо лише кiнцеву оцiнку для енергiї
(у звичайному припущеннi, що квадрат хвильової
функцiї незбуреної задачi |Ψ0|2 ≤ 𝐶0):

𝐸 ≤ 𝐸0 +𝒪
(︀
𝑏𝐷−2

)︀
, (17)

що при 𝑏 → 0 прямує до 𝐸 ≤ 𝐸0, причому тим
швидше, чим вища вимiрнiсть простору. Оскiльки
апрiорi зрозумiло, що вiдштовхувальний потенцiал
𝛿𝑉 може привести лише до результату 𝐸 ≥ 𝐸0,
остаточно маємо 𝐸 = 𝐸0.
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Вiдзначимо, що у випадку 𝐷 = 2 для доведення
можна взяти кореляцiйний фактор, використаний
в (10) для задачi двох частинок, i повторити на-
веденi мiркування для системи 𝑁 частинок. Але
замiсть (17) в цьому випадку отримаємо оцiнку ти-
пу (13).

Зауважимо, що отриманi результати щодо не-
ефективностi вiдштовхувального 𝛿-потенцiалу у
просторах 𝐷 ≥ 2 вiдносно просто узагальнюю-
ться на збудженi енергетичнi стани. Для цього дос-
татньо прийняти до уваги, що варiацiйнi хвильовi
функцiї 𝑛-го збудженого стану повиннi бути орто-
гональними до функцiй, що вiдповiдають нижчим
рiвням. А це для функцiй типу (10) або (15) (iз за-
мiною Ψ0 на Ψ𝑛) у границi, коли радiус кореляцiй
прямує до нуля, виконується автоматично завдяки
ортогональностi функцiй незбуреної задачi.

Важливо розумiти, що вiдштовхувальний 𝛿-
потенцiал не впливає i на iншi фiзичнi спостере-
жуванi. Зокрема, в [11] показано, що у двовимiр-
ному випадку (найбiльш тонкому для доведення)
вiдштовхувальний 𝛿-потенцiал не впливає на фази
розсiяння. Це означає, що для 𝐷 > 2 отриманий
результат справедливий тим паче, що, на жаль, в
[11] не пiдкреслюється. Якщо ж вiдштовхувальний
𝛿-потенцiал не впливає нi на спектр, нi на фази
розсiяння, то такий потенцiал є неефективним для
𝐷 ≥ 2.

4. Висновки

Таким чином, для квантових систем частинок, до
взаємодiї мiж якими входять 𝛿-потенцiали, у 𝐷-
вимiрному просторi для 𝐷 ≥ 2 встановлено не-
ефективнiсть вiдштовхувальних дельта-потенцiа-
лiв взаємодiї. Розгляд таких задач у першому по-
рядку за теорiєю збурень дає хибнi результати.
Послiдовне врахування кореляцiй на малих вiд-
станях показує, що такi потенцiали не впливають
на енергетичний спектр i iншi фiзичнi спостере-
жуванi. З iншого боку, вiдомо, що притягувальнi
дельта-потенцiали у випадку 𝐷 ≥ 2 призводять до
колапсу в системi. Отже, дельта-потенцiали ефек-
тивнi лише для одновимiрних задач. А для систем
у просторах вимiрностi 𝐷 ≥ 2 i в точнiй постановцi

задачi взагалi не має сенсу вживати такого сорту
потенцiали взаємодiї.
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О НЕЭФФЕКТИВНОСТИ
ОТТАЛКИВАТЕЛЬНЫХ 𝛿-ПОТЕНЦИАЛОВ
В МНОГОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Р е з ю м е

Показано, что 𝛿-подобные отталкивательные потенциалы
взаимодействия при полном учете корреляций являются не-
эффективными для произвольной 𝑁 -частичной квантовой
системы в 𝐷-мерном пространстве при 𝐷 ≥ 2.

I.V. Simenog, B.E.Grinyuk, M.V.Kuzmenko

ON INEFFICIENCY OF REPULSIVE
𝛿-POTENTIALS IN MULTIDIMENSIONAL SPACES

Р е з ю м е

A complete account of correlations has been shown to make
𝛿-like repulsive interaction potentials inefficient for any 𝑁 -
particle quantum system in the 𝐷-dimensional space with
𝐷 ≥ 2.
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