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ЕНЕРГЕТИЧНI ТЕРМИ ТА ДIАГРАМИ СТАБIЛЬНОСТI
ДЛЯ 2𝐷 ЗАДАЧI ТРЬОХ ЗАРЯДЖЕНИХ ЧАСТИНОКУДК 539

Для двовимiрних кулонiвських систем типу симетричних трiонiв 𝑋𝑋𝑌 у варiацiйному
пiдходi отримано симетричний та антисиметричний терми. Дано якiсне пояснення
дiаграм стабiльностi та певних аномалiй в 2𝐷 просторi на основi адiабатичного на-
ближення Борна–Опенгаймера. Виконано аналiз отриманих для довiльної вимiрностi
простору асимптотик енергетичних термiв на великих вiдстанях, i запропоновано
апроксимацiйнi формули для 2𝐷 термiв. Встановлено аномальну залежнiсть муль-
типольних моментiв вiд вимiрностi простору у випадку сферично-симетричного поля.
Проведено кiлькiсне порiвняння основних результатiв для 2𝐷 i 3𝐷 задач двох кулонiв-
ських центрiв.
К люч о в i с л о в а: енергетичнi терми, дiаграми стабiльностi, кулонiвськi системи, варi-
ацiйний пiдхiд, наближення Борна–Опенгаймера, вимiрнiсть простору.

1. Вступ

Двовимiрнi задачi для кулонiвських систем вини-
кають в самих рiзноманiтних фiзичних пробле-
мах: для шаруватих та приповерхневих матерiа-
лiв, у фiзицi графену та у зв’язку з загальними
проблемами вивчення залежностей фiзичних спо-
стережуваних вiд вимiрностi простору (див., на-
приклад, [1, 2]). Дослiдження умов появи зв’яза-
них станiв у двовимiрнiй задачi трьох заряджених
частинок, в порiвняннi з задачею в 3𝐷 просторi
[3, 4], виявили певнi важливi аномалiї в 2𝐷 про-
сторi, особливо в молекулярному режимi [5]. Це
викликає необхiднiсть бiльш ясного розумiння на
фiзичному рiвнi таких двовимiрних особливостей,
якi вiдсутнi в стандартнiй постановцi задач у три-
вимiрному просторi. В молекулярному режимi 3𝐷
задачi для симетричного трiона XXY, коли факти-
чно ми маємо справу з двома кулонiвськими цен-
трами, ця проблема досить повно вивчена (див.,
зокрема, [6–8]). На сьогоднi окремi результати для
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асимптотик енергетичних термiв на малих та ве-
ликих вiдстанях вже отримано i для двох кулонiв-
ських центрiв в 2𝐷 просторi [1, 2], але використа-
ння термiв для вивчення дiаграм стабiльностi ще
потребують окремого розгляду.

У данiй роботi було розраховано енергетичнi
терми у достатньо точному варiацiйному пiдходi
без використання роздiлення змiнних, який можна
поширити на бiльш складнi системи. Запропонова-
но апроксимацiйнi формули для термiв з урахува-
нням асимптотичних формул для великих та ма-
лих вiдстаней мiж центрами i обговорено специфi-
чнi особливостi термiв для рiзних вимiрностей про-
стору. Отриманi терми використано для аналiзу дi-
аграм стабiльностi на площинi маса-заряд (𝑚,𝑍) в
адiабатичному наближеннi Борна–Опенгаймера.

2. Варiацiйний розрахунок
енергетичних термiв

Гамiльтонiан двовимiрної (2𝐷) симетричної задачi
𝑋𝑋𝑌 трьох заряджених частинок є

�̂� =
𝑝21 + 𝑝22
2𝑚

+
𝑝23
2

+
1

𝑟12
− 𝑍

(︂
1

𝑟13
+

1

𝑟23

)︂
, (1)
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де будемо вважати для iзольованих малих систем
за кулонiвський потенцiал для плоскої задачi стан-
дартний вираз

𝑉C =
1

𝑟
. (2)

Вiдносно досить делiкатних питань вибору потен-
цiалу взаємодiї мiж зарядженими частинками в
низьковимiрних системах тут обмежимося лише
зауваженням, що ця проблема в тонких плiвках
розглядалася ще Келдишем в [9], i на бiльш спро-
щеному рiвнi у [10], а також у бiльш сучасних до-
слiдженнях [11]. Використання потенцiалу (2) для
малих систем заряджених частинок на площинi
(2𝐷 задача) можна виправдати тим, що система
як би помiщена в тонкий шар, тобто рух систе-
ми в одному з напрямкiв обмежено дуже вузькою
i глибокою квантовою ямою. Товщина цього ша-
ру не фiгурує в подальших розрахунках, але її
допустимi значення можуть бути оцiненi з вигляду
енергетичних термiв. Наявнiсть скiнченної товщи-
ни буде деформувати енергетичнi терми двовимiр-
ної задачi лише на вiдстанях порядку цiєї товщи-
ни, при цьому вiдштовхувальна область на малих
вiдстанях не впливає суттєво на коливний спектр
терму. Таким чином, товщина шару повинна бу-
ти меншою, нiж вiдштовхувальна область терму
(вiдстань 𝑅0, що наведена в табл. 1), тодi енерге-
тичний спектр системи не буде суттєво вiдрiзня-
тись вiд двовимiрної задачi. Отже вважаємо, що в
напрямку 𝑦, перпендикулярному до площини, рух
заморожено i вiдстань на площинi задається як

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑧2. (3)

Перепишемо (1) у системi центра мас у вiдно-
сних координатах

R = (r1 − r2)𝑍

(︂
1 +

1

2𝑚

)︂−1

,

r =

(︂
r3 − r1 + r2

2

)︂
𝑍

(︂
1 +

1

2𝑚

)︂−1

,

(4)

де R – вiдносна координата мiж однаковими ча-
стинками. Тодi рiвняння Шрьодiнгера (р.Ш.) має
вигляд{︂
− 1

𝑚+ 1/2
Δ𝑅 − 1

2
Δ𝑟 +

1

𝑍𝑅
− 1

|r−R/2|
−

− 1

|r+R/2|

}︂
Ψ(𝑟,𝑅) = 𝜖Ψ(𝑟,𝑅), (5)

що зручно для роздiльного аналiзу швидкого еле-
ктронного руху за координатою r та повiльного
коливного руху за координатою R в молекуляр-
ному режимi, коли 𝑚 ≫ 1. Енергiя 𝐸 задачi (1)
визначається через енергiю рiвняння (5) 𝜖 таким
чином:

𝐸 =
2𝑚𝑍2

1 + 2𝑚
𝜖. (6)

Розглянемо молекулярний режим з двома важки-
ми частинками, коли можна використати адiабати-
чне наближення Борна–Опенгаймера (БО) з роздi-
ленням швидких електронних та повiльних колив-
них рухiв:

Ψ(r,R) ≈ Φ(r,R)𝜒(R), (7)

де Φ(r,R) — електронна хвильова функцiя по
швидкiй координатi r для фiксованих R. То-
дi р. Ш. для електронної динамiки є двовимiр-
ною двоцентровою кулонiвською задачею на вла-
снi значення:{︂
−1

2
Δ𝑟 −

1

|r|
− 1

|r+R|

}︂
Φ(r,R) = 𝑈(𝑅)Φ(r,R)

(8)

для визначення термiв 𝑈(𝑅). Окрiм того, терми
𝑈(𝑠,𝑎)(𝑅) ще вiдповiдають симетричним 𝑠 чи анти-
симетричним 𝑎 станам вiдносно перестановок то-
тожних кулонiвських центрiв. Зауважимо, що дво-
центрова задача (8) може бути розглянута i для
довiльної вимiрностi простору, що становить iнте-
рес для аналiзу специфiчних особливостей розв’яз-
кiв залежно вiд вимiрностi i проливає свiтло на
аномалiї в 2𝐷 задачi. Для визначення енергети-
чних станiв у наближеннi БО в р.Ш для коливних
спектрiв використовується терми як ефективнi по-
тенцiали взаємодiї{︂
− 1

𝑚+ 1/2
Δ𝑅 +

1/𝑍 − 1

𝑅
+ 𝑉(𝑠,𝑎)(𝑅)

}︂
𝜒𝑛(𝑠,𝑎)(𝑅) =

= 𝜀𝜒𝑛(𝑠,𝑎)(𝑅), (9)

де

𝑉(𝑠,𝑎)(𝑅) = 𝑈(𝑠,𝑎)(𝑅)− 𝑈(𝑠,𝑎)(∞) +
1

𝑅
. (10)

Для знаходження термiв 𝑈(𝑅) iз двоцентрової
задачi (8) стандартно розглядається роздiлення
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змiнних в елiпсоїдальних координатах (див., на-
приклад, [8] для тривимiрної задачi та [2] для дво-
вимiрної задачi) i при цьому для двох одновимiр-
них рiвнянь аналiзуються розв’язки на сумiснiсть.
В данiй роботi ми використаємо для знаходжен-
ня розв’язкiв двоцентрової 2𝐷 задачi (8) альтерна-
тивний варiацiйний метод з перспективою в май-
бутньому поширити такий пiдхiд на релятивiстськi
задачi, задачi з бiльшою кiлькiстю центрiв та для
систем з бiльшою нiж 3 кiлькiстю частинок, де
вже на роздiлення змiнних годi сподiватися. Для
знаходження власних значень задачi (8) для рi-
зних вiдстаней 𝑅 мiж центрами використаємо варi-
ацiйний метод Гальоркiна з базисними функцiями
(природно з порушенням сферичної чи полярної
симетрiї):
𝜑𝑖 = 𝑒−𝑎𝑖𝑥

2
(︁
𝑒−𝑏𝑖𝑧

2

+ 𝑠𝑒−𝑏𝑖(𝑧+𝑅)2
)︁
, (11)

де 𝑠 = ±1 для симетричних 𝑠 та антисиметричних
𝑎 станiв вiдносно перестановки центрiв. Крiм то-
го, для бiльшої загальностi ми будемо розглядати
𝑑-вимiрну задачу (основнi ж розрахунки тут буде
зроблено для 2𝐷 задачi) для довiльної вимiрностi
простору, коли за координату мiж центрами ми ви-
брали 𝑧, поперечних координат 𝑥𝑖 (𝑑−1) кiлькiсть
з поперечною вiдстанню

𝑥2 =

𝑑−1∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 . (12)

Повна варiацiйна функцiя задається як

Φ =

𝐾∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖𝜑𝑖, (13)

а вiдповiднi спектри для термiв двоцентрової зада-
чi (8) та власних функцiй знаходяться iз розв’язкiв
систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
𝐾∑︁
𝑗=1

𝑁𝑗

{︁
⟨𝜑𝑖
⃒⃒⃒
�̂� − 𝐸

⃒⃒⃒
𝜑𝑗⟩
}︁
= 0, 𝑖 = 1,𝐾. (14)

Вiдзначимо, що у (8) та (11) для зручностi подаль-
ших розрахункiв початок координат помiщено в
один з центрiв, а не посерединi мiж центрами, як
виглядає природним. Тодi загальна енергетична
матриця для 𝑑-вимiрної задачi (𝑑 > 1) у (14) на
базисних функцiях (11) буде

⟨𝜑𝑖|𝐻 − 𝐸|𝜑𝑗⟩ = (𝑑− 1)
𝑎𝑖𝑎𝑗

𝑎(𝑑+1)/2𝑏1/2
×

0.82

0.0
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R

Рис. 1. Симетричний електронний терм (𝑉𝑠(𝑅) = 𝑈𝑠(𝑅)+

+2,0 + 1/𝑅)

×
(︂
1 + 𝑠 exp

{︂
−𝑏

𝑖𝑏𝑗

𝑏
𝑅2

}︂)︂
+

𝑏𝑖𝑏𝑗

𝑎(𝑑−1)/2𝑏3/2
×

×
(︂
1 + 𝑠

(︂
1− 2𝑏𝑖𝑏𝑗

𝑏
𝑅2

)︂
exp

{︂
−𝑏

𝑖𝑏𝑗

𝑏
𝑅2

}︂)︂
−

−𝐼 − 𝐸

(︂
1 + 𝑠 exp

{︂
−𝑏

𝑖𝑏𝑗

𝑏
𝑅2

}︂)︂
𝑎(𝑑−1)/2𝑏1/2

, (15)

де однократний iнтеграл 𝐼 для потенцiальної енер-
гiї двох центрiв визначений як

𝐼 =
4√
𝜋

1∫︁
0

𝑑𝑥
𝑥𝑑−2(2− 𝑥2)(𝑑−3)/2√︀
(𝑎+ (𝑏− 𝑎)(1− 𝑥2)2)

×

×
{︂
1 + exp

{︀
−𝑏(1− 𝑥2)2𝑅2

}︀
+ 𝑠×

×
(︂
exp

{︂
−𝑏

𝑗(𝑏𝑖 + 𝑏𝑗(1− 𝑥2)2)

𝑏
𝑅2

}︂
+

+exp

{︂
−𝑏

𝑖(𝑏𝑗 + 𝑏𝑖(1− 𝑥2)2)

𝑏
𝑅2

}︂)︂}︂
. (16)

Особливостi розв’язку задачi (14) в адiабатично-
му наближеннi БО аналогiчнi проблемам розв’яз-
ку задачi трьох частинок [5] незважаючи на тру-
днощi з чисельними розрахунками iнтегралiв (16),
на чому ми не будемо зупинятися. В результа-
тi розрахункiв отримано для 2𝐷 задачi найниж-
чi терми (основнi стани) в симетричному та анти-
симетричному станах, якi наведено на рис. 1 та
2 вiдповiдно. Результати розрахунку для симетри-
чного терму повнiстю узгоджуються з результатом
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Рис. 2. Антисиметричний електронний терм (𝑉𝑎(𝑅) =

= 𝑈𝑎(𝑅) + 2,0 + 1/𝑅)

з [12], отриманим iншим чином. Зауважимо, що
в данiй постановцi задачi вiдсутня полярна (сфе-
рична) симетрiя i в загальному планi класифiка-
цiя всiх станiв може бути виконана в гiперсферо-
їдальних координатах, де реалiзується повне роз-
дiлення змiнних (див. [1, 2, 12]). Для зручностi ми
представили терми (10) так, щоб на безмежностi
по 𝑅 вони занулялись, як це зручно для ефектив-
них потенцiалiв взаємодiї. Тут 𝑈(𝑠,𝑎)(∞) = −2,0 –
енергiя основного стану одного центра (атома во-
дню), що є двочастинковим порогом розвалу. На-
голосимо, що обидва терми 𝑉(𝑠,𝑎)(𝑅) 2𝐷 задачi в
найнижчих станах на значних вiдстанях (𝑅 ≫ 1)
залишаються вiд’ємними (притягування) i в грани-
цi безмежних вiдстаней двократно-виродженими
(оскiльки двоцентрова задача), як це має мiсце
i в 3𝐷 просторi. На малих вiдстанях (об’єднанi
два центри i 𝑈(𝑠)(0) = −8, 𝑈(𝑎)(0) = −8/9) тер-

Таблиця 1. Параметри симетричного (𝑠)
та антисиметричного (𝑎) термiв в 2𝐷 та 3𝐷 задачах

𝑠

𝑅min 𝑉min 𝑅0 𝑅13

2𝐷 0,51357 −0,820 0,2391 0,5821
3𝐷 1,99719 −0,102635 1,10

𝑎

𝑅min 𝑉min 𝑅0 𝑅13

2𝐷 5,59 −4, 235 · 10−4 4,625 3,9994
3𝐷 12,55 −6, 08 · 10−5 10,69

ми 𝑉(𝑠,𝑎)(𝑅 → 0) є додатними (вiдштовхування),
завдяки наявностi вiдштовхувального кулона мiж
однаковими центрами.

Характернi параметри симетричного та антиси-
метричного 2𝐷 термiв (притягувальних потенцi-
альних ям) показано в табл. 1, де також да-
но порiвняння з вiдповiдними параметрами 3𝐷
задачi з [4]. Тут наведено положення мiнiмумiв
(𝑅min) значення термiв (𝑉min) в мiнiмумi та вiд-
стань 𝑅0, бiльше якої терми вiд’ємнi. Пiдкресли-
мо, що симетричний 2𝐷 терм майже у вiсiм ра-
зiв глибший (бiльш сильний зв’язок) за 3𝐷 терм,
а його положення приблизно у чотири рази мен-
ше вiдповiдно. При цьому вiдстань 𝑅0 для 2𝐷 та-
кож приблизно у чотири рази менша, нiж для 3𝐷
задачi. Для антисиметричного 2𝐷 терму значен-
ня в мiнiмумi аномально велике порiвняно з 3𝐷
термом, але значно менше значення симетрично-
го терму. Тобто, як i для 3𝐷 простору, умови для
появи антисиметричних станiв значно бiднiшi вiд
умов для iснування симетричних станiв для зада-
них значень заряду 𝑍 та маси 𝑚, але в 2𝐷 просторi
антисиметричний терм вiдповiдає значно бiльшо-
му притягуванню, нiж для 3𝐷 стану.

Вiдзначимо, що середньоквадратичнi вiдстанi
мiж легкою третьою частинкою та одним iз цен-
трiв 𝑅31 в набл. БО, якi визначимо на електронних
функцiях Φ(r,Rmin) як

𝑅2
31 ≡ ⟨𝑅2

31⟩ =
∫︁
𝑑r𝑅2

31Φ
2(r,Rmin)/

∫︁
𝑑rΦ2(r,Rmin)

(17)

в точцi 𝑅min для симетричного основного терму
задовольняють аномальне спiввiдношення

𝑅31 > 𝑅min, (18)

яке було виявлено в тричастинкових розрахунках
у роботi [5]. Тобто, для великих мас двох центрiв
у молекулярних системах пiдтверджується факт,
що вiдстань вiд легкої частинки до притягувально-
го центра в 2𝐷 задачi стає бiльшою, нiж вiдстань
мiж вiдштовхувальними центрами (яку визначи-
мо як 𝑅min). У випадку ж 3𝐷 задачi реалiзується
природне спiввiдношення 𝑅31 < 𝑅min. Для антиси-
метричного стану в 2𝐷 задачi як у тричастинкових
розрахунках [5], так i в наближеннi БО, також має
мiсце природне спiввiдношення.
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Корисно тут також зауважити, що для подаль-
шого розгляду коливних станiв у наближеннi БО
має сенс розглядати лише наведенi терми для си-
метричного та антисиметричного основних станiв,
оскiльки всi iншi збудженi терми лежать вище дво-
частинкового порога розвалу 𝐸0(2) = −2,0. На
рис. 3 наведено як основнi терми 𝑠0 та 𝑎0, так i
збуджений симетричний терм 𝑠1 (для зручностi в
позначеннi 𝑈(𝑅)) зсунутi на енергiю двочастинко-
вого порога i без зсуву на кулонiвський потенцi-
ал, аналогiчно 3𝐷 задачi, звiдки видно, що лише
основнi терми можуть вiдповiдати за появу зв’яза-
них станiв у рiвняннi (9).

3. Асимптотики термiв

Розглянемо асимптотики 2𝐷 термiв на великих
та малих вiдстанях iз р. Ш. (8) i по можливо-
стi з ширшим узагальненням на довiльну вимiр-
нiсть простору 𝑑. Ця задача вже розглядалась в
серiї робiт Лазура зi спiвробiтниками [1,2] i ми тут
лише придiлимо бiльше уваги фiзичним виснов-
кам. Двоцентрова кулонiвська 𝑑-вимiрна задача в
гiперсфероїдальних координатах (двi координати
𝜉 = (𝑟1 + 𝑟2)/𝑅 i 𝜂 = (𝑟1 − 𝑟2)/𝑅 та (𝑑− 2) кутових
змiнних в повнiй аналогiї з тривимiрним просто-
ром (див., наприклад, [4, 12]) допускає роздiлення
всiх змiнних. В просторi координат 𝜉 i 𝜂 для най-
нижчих не залежних вiд кутiв станiв задача зво-
диться до системи двох одновимiрних рiвнянь на
сумiснiсть

(𝜉2 − 1)
𝑑2𝑋

𝑑𝜉2
+ 2𝜎𝜉

𝑑𝑋

𝑑𝜉
+

+

(︂
𝐸𝑅2

2
(𝜉2 − 1) + 2𝑅(𝜉 − 1) + 2𝑅+𝑅𝐴

)︂
𝑋 = 0,

(1− 𝜂2)
𝑑2𝑌

𝑑𝜂2
− 2𝜎𝜂

𝑑𝑌

𝑑𝜂
+

+

(︂
𝐸𝑅2

2
(1− 𝜂2)−𝑅𝐴

)︂
𝑌 = 0,

(19)

де 𝜉 ≥ 1 i −𝑅 < 𝜂 < 𝑅, 𝑈(𝑅) – терм, 𝐴 – параметр
роздiлення, а 𝜎 = (𝑑 − 1)/2 – визначає вимiрнiсть
простору.

Система одновимiрних рiвнянь (19) у всiх вiдно-
шеннях аналогiчна вiдомiй задачi в 3𝐷 просторi i
для аналiтичного розв’язку стандартно може бу-
ти побудована теорiя збурень як для великих вiд-
станей 𝑅, так i для малих вiдстаней 𝑅. Для ве-
ликих вiдстаней, де симетричний та антисиметри-
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0.0

10/9

16/9
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R

Рис. 3. Основнi (𝑠0, 𝑎) та збуджений (𝑠1) електроннi терми

чний терми з експоненцiйною точнiстю виродженi,
зручно ввести змiннi 𝜉 = 1 + 2𝑥

𝑅 , 𝑥 ≥ 0, 𝜂 = 1− 2𝑦
𝑅 ,

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑅 i з замiною

𝑋 = exp

{︃
−

𝑥∫︁
𝐶(𝑥′)𝑑𝑥′

}︃
, 𝑌 = exp

{︃
−

𝑦∫︁
𝐷(𝑦′)𝑑𝑦′

}︃
(20)

перейти до рiвнянь типу Рiккатi:

𝑥
(︁
1 +

𝑥

𝑅

)︁(︂
−𝑑𝐶
𝑑𝑥

+ 𝐶2

)︂
− 𝜎

(︂
1 +

2𝑥

𝑅

)︂
×

×𝐶 + 2 +𝐴+ 2𝐸𝑥
(︁
1 +

𝑥

𝑅

)︁
+

4𝑥

𝑅
= 0,

𝑦
(︁
1− 𝑦

𝑅

)︁(︂
−𝑑𝐷
𝑑𝑦

+𝐷2

)︂
− 𝜎

(︂
1− 2𝑦

𝑅

)︂
×

×𝐷 −𝐴+ 2𝐸𝑦
(︁
1− 𝑦

𝑅

)︁
= 0.

(21)

Будемо використовувати так звану логарифмiчну
теорiю збурень по малому параметру 1/𝑅, коли
енергiя, параметр роздiлення та розв’язки шукаю-
ться у виглядi степеневих рядiв за малим параме-
тром 1/𝑅 i задовольняють рiвняння типу Рiккатi
(21). Таким чином, отримано iз вiдповiдних реку-
рентних спiввiдношень остаточно степеневий ряд
для симетричного терму основного стану (i виро-
дженого з ним в степеневих наближеннях антиси-
метричного терму) для довiльної вимiрностi 𝑑 > 1
у виглядi

𝑈0(𝑅) = − 1

2𝜎2
− 1

𝑅
− 1

𝑅3

1

2
𝜎2(1− 𝜎2)−

− 1

𝑅4

1

8
𝜎4(1+ 𝜎)(5+ 4𝜎)− 1

𝑅5

3

8
𝜎4(1− 𝜎2)(4− 𝜎2)−

− 1

𝑅6

1

4
𝜎6(1+𝜎)(28+5𝜎−14𝜎2−4𝜎3)+𝑂

(︂
1

𝑅7

)︂
, (22)
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де першi чотири доданки збiгаються з розвинен-
нями з роботи [1]. При цьому логарифмiчнi похi-
днi вiд хвильових функцiй мають в теорiї збурень
вигляд

𝐶(𝑥,𝑅) =
1

𝜎
+

1

𝑅2
𝜎
(︁
𝑥+

𝜎

2
(1 + 𝜎)

)︁
− 1

𝑅3
𝜎𝑥(𝑥+𝜎)+

+
1

𝑅4
𝜎

[︂
𝑥3 + 𝑥2

𝜎

2
(3− 2𝜎)− 𝑥

𝜎2

4

(︂
6𝜎2 +

+7𝜎 − 6

)︂
+

3

8
𝜎3(1− 𝜎2)(2 + 𝜎)

]︂
+𝑂

(︂
1

𝑅5

)︂
, (23)

𝐷(𝑥,𝑅) =
1

𝜎
− 1

𝑅2
𝜎
(︁
𝑦 +

𝜎

2
(1 + 𝜎)

)︁
− 1

𝑅3
𝜎𝑦(𝑦+𝜎)−

− 1

𝑅4
𝜎

[︂
𝑦3 + 𝑦2𝜎

3

2
+ 𝑦

𝜎2

4
(6 + 𝜎)+

+
3

8
𝜎3(1− 𝜎2)(2 + 𝜎)

]︂
+𝑂

(︂
1

𝑅5

)︂
. (24)

Зсув же антисиметричного терму по вiдношенню
до симетричного для довiльної розмiрностi буде
мати експоненцiальний характер:

𝛿𝐸 =
16

𝜎3Γ(𝜎)

(︂
𝑅

2𝜎

)︂𝜎
𝑒−𝑅/𝜎−𝜎

[︂
1 +

𝜎

2𝑅
+𝑂

(︂
1

𝑅2

)︂]︂
(25)

у вiдповiдностi з [1] та [4, 10] (тут Γ(𝜎) – гамма-
функцiя). Зробимо декiлька загальних зауважень.
По-перше, 2𝐷 терми (10) з урахуванням (22) ма-
ють аномальну притягувальну асимптотику (22)
порядку −1/𝑅3. По-друге, асимптотичний ряд
(22), i тим бiльше степеневий ряд бiля експоненти
в (25) завжди розбiжнi за факторiальним законом
(що є загальним правилом, як це вiдомо для широ-
кого кола задач самої рiзної природи в 3𝐷 просто-
рi) i такi ряди можуть служити певною оцiнкою
лише для достатньо великих вiдстаней. По-третє,
з формальної точки зору можна отримати на ком-
п’ютерi i значну кiлькiсть таких степеневих членiв
рядiв (22)–(25), але за великим рахунком це втра-
чає сенс через розбiжнiсть рядiв. До речi, хара-
ктер розбiжностi таких асимптотичних рядiв дещо
послабляється зi зменшенням вимiрностi простору
𝑑. Зокрема, в границi 𝑑 → 1 (пiдкреслимо, що 𝑑
строго бiльше одиницi), якщо б це мало фiзичний
змiст, варто очiкувати гарної апроксимацiї терму
лише першими доданками з (22) навiть для помiр-
них значень вiдстанi 𝑅.

Звернемо увагу на ще один важливий висновок,
що у 2𝐷 просторi вже в першому порядку тео-
рiї збурень мiж нейтральними атомами в основ-
них станах з нульовими кутовими моментами для
потенцiалiв взаємодiї типу Ван-дер-Ваальса на ве-
ликих вiдстанях головною асимптотикою є ано-
мальний вiдштовхувальний закон 𝐶/𝑅5 замiсть
стандартного притягувального закону −𝐴/𝑅6 ( в
3𝐷 просторi). Зокрема, мiж двома атомами во-
дню в 2𝐷 просторi (i для довiльної вимiрно-
стi 𝑑) матимемо на дуже великих вiдстанях вiд-
штовхувальний потенцiал взаємодiї квадруполь-
квадрупольного та квадруполь-дипольного типу

1

𝑅5

[︂
3

4
⟨�̂�2(1)⟩⟨�̂�2(2)⟩+

1

2

(︂
⟨𝑑(1)2⟩⟨�̂�2(2)⟩+

+ ⟨𝑑(2)2⟩ ⟨�̂�2(1)⟩
)︂]︂

=
123

1024

1

𝑅5
.

Бiльше того, така аномальна вiдштовхувальна
асимптотика має суттєве значення для достатньо
великої вимiрностi 𝑑, окрiм тривимiрного просто-
ру, де вона зануляється та для 𝑑 дещо бiльше i
близько до 3, де реалiзується слабка притягуваль-
на асимптотика −𝐶/𝑅5. Нагадаємо, що при цьому
ще наявний вiдцентровий бар’єр кiнематичного по-
ходження (𝑑−3)(𝑑−1)/4𝑅2. Наступний член асим-
птотики −𝐴/𝑅6, породжений другим порядком те-
орiї збурень за диполь-дипольною взаємодiєю, є
завжди притягувальним для довiльної вимiрностi
i, скорiше всього, константа 𝐴 може бути значно
бiльшою вiд константи в порядку −𝐶/𝑅5, так що
прояв вiдштовхувальної асимптотики у зв’язаних
станах для малої вимiрностi може бути сильно по-
давленим. Це пiдкрiплюється ще наявнiстю доцен-
трового протягування кiнематичного походження.

Окремо звернемо увагу на те, що третiй, п’ятий
та частина вiд всiх наступних членiв при непар-
них степенях за оберненим радiусом у (22) є вне-
сками вiд першого порядку теорiї збурень i визна-
чаються середнiми за хвильовою функцiєю одно-
центрової задачi вiд квадруполя (доданок поряд-
ку 1/𝑅3 у (22), який в загальному порядку зану-
ляється лише в 3𝐷 просторi), октуполя (доданок
порядку 1/𝑅5), мультиполя шостого порядку (ча-
стина доданку порядку 1/𝑅7). Доданок порядку
1/𝑅4 є внеском другого порядку теорiї збурень i
вiдображає диполь-дипольну взаємодiю, доданок
порядку 1/𝑅6 є суперпозицiєю в другому порядку
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теорiї збурень внеску вiд диполь-октупольної вза-
ємодiї та квадруполь-квадрупольної взаємодiї, ча-
стина порядку 1/𝑅7 зобов’язана внеску третього
порядку теорiї збурень вiд диполь-квадрупольної
взаємодiї, i т. д. Дiйсно, оскiльки для великих вiд-
станей мiж центрами 𝑅 маємо мультипольне роз-
винення

1

|r−R|
=

1

𝑅

∑︁(︁𝑟
𝑅

)︁𝑘
𝑃𝑘

(︂
(rR)

𝑟𝑅

)︂
=

=
1

𝑅

(︃
1 +

𝑑

𝑅
+

�̂�2

2𝑅2
+
∑︁ �̂�𝑘

𝑅𝑘

)︃
, (26)

де 𝑃𝑘 – полiноми Лежандра вiд косинуса кута
cos(𝜑) = (rR)/|r||R|, 𝑑 = 𝑧 = 𝑟 cos(𝜑) – оператор
дипольного моменту, �̂�2 = (3𝑧2 − 𝑟2) – оператор
квадрупольного моменту, �̂�𝑘 = 𝑟𝑘𝑃𝑘(cos(𝜑)) – опе-
ратори вищих мультипольних моментiв. Тодi сере-
днi за cферично-симетричною кулонiвською хви-
льовою функцiєю основного стану в 𝑑-вимiрному
просторi

𝜓0(𝑟) = 𝐵𝑒−𝑟/𝜎 (27)

вiд парних мультипольних моментiв будуть взага-
лi-то вiдмiнними вiд нуля. Квадрупольний момент
буде (на це вже вказано у роботi [5]):

⟨�̂�2⟩ = ⟨(3𝑧2 − 𝑟2)⟩ = (3− 𝑑)(1 + 𝑑)(𝑑− 1)2

16
(28)

i для 2𝐷 простору (як i в iнтервалi 1 < 𝑑 < 3) ква-
друпольний момент є додатним (система видовже-
на вздовж осi 𝑧), а для 𝑑 > 3 – вiд’ємний (система
сплюснута вздовж 𝑧) i зростає по модулю по за-
кону 𝑧4. Цiкаво, що квадрупольний момент i всi
мультипольнi моменти прямують до нуля, якщо
вимiрнiсть простору прямує до одиницi, що є на-
слiдком колапсу. Наступний, октупольний момент
залежно вiд вимiрностi 𝑑 має вигляд

⟨�̂�4⟩ =
⟨
1

8
(35𝑧4 − 30𝑧2𝑟2 + 3𝑟4)

⟩
=

=
3(𝑑− 1)4(1 + 𝑑)(9− 𝑑2)(5− 𝑑)

2048
(29)

i занулюється для вимiрностi простору 3𝐷 i 5𝐷,
залишаючись додатним для 1 < 𝑑 < 3 i вiд’ємним
для 3 < 𝑑 < 5 (як i всi парнi мультипольнi момен-
ти). Потiм, для 𝑑 > 5 октупольний момент ⟨𝑄4⟩

знову додатний. Загальна формула для ненульо-
вих парних мультипольних моментiв в основному
станi така

⟨�̂�2𝑛⟩ =
(2𝑛− 1)!!

25𝑛𝑛!
(𝑑− 1)2𝑛(𝑑+ 1)(32 − 𝑑2)×

× (52 − 𝑑2)(72 − 𝑑2)...
(︀
(2𝑛− 1)2 − 𝑑2

)︀
(2𝑛+ 1− 𝑑).

(30)

Наслiдком загальної формули (30) є той факт, що
мультипольнi моменти ⟨�̂�2𝑛⟩ в залежностi вiд ви-
мiрностi простору 𝑑 занулюються для непарних
вимiрностей, якщо 𝑑 ≤ 2𝑛 + 1 i 𝑛 разiв осцилю-
ють при 𝑑 > 2𝑛 + 1, а для парних вимiрностей
𝑑 = 2𝑛 вони завжди є ненульовими. Таким чином,
лише у 3𝐷 просторi (та формально для 1𝐷 про-
стору внаслiдок колапсу) всi середнi на сферично-
симетричних хвильових функцiях вiд мульти-
польних моментiв будуть нулями, а для парних
вимiрностей (та iнших непарних та фракталь-
них вимiрностей) — це не так. Для 5𝐷 простору
крiм квадруполя (який є вiд’ємним) всi мультиполi
в сферично-симетричному полi занулюються, для
7𝐷 всi мультиполi занулюються окрiм квадруполя
(який є вiд’ємним) i октуполя (який є додатним),
i т.д. Зауважимо також, що середнє вiд мульти-
польного розвинення (26) представляється розбi-
жними асимптотичними рядами (розбiжними фа-
кторiально) i зi зростанням вимiрностi 𝑑 характер
розбiжностi зростає.

Аналогiчнi закономiрностi спостерiгаються i для
середнiх мультипольних моментiв у збуджених
станах. Так, для першого радiально збудженого
стану кулонiвська хвильова функцiя

Ψ1(𝑟) = 𝐵

{︂
1− 𝑟

𝜎(𝜎 + 1)

}︂
exp

{︂
− 𝑟

𝜎 + 1

}︂
. (31)

Кутова частина залишається такою самою як i для
основного стану i квадрупольний момент буде

⟨1|�̂�2|1⟩ =
(𝑑+ 1)2(𝑑+ 11)(3− 𝑑)

16
, (32)

а октупольний момент такий

⟨1|�̂�4|1⟩ =
3(𝑑+ 1)4(𝑑+ 29)(32 − 𝑑2)(5− 𝑑)

128
(33)

зi всiма загальними закономiрностями, аналогi-
чними основному стану. Для стану з одиничним
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кутовим моментом (𝑃 стан), коли хвильова фун-
кцiя одноцентрової задачi

Ψ𝑃 (𝑟) = 𝐵𝑧 exp

{︂
− 𝑟

𝜎 + 1

}︂
(34)

i енергiя 𝐸1 = −2/(𝑑 + 1)2, то квадрупольний мо-
мент такий:

⟨𝑃 |�̂�2|𝑃 ⟩ =
(𝑑+ 1)2(𝑑+ 3)(7− 𝑑)

16
(35)

i очевидно вiдмiнний вiд нуля для тривимiрної за-
дачi. Октупольний момент

⟨𝑃 |�̂�4|𝑃 ⟩ =
3(𝑑+ 1)4(𝑑+ 5)(32 − 𝑑2)(21− 𝑑)

2048
(36)

i вищi мультипольнi моменти також осцилюють i
занулюються для все бiльшої кiлькостi непарних
значень 𝑑. Знову для парних значень 𝑑 всi мульти-
полi є ненульовими.

Окремої уваги заслуговує урахування дипольної
взаємодiї 𝑧/𝑅2 (другий доданок в (26)) по теорiї
збурень для 2𝐷 простору i довiльних 𝑑 у високих
порядках по малому параметру 1/𝑅2, коли маємо
багатовимiрну задачу Штарка для атома водню в
однорiдному електричному полi:{︂
−1

2
Δ− 1

𝑟
+ 𝜖𝑧

}︂
Ψ = 𝐸Ψ, (37)

де 𝜖 ≡ 1/𝑅2. Розглянемо зсув енергетичного рiвня
для основного стану, коли внески по 𝜖 будуть лише
парних степеней – квадратичний ефект Штарка,
четвертої степенi i т. д. Зауважимо, що квадрати-
чний ефект Штарка вже мiстився у формулi (22)
як четвертий доданок. Як i для тривимiрного ви-
падку (див. [12]) в гiперпараболiчних координатах
реалiзується роздiлення змiнних в рiвняннi (37) i
для незалежного вiд кутiв основного стану маємо
одновимiрну задачу на сумiснiсть:(︂
𝜉
𝑑2

𝑑𝜉2
+ 𝜎

𝑑

𝑑𝜉
+
𝐸

2
𝜉 − 𝜖

4
𝜉2 + 𝛽1

)︂
𝜒(𝜉) = 0,(︂

𝜂
𝑑2

𝑑𝜂2
+ 𝜎

𝑑

𝑑𝜂
+
𝐸

2
𝜂 +

𝜖

4
𝜂2 + 𝛽2

)︂
𝜑(𝜂) = 0,

𝛽1 + 𝛽2 = 1,

(38)

яка формально iдентична до рiвнянь для триви-
мiрного ефекту Штарка iз замiною 1 → 𝜎 = (𝑑−

− 1)/2 у доданках перед першою похiдною. Пiсля
замiни

𝜒 = exp

{︃
−

𝜉∫︁
𝐹 (𝜉′)𝑑𝜉′

}︃
, 𝜑 = exp

{︃
−

𝜂∫︁
𝐺(𝜂′)𝑑𝜂′

}︃
(39)

для основного стану лiнiйнi рiвняння другого по-
рядку зводяться до системи двох нелiнiйних рiв-
нянь першого порядку типу Рiккатi на сумiснiсть.
Система рiвнянь (38) досить зручна для розвитку
теорiї збурень (логарифмiчна теорiя збурень у ви-
глядi рекурентних спiввiдношень), якщо

−𝑑𝐹
𝑑𝜉

+ 𝐹 2 − 𝜎

𝜉
𝐹 +

𝐸

2
− 𝜖

4
𝜉 +

𝛽1
𝜉

= 0,

−𝑑𝐺
𝑑𝜂

+𝐺2 − 𝜎

𝜂
𝐺+

𝐸

2
+
𝜖

4
𝜂 +

𝛽2
𝜂

= 0,

𝛽1 + 𝛽2 = 1

(40)

шукати розв’язки у виглядi степеневих рядiв за
малим параметром 𝜖

𝐹 (𝜖, 𝜁) =
∑︁
𝑛

𝜖𝑛𝐹𝑛(𝜁),

𝐺(𝜖, 𝜂) =
∑︁
𝑛

𝜖𝑛𝐺𝑛(𝜂)
(41)

з коефiцiєнтними функцiями у виглядi полiно-
мiв. Тодi для енергiї з урахуванням лише диполь-
ної взаємодiї отримаємо ненульовi внески в пар-
них порядках теорiї збурень (узагальнений закон
Штарка):

𝐸0 = −1

2
𝜎2− 1

𝑅4

𝜎4

8
(1+𝜎)(5+4𝜎)− 1

𝑅8
𝜎10(1+𝜎)×

× (192𝜎3 + 933𝜎2 + 1550𝜎 + 880) +𝑂

(︂
1

𝑅12

)︂
. (42)

Очевидно, що другий доданок в (42) збiгається з
четвертим доданком за малим параметром 1/𝑅 в
формулi (22). Зауважимо, що ряд (42) за малим
параметром 1/𝑅4 для фiксованих 𝜎 = (𝑑 − 1)/2
також розбiжний за факторiальним законом.

З урахуванням отриманих вище результатiв для
мультиполiв у асимптотичних виразах для тер-
му (22) зауважимо, що наявна асимптотика 1/𝑅3

(поляризовнiсть першого порядку по теорiї збу-
рень) з’являється завдяки квадруполю i є вiд’єм-
ною (притягувальною) для 1 < 𝑑 < 3. Зокрема,
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для 2D задачi, а для 𝑑 > 3 така асимптотика до-
датня (вiдштовхування). Бiльше того, чим бiль-
ша вимiрнiсть простору, тим бiльше вiдштовхува-
ння в асимптотицi 1/𝑅3. Член другого порядку по
диполь-дипольнiй взаємодiї (поляризовнiсть дру-
гого порядку) для основного стану завжди вiдпо-
вiдає притягуванню (вiд’ємний доданок у термi).

Для малих вiдстаней, де проблема знаходжен-
ня асимптотик бiльш ускладнюється (див. [2], ми
на цьому тут не будемо зупинятися), терми мають
таку поведiнку: для симетричного основного стану

𝑈𝑠(𝑅) = −8 + 64𝑅2 ln

(︂
1

2
𝑒𝐶𝑅

)︂
+𝑂(𝑅2), (43)

де 𝐶 = 0,57722 – стала Ойлера, для найнижчого
стану антисиметричного терму

𝑈𝑎(𝑅) = −8

9
− 80

9
𝑅2 +𝑂(𝑅4), (44)

а для першого збудженого симетричного терму це

𝑈𝑠(𝑅) = −8

9
+

64

27
𝑅2 ln

(︂
3

2
𝑒𝐶+1𝑅

)︂
+𝑂(𝑅2), (45)

4. Апроксимацiйнi формули для термiв

Для зручностi використання енергетичних термiв
наведемо апроксимацiйнi формули для 2𝐷 основ-
ного симетричного та антисиметричного термiв
𝑉𝑠,𝑎(𝑅), якi враховують прямi розрахунки, що зо-
браженi на рис. 1 та 2, та асимптотичну поведiнку
термiв на малих та великих вiдстанях, що обгово-
рено у попередньому роздiлi.

Для симетричного терму в областi малих вiд-
станей 𝑅 < 0,1 – використаємо асимптотику [1, 2]
𝑉𝑠(𝑅) = 1/𝑅 − 6 + 64𝑅2 ln(1/2𝑒𝐶𝑅), в областi ж
великих вiдстаней 𝑅 > 6,5 використаємо асимпто-
тики (22), (25), коли можна покласти

𝑉𝑠(𝑅) = − 3

32

1

𝑅3
− 21

256

1

𝑅4
− 135

2048

1

𝑅5
−

− 159

1024

1

𝑅6
− 32

𝜋𝑒
𝑒−2𝑅

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑅

)︂)︂
. (46)

Поза цими областями використаємо апроксимацiй-
нi формули у виглядi вiдношення полiномiв за вiд-
станню 𝑅 з урахуванням перших двох асимптоти-
чних членiв на малих вiдстанях та всiх вiдомих
степеневих асимптотик на великих вiдстанях

𝑉𝑠,appr(𝑅)=
𝑏0+𝑏1𝑅+𝑏2𝑅

2 +...+𝑏𝑛−2𝑅
𝑛−2

𝑅(𝑎0+𝑎1𝑅+𝑎2𝑅2+...+𝑎𝑛𝑅𝑛)
. (47)

Урахування степеневих асимптотик на великих та
малих вiдстанях та лiнiйнiсть по параметрах в чи-
сельнику та знаменнику накладає такi додатковi
спiввiдношення:

𝑏0 = 𝑎0,

𝑏1 = 𝑎1 − 6𝑎0,

𝑏2 = 𝑎2 − 6𝑎1,

𝑏3 = 1,0,

𝑏𝑛−2 = −(3/32)𝑎𝑛,

𝑏𝑛−3 = −(3/32)𝑎𝑛−1 − (21/256)𝑎𝑛,

𝑏𝑛−4 = −(3/32)𝑎𝑛−2−(21/256)𝑎𝑛−1−(135/2048)𝑎𝑛,

𝑏𝑛−5 = −(3/32)𝑎𝑛−3 − (21/256)𝑎𝑛−2 −
− (135/2048)𝑎𝑛−1 − (159/1024)𝑎𝑛.

(48)

Параметри 𝑎𝑘, 𝑏𝑖 апроксимацiйної формули визна-
чимо по 𝜒2

𝑖 найкращої пiдгонки до розрахованого
терму в iнтервалi 0,1 < 𝑅 < 6,5, яке виявилося
1,2 · 10−6. В (47) достатньо було взяти 𝑛 = 9 i зне-
хтувати останнiм аномальним доданком у (46), ко-
ли досягалась задовiльна апроксимацiя, при цьо-
му вiльними параметрами пiдгонки були лише 10
параметрiв 𝑎𝑘 у знаменнику (46), якi наведено в
табл. 2. Всi параметри в чисельнику (46) були
однозначно визначенi зi спiввiдношень (48).

Аналогiчна до (47) апроксимацiйна формула ви-
користана також i для антисиметричного терму

𝑉𝑎,appr(𝑅) = {𝑏0 + 𝑏1𝑅+ 𝑏2𝑅
2 + ... + 𝑏𝑛−2𝑅

𝑛−2+

+𝑏𝑛−1 32𝑅𝑛+1 exp(−2𝑅− 1)/𝜋}/

/{𝑅(𝑎0 + 𝑎1𝑅+ 𝑎2𝑅
2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

𝑛)}, (49)

за виключенням того, що тут врахована аномаль-
на асимптотика (останнiй доданок з протилежним

Таблиця 2. Апроксимацiйнi коефiцiєнти
для симетричного та антисиметричного термiв

𝑖 𝑎𝑖, 𝑠 𝑎𝑖, 𝑎 𝑏𝑖, 𝑎

0 0,13241 1,5067
1 1,84394 0,9674
2 4,12047 1,3044
3 1,30497 0,073
4 1,29747 2,5425 −2,1696

5 0,03477 0,8491 0,4898
6 −0,00581 −0,3083

7 0,19956 −3,4974

8 −0,06119 3,0725 1,8518
9 0,01156 0,072605
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Рис. 4. Дiаграми (схематично) стабiльностi енергетичних
рiвнiв двовимiрних систем трьох заряджених частинок

знаком) з (46), а також на малих вiдстанях маємо
тепер асимптотику 𝑉𝑎(𝑅) = 1/𝑅+ 10/9 +𝑂(𝑅2), а
це означає, що в (48) у другiй та третiй формулi
замiсть −6 варто пiдставити 10/9. Крiм того, в чи-
сельнику (49) для апроксимацiї антисиметричного
терму нами було знехтувано останнiми двома спiв-
вiдношеннями з (48). Iншi параметри в чисельни-
ку (49) однозначно задано спiввiдношеннями (48).
Значення апроксимацiйних параметрiв (при 𝑛 = 9)
для антисиметричного терму наведено в табл. 2
(третiй та четвертий стовпчики).

Таблиця 3. Значення критичних мас
𝑚

(𝑛)
crit. для симетричних станiв з урахуванням

(другий рядок) та без урахування (третiй рядок)
аномального доцентрового притягування −(1/4)/𝑟2

Стан 𝑛 0 1 2 3 4 5

Повний потенцiал 0 6,01 19,03 37,27 59,03 84,43
без −(1/4)/𝑟2 0,75 8,09 22,19 42,67 68,92 99,89
3-част. розр. 0 5,9 20,2 40,9 67,2 98,3

Таблиця 4. Критичнi значення мас
𝑚

(𝑛)
crit. для антисиметричних станiв

(пiдписи аналогiчнi табл. 3)

Стан 𝑛 0 1 2 3 4

Повний потенцiал 55,8 335,5 916,5 1741,5 2807
без −(1/4)/𝑟2 128,3 509,2 1155,5 2063,5 3229
3-част. розр. 111 643 1675 3266 5690

Ми сподiваємося, що точнiсть отриманих нами
апроксимацiй як симетричного, так i антисиметри-
чного термiв достатньо висока, що може бути ви-
користано в подальших дослiдженнях.

Корисно тут зауважити, що в передасимптотич-
нiй областi великих вiдстаней симетричний терм
двовимiрної задачi спадає зi зростанням 𝑅 по
асимптотичному закону−1/𝑅3 i не має пiдстав для
реалiзацiї передасимптотичного закону −1/𝑅2,
який свого часу для нейтральних атомiв у триви-
мiрному випадку обговорювався в роботi [13].

5. Дiаграми стабiльностi
в адiабатичному наближеннi
Борна–Опенгаймера

Встановленi терми дозволяють згiдно з (9) визна-
чити в наближеннi БО коливнi спектри i для них
вiдповiднi дiаграми стабiльностi, якi для 2𝐷 за-
дачi в тричастинкових розрахунках встановлено
в роботi [5]. На рис. 4 схематично наведено для
симетричних (𝑠𝑛) та антисиметричних (𝑎𝑛) ста-
нiв лiнiї порогiв стабiльностi в адiабатичному на-
ближеннi БО. Вiдповiднi лiнiї на площинi (𝑚,𝑍)
означають, що 𝑛-й симетричний стан iснує лише
справа вiд вiдповiдної лiнiї 𝑠𝑛; а 𝑛-й антисиметри-
чний iснує справа вiд лiнiї 𝑎𝑛. Звичайно, хоча дi-
аграми побудованi для всiх значень спiввiдноше-
ння мас 𝑚, нагадаємо, що адiабатичне наближе-
ння БО є фiзично виправданим лише для моле-
кулярного режиму i результати в областi малих
𝑚 тут наведено лише для бiльш повного порiвня-
ння з прямими тричастинковими розрахунками з
[5]. В табл. 3 та 4 наведено також результати роз-
рахунку конкретних значень iз простого рiвняння
(9) критичних величин мас 𝑚(𝑛)

crit. для симетричних
та антисиметричних станiв, коли 𝑍 = 1 i енергiя
𝜀 = 0. Цi значення частково показано на рисун-
ку i вони визначають вертикальнi асимптоти на
рис. 4. При цьому виконано розрахунки простої
одновимiрної задачi (9) з ефективними потенцiала-
ми 𝑉eff(𝑟) = 𝑉 (𝑟)−(1/4/(𝑚+1/2))/𝑟2 як у повному
варiантi (другий рядок в табл. 3 та табл. 4), так i у
випадку iгнорування другим доданком, породже-
ним кiнетичною енергiєю 2D iз (9) доцентрового
притягування (третiй рядок). В останньому ряд-
ку наведенi уточненнi (на гаусоїдальному базисi з
1300 компонентами) в порiвняння з [5] тричастин-
ковi розрахунки критичних значень 𝑚(𝑛)

crit..
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Зупинимося бiльш детально на порiвняннi рi-
зних варiантiв наборiв критичних значень мас
𝑚crit.. В першу чергу зауважимо, що адiабатичне
наближення БО є варiацiйною оцiнкою зверху для
енергiй i критичних значень 𝑚(𝑛)

crit. i тому всi лiнiї
на рис. 4 в наближеннi БО повиннi напевно ле-
жати вище розрахованих в тричастинковiй задачi
i тим точнiше, чим бiльше маса 𝑚. Iз порiвнян-
ня 2-го та 4-го рядкiв табл. 3 випливає, що в си-
метричному станi для тричастинкових розрахун-
кiв лише для перших двох станiв досягається то-
чнiсть вище наближення БО. Тим самим i в цьо-
му вiдношеннi виправданим з точки зору точностi
та розумiння закономiрностей є розрахунки в адi-
абатичному наближеннi термiв, та положень ко-
ливних рiвнiв. Ще в бiльшiй мiрi цi зауваження
вiдносяться до аномально слабко зв’язаних анти-
симетричних станiв. Iз порiвняння другого та че-
твертого рядкiв табл. 3 випливає, що навiть сут-
тєво тут уточненi (на базисах порядку 1100 гау-
соїдних компонент) в порiвняннi з [5] розрахун-
ки є кiлькiсно незадовiльними в порiвняннi з ре-
зультатами в наближеннi БО. Нарештi, порiвня-
ння результатiв в табл. 3 та 4 в другому рядку
з повним ефективним термом та в третьому ряд-
ку, де ми знехтували доцентровим протягуванням
−(1/4)/𝑟2 дає нам порядок внеску цього доцентро-
вого притягування в структуру дiаграм стабiльно-
стi. Так, iгнорування доцентрового притягування
в симетричному основному станi дає завжди скiн-
ченну критичну масу, а для бiльш високих збу-
джень зростає все бiльше рiзниця мiж результата-
ми другого та третього рядкiв. Особливо заслуго-
вує на увагу те, що в 2𝐷 задачi, в адiабатично-
му наближеннi для основного стану маємо зв’яза-
ний тричастинковий рiвень для всiх мас, що ви-
пливає iз вiдомого [15, 16] факту, що для двох
частинок i для притягувальних потенцiалiв зав-
жди iснує хоча б один слабко зв’язаний стан з
експоненцiйно залежною вiд потенцiалу енергiєю
𝐸0 = −(~2/𝑚𝑟20) exp(const/𝑣0 + 𝐶2), де 𝑣0 – ком-
понента Фур’є з нульовим iмпульсом вiд притягу-
вального потенцiалу 𝑣0 < 0.

Що стосується горизонтальних асимптот на
рис. 4, то для симетричних та антисиметричних
станiв лiнiї порогiв в асимптотицi великих мас 𝑚
визначають мiнiмальне значення заряду 𝑍crit:

𝑍crit = min
{︀
[1−𝑅𝑉𝑠(𝑅)]

−1
}︀
. (50)

Це дає 𝑍crit(𝑠) = 0,64686 для вiдповiдних 𝑅crit(𝑠) =
= 0,89 в симетричному станi i 𝑍crit(𝑠) збiгається з
вiдповiдними тричастинковими розрахунками [5].
Вiдповiдно антисиметричнi лiнiї порогiв мають мi-
нiмальне 𝑍crit(𝑎) = 0,9976 i 𝑅crit(𝑎) = 5,7. Цi значе-
ння визначено бiльш точно, нiж це можна зробити
з тричастинкових розрахункiв.

Зауважимо також, що з тричастинкових розра-
хункiв з (14) випливає, що антисиметричнi зв’яза-
нi стани для всiх мас вiдсутнi вже для вимiрностi
𝑑 > 3,337, оскiльки iснує вiдштовхування як за ра-
хунок вiдцентрового бар’єра 𝑙eff(𝑙eff + 1)/𝑅2 , де
ефективний кутовий гiпермомент 𝑙𝑒𝑓𝑓 = (𝑑− 3)/2,
так i за рахунок вiдштовхувальної асимптотики
⟨𝑄2⟩/2𝑅3 терму (22) з аномальним квадрупольним
моментом атома водню. В такому разi зi зроста-
нням вимiрностi антисиметричний терм стає су-
то вiдштовхувальним, залишається притягуваль-
ним лише для дво- та тривимiрної (якщо вважати
вимiрнiсть цiлими числами) задачi. В свою чер-
гу, iз тричастинкових розрахункiв з (14) випли-
ває, що симетричнi стани для всiх мас 𝑚 вiдсу-
тнi лише для великих вимiрностей простору, коли
𝑑 > 9, а зв’язаний стан атомного йона водню вiд-
сутнiй для 𝑑 > 6. Причиною цього знову є наяв-
нiсть вiдцентрового бар’єра (𝑑 − 3)(𝑑 − 1)/4𝑅2 та
аномального квадрупольного моменту i вiдштов-
хування ⟨𝑄2⟩/2𝑅3.

Нарештi визначимо ще, що для критичних мас
𝑚crit(𝑠) рiзних станiв розрахунки в наближеннi БО
можуть бути апроксимованi квадратичним зако-
ном залежно вiд номера стану, як це мало мiсце
[5] для тривимiрної задачi. Так, для симетричних
станiв маємо:

𝑚crit(𝑠),𝑛 = 2,47(𝑛+ 1)2 − 3,3, (51)

що є значно бiльш точною (особливо для високих
збуджених станiв), нiж апроксимацiйна формула
з тричастинкових розрахункiв [5]. Загальна кон-
станта при 𝑛2 в (51) визначається як асимптотика
квазiкласичного наближення

𝑚crit = (𝜋/𝐽)2𝑛(𝑛+ 1), (52)

де квазiкласичний iнтеграл (з iгноруванням доцен-
трового притягування):

𝐽 = 1,84785

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 4 449



I.В. Сименог, В.В. Михнюк, Ю.М. Бiдасюк

i вiдповiдно(︁𝜋
𝐽

)︁2
= 2,89

визначається лише вiд’ємною частиною терму.
Аналогiчно для антисиметричних критичних ста-
нiв маємо апроксимацiю

𝑚crit(𝑠),𝑛 = 138,6𝑛(𝑛+ 1) + 51, (53)

а з квазiкласичного наближення для антисиметри-
чних станiв(︁𝜋
𝐽

)︁2
= 129,845.

Зауважимо, що квазiкласична оцiнка для асимпто-
тики енергетичних рiвнiв у двовимiрному випадку
не є повнiстю обґрунтованою i iснують принципо-
вi проблеми оцiнок квазiкласичних iнтегралiв як
на великих, так i на малих вiдстанях за рахунок
доцентрового притягування −1/(4𝑅2).

Як наслiдок цих апроксимацiй з адiабатичного
наближення випливає, що для молекулярного йо-
на водню H+

2 (з масою 𝑚 = 1836,152701) в симе-
тричному станi будемо мати близько 26 збуджених
рiвнiв, а в антисиметричному станi всiх станiв чо-
тири.

6. Заключнi зауваження

У пiдсумку вiдзначимо, що виконаними дослi-
дженнями в наближеннi Борна–Опенгаймера для
трьох заряджених частинок встановлено низку
аномальних закономiрностей для двовимiрного
простору та просторiв довiльної вимiрностi. В
загальному для 2𝐷 простору мультипольнi роз-
клади для кулонiвських потенцiалiв у сферично-
симетричному полi є ненульовими, як i ненульо-
вими є квадрупольний, октупольний та iншi муль-
типольнi моменти в 𝑑-вимiрних задачах. В 2𝐷 за-
дачi квадрупольний момент атома водню є дода-
тним i породжує притягувальну асимптотику для
терму основного стану порядку −1/𝑅3, а для 3𝐷
задачi такий внесок є нульовим. Встановлено тим
самим, що поляризовнiсть атома водню в 2𝐷 про-
сторi має мiсце уже в першому порядку теорiї збу-
рень. Отримано i проаналiзовано вирази для ви-
щих мультипольних моментiв в просторах довiль-
ної вимiрностi. Показано, що антисиметричнi тер-
ми трiонiв𝑋𝑋𝑌 є притягувальними лише для дво-

та тривимiрних задач i iснує таке критичне значе-
ння вимiрностi простору 𝑑crit. = 3,337, коли для
𝑑 > 𝑑crit. зв’язанi антисиметричнi стани вiдсутнi.
Продемонстровано аномальну поведiнку асимпто-
тики потенцiалiв взаємодiї типу Ван-дер-Ваальса
для нейтральних атомiв водню в 2𝐷 просторi.

В роботi запропоновано для 2𝐷 термiв зручнi у
використаннi апроксимацiйнi формули. В адiаба-
тичному наближеннi Борна–Опенгаймера отрима-
но дiаграми стабiльностi для 2𝐷 простору, проана-
лiзовано основнi характернi асимптотики для лiнiй
порогiв стабiльностi трiонiв 𝑋𝑋𝑌 , що узгоджую-
ться з отриманими ранiше дiаграмами стабiльностi
у тричастинкових розрахунках.
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ТЕРМЫ
И ДИАГРАММЫ СТАБИЛЬНОСТИ
ДЛЯ 2𝐷 ЗАДАЧИ ТРЕХ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

Р е з ю м е

Для двумерных кулоновских систем типа симметричных
трионов 𝑋𝑋𝑌 в вариационном подходе получены симме-
тричный и антисимметричный термы. Дано качественное
объяснение диаграмм стабильности и определенных анома-
лий в 2𝐷 пространстве на основе адиабатического прибли-
жения Борна–Оппенгеймера. Проведен анализ полученных
для произвольной размерности пространства асимптотик
энергетических термов на больших расстояниях и предло-
жены аппроксимационные формулы для 2𝐷 термов. Уста-
новлена аномальная зависимость мультипольных моментов
от размерности пространства в случае сферически симме-
тричного поля. Проведено количественное сравнение основ-
ных результатов для 2𝐷 и 3𝐷 задач двух кулоновских цен-
тров.

I.V. Simenog, V.V.Mikhnyuk, Yu.M.Bidasyuk

ENERGY TERMS AND STABILITY
DIAGRAMS FOR THE 2𝐷 PROBLEM
OF THREE CHARGED PARTICLES

S u m m a r y

Symmetric and antisymmetric terms have been obtained in

the framework of the variational approach for two-dimensional

(2𝐷) Coulomb systems of symmetric trions 𝑋𝑋𝑌 . Stability

diagrams and certain anomalies arising in the 2𝐷 space

are explained qualitatively in the framework of the Born–

Oppenheimer adiabatic approximation. The asymptotics of en-

ergy terms at large distances obtained for an arbitrary space

dimensionality are analyzed, and some approximation formu-

las for 2𝐷 terms are proposed. An anomalous dependence of

multipole moments on the space dimensionality has been found

in the case of a spherically symmetric field. The main results

obtained for the 2𝐷 and 3𝐷 problems of two Coulomb centers

are compared.
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