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ВАРIАЦIЙНИЙ МЕТОД
ОБЧИСЛЕННЯ КРИТИЧНОЇ ВIДСТАНI В ЗАДАЧI
ДВОХ КУЛОНIВСЬКИХ ЦЕНТРIВ У ГРАФЕНIУДК 538.915

Дослiджено надкритичну нестабiльнiсть в системi двох заряджених домiшок у графенi
з квазiчастинками, що в неперервнiй границi описуються двовимiрним рiвнянням Дiра-
ка. Розглянуто випадок, коли заряд кожної з двох однакових домiшок є субкритичним,
а їх сума перевищує критичний заряд в задачi про один кулонiвський центр. Розвине-
но варiацiйний метод, за допомогою якого обчислюється значення критичної вiдстанi
мiж домiшками 𝑅cr як функцiї повного заряду системи. Встановлено, що 𝑅cr зростає зi
збiльшенням повного заряду двох домiшок та зi зменшенням ширини квазiчастинкової
щiлини. Проведено порiвняння результатiв з даними попереднiх дослiджень.
К люч о в i с л о в а: графен, надкритична нестабiльнiсть, критична вiдстань, варiацiйний
метод Канторовича.

1. Вступ

Хоча безщiлинний лiнiйний спектр графену було
отримано ще досить давно [1] при побудовi зонної
моделi графiту за умови нехтування взаємодiї мiж
атомними площинами вуглецю, сам графен було
вперше отримано в 2004 роцi [2], вiдколи й почало-
ся його iнтенсивне теоретичне та експерименталь-
не вивчення. Вiн постiйно привертає до себе увагу
науковцiв всього свiту, завдяки своїм унiкальним
властивостям. Зокрема, вiн є одним з перших дво-
вимiрних кристалiв, має надвисоку механiчну мi-
цнiсть та рухливiсть носiїв заряду, чим зумовленi
перспективи його застосування в новiтнiй наноеле-
ктронiцi. Також розгляд фiзики графену є цiкавим
i з точки зору фундаментальних наукових дослi-
джень. Адже, як виявилось, вона має глибинний
зв’язок з квантовою електродинамiкою (КЕД) та
iншими квантовими теорiями поля.

Графен має кристалiчну ґратку у виглядi бджо-
линих сот. У наближеннi сильного зв’язку спектр
низькоенергетичних квазiчастинкових збуджень є
лiнiйним, i вони описуються безмасовим (2 + 1)-
вимiрним рiвнянням Дiрака [3–6]. Таким чином,
у неперервнiй границi маємо ефективну квантово-
польову теорiю з (2 + 1)-вимiрними дiракiвськи-
ми фермiонами, що взаємодiють зi звичайним три-
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вимiрним потенцiалом Кулона ∼ 1/𝑟. Цi обстави-
ни свiдчать про можливiсть твердотiльної реалiза-
цiї експериментiв для спостереження таких явищ
КЕД, як парадокс Клейна, ефект Швiнгера (на-
родження пар у сильному зовнiшньому електри-
чному полi), надкритичний атомний колапс та iн.,
якi ще не спостерiгалися в природi. I дiйсно, в гра-
фенi було виявлено клейнiвське тунелювання [7] i,
зовсiм нещодавно, експериментально спостерiгав-
ся надкритичний атомний колапс заряджених до-
мiшок [8].

Розв’язок релятивiстської задачi Кеплера з ура-
хуванням скiнченних розмiрiв атомного ядра [9]
показав, що при перевищеннi так званого крити-
чного заряду ядра 𝑍cr ≈ 170 енергетичнi рiвнi зв’я-
заних станiв занурюються в нижнiй континуум i
спостерiгається вилiт позитронiв [10, 11]. Однак,
ядер з таким зарядом не iснує, тому ефект так i
не був спостережений. Згодом, виникла iдея про
лобовi (або майже лобовi) зiткнення ядер важких
атомiв, наприклад, урану [10, 12–14]. У цьому ви-
падку їх сумарний заряд перевищує критичний i
iснує така вiдстань мiж ядрами, за якої вiдбува-
ється занурення найнижчого зв’язаного стану в
нижнiй континуум. Ця вiдстань також називає-
ться критичною. На жаль, в релятивiстськiй за-
дачi двох центрiв змiннi не роздiляються в жоднiй
системi координат, а тому побудувати аналiтичний
розв’язок не вдається [10, 11]. Проте, були прове-
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денi розрахунки за допомогою наближених мето-
дiв квантової механiки, зокрема варiацiйного [15], i
було отримано залежностi критичної вiдстанi мiж
ядрами вiд повного заряду системи.

У фiзицi графену замiсть швидкостi свiтла 𝑐 фi-
гурує швидкiсть Фермi: 𝑣F ≈ 106 м/с. Тодi “стала
тонкої структури” для графену 𝛼 = 𝑒2

~𝑣F ≈ 2,19.
Але насправдi, графен знаходиться на дiелектри-
чнiй пiдкладцi, тому взаємодiя з домiшкою iз за-
рядом 𝑍𝑒 описується константою 𝛽 = 𝑍𝛼/𝜅, де
𝜅 – дiелектрична проникнiсть пiдкладки. Задача
про надкритичну нестабiльнiсть однiєї зарядженої
домiшки в безщiлинному графенi детально вивча-
лась в роботах [16, 17]. Для графену зi щiлиною
2Δ у випадку регуляризованого кулонiвського по-
тенцiалу 𝑉 (𝑟) = −𝑍𝑒2

𝜅𝑟 𝜃(𝑟 − 𝑅) − 𝑍𝑒2

𝜅𝑅 𝜃(𝑅 − 𝑟) було
виявлено [18], що перехiд до надкритичного режи-
му вiдбувається при 𝛽c = 1/2+𝜋2/ log2(𝑐Δ𝑅/~𝑣F),
де 𝑐 ≈ 0,21.

I хоча в графенi надкритична нестабiльнiсть
проявляється вже при зарядах домiшок 𝑍 & 1, мо-
жливiсть її спостереження є iлюзорною, оскiльки
iснують експериментальнi труднощi в отриманнi
домiшок iз зарядом, вищим за 1. Виходом iз си-
туацiї, що складається, є розмiщення кiлькох за-
ряджених домiшок на невеликiй дiлянцi графену.
Саме цей пiдхiд i був реалiзований групою вче-
них з Калiфорнiйського унiверситету [8] для спо-
стереження надкритичної нестабiльностi в графенi
(в ролi домiшок використовувались iонiзованi ди-
мери кальцiю). Отже, незважаючи на те, що кон-
станта взаємодiї в графенi є в 300 разiв бiльшою,
i тут виникає необхiднiсть розгляду не однiєї, а
кiлькох домiшок, розмiщених поруч. Найпростi-
шим випадком є задача про два кулонiвських цен-
три. В роботi [19] було обчислено критичну вiд-
стань мiж домiшками, розраховано положення та
ширину резонансу, що виникає в нижньому конти-
нуумi в надкритичному режимi за допомогою ва-
рiацiйного методу в першому наближеннi. Ця ста-
ття присвячена реалiзацiї наступного наближення
у варiацiйному методi.

Робота побудована таким чином. В роздiлi 2 роз-
глянуто постановку задачi та обчислено асимпто-
тики хвильової функцiї стану, що занурюється в
нижнiй континуум. В роздiлi 3 описано варiацiй-
ний метод знаходження критичної вiдстанi мiж до-
мiшками. Обговорення результатiв та висновки на-
веденi в роздiлi 4.

2. Постановка задачi

У наближеннi сильного зв’язку зонний спектр гра-
фену має валентну зону та зону провiдностi, якi
дотикаються у двох нееквiвалентних точках обер-
неної кристалiчної ґратки. Це так званi точки Дi-
рака K±. При цьому спектр низькоенергетичних
збуджень є лiнiйним. Ефективний гамiльтонiан,
що описує електроннi квазiчастинковi збудження
в околi точок Дiрака, має вигляд (2+1)-вимiрного
гамiльтонiана Дiрака. У випадку, коли мiж вален-
тною зоною та зоною провiдностi iснує квазiча-
стинкова щiлина, в гамiльтонiанi з’являється ма-
совий доданок:

𝐻 = 𝑣F𝜏𝑝+ 𝜉Δ𝜏𝑧 + 𝑉 (𝑟), (1)

де 𝑝 – канонiчний iмпульс, 𝜏𝑖 – матрицi Паулi, i
Δ – пiвширина квазiчастинкової щiлини. Цей га-
мiльтонiан дiє в просторi двокомпонентних спiно-
рiв Ψ𝜉𝑠, що несуть долинний (𝜉 = ±) та спiновий
(𝑠 = ±) iндекси. За стандартною домовленiстю,
Ψ𝑇

+𝑠 = (𝜓𝐴, 𝜓𝐵)𝐾+𝑠, Ψ𝑇
−𝑠 = (𝜓𝐵 , 𝜓𝐴)𝐾−𝑠, де 𝐴,𝐵 –

вiдповiднi пiдґратки гексагональної ґратки графе-
ну. Потенцiал взаємодiї має вигляд

𝑉 (r) = −𝑒
2

𝜅

(︂
𝑍1

𝑟1
+
𝑍2

𝑟2

)︂
, (2)

де 𝜅 – дiелектрична проникнiсть пiдкладки, 𝑍1,2 –
заряди домiшок, 𝑟1,2 = |r±R/2| – вiдстанi вiд ку-
лонiвських домiшок до електрона (див. рис. 1).

Оскiльки потенцiал вiд спiну не залежить, на-
далi спiновий iндекс опускатимемо. Також вважа-
тимемо, що електрон знаходиться поблизу точки
Дiрака K+. Якщо вiн знаходиться поблизу точки
K−, то необхiдно замiнити скрiзь Δ на −Δ. В не-
щодавнiх експериментах [8] розглядались однаковi
домiшки, тому тут також ми поклали 𝑍1 = 𝑍2 = 𝑍.

Рис. 1. Електрон у полi двох кулонiвських домiшок
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Таким чином, рiвняння Дiрака для електрона у
потенцiалi двох заряджених домiшок має вигляд

(𝑣F𝜏𝑥𝑝𝑥 + 𝑣F𝜏𝑦𝑝𝑦 +Δ𝜏𝑧 + 𝑉 (r))Ψ(r) = 𝐸Ψ(r). (3)

Для двокомпонентного спiнора Ψ(r) = (𝜑, 𝜒)𝑇 во-
но перепишеться так:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐸 − 𝑉 −Δ)𝜑+ 𝑖𝑣F

(︂
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝜒 = 0,

(𝐸 − 𝑉 +Δ)𝜒+ 𝑖𝑣F

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝜑 = 0.

(4)

Якщо виразити компоненту 𝜒 з другого рiвняння
системи (4), то отримаємо диференцiальне рiвня-
ння другого порядку на другу компоненту 𝜑:

(𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑦)𝜑+

𝜕𝑉
𝜕𝑥 − 𝑖𝜕𝑉𝜕𝑦
𝐸 − 𝑉 +Δ

(︂
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑦

)︂
+

+ 𝑣−2
F

(︀
(𝐸 − 𝑉 )2 −Δ2

)︀
𝜑 = 0. (5)

Надкритична нестабiльнiсть настає, коли найниж-
чий зв’язаний стан занурюється в нижнiй контину-
ум, тобто 𝐸 = −Δ [10, 11]. В подальших розрахун-
ках розглядатимемо лише таке значення енергiї.

2.1. Асимптотична
поведiнка хвильової функцiї

Дослiдимо асимптотичну поведiнку хвильової
функцiї при великих вiдстанях 𝑟 → ∞. В цьому
наближеннi потенцiал має вигляд

𝑉 (r) = −𝜁𝑣F
(︂
1

𝑟
+
𝑅2

4𝑟3
𝑃2(cos𝜙) +𝑂

(︂
1

𝑟5

)︂)︂
, (6)

де 𝜁 = 2𝑍𝛼/𝜅, а 𝑃2(𝑥) – полiном Лежандра дру-
гого степеня. Пiдставляючи його до рiвняння (5) i
залишаючи лише найбiльш вагомi доданки, отри-
муємо

𝜑′′ +
2

𝑟
𝜑′ +

(︂
𝜁2

𝑟2
− 2𝑚𝜁

𝑟

)︂
𝜑 = 0, (7)

де 𝑚 = Δ/𝑣F – обернена комптонiвська довжина
хвилi квазiчастинки. Загасаючий на нескiнченно-
стi розв’язок цього рiвняння описується функцiєю
Макдональда:

𝜑(𝑟) = 𝐶𝑟−1/2𝐾𝑖𝛾(
√︀

8𝑚𝜁𝑟), 𝛾 =
√︀
4𝜁2 − 1. (8)

Тодi, враховуючи асимптотичну поведiнку функцiї
Макдональда [20], матимемо

𝜑asym(𝑟) = 𝐶𝑟−3/4 exp(−
√︀
8𝑚𝜁𝑟), 𝑟 → ∞. (9)

Щоб дослiдити асимптотичну поведiнку функцiї
безпосередньо бiля однiєї з домiшок, зручно пере-
йти до елiптичної системи координат (𝜉, 𝜂):

𝜉 ≡ 𝑟1 + 𝑟2
𝑅

, 𝜂 ≡ 𝑟1 − 𝑟2
𝑅

. (10)

Новi координати змiнюються в дiапазонах:

1 ≤ 𝜉 <∞, −1 ≤ 𝜂 ≤ 1,

де в точках 𝜉 = 1, 𝜂 = ±1 розмiщуються домiшки.
В елiптичних координатах потенцiал взаємодiї

має вигляд

𝑉 (r) = − 2𝜁𝑣F𝜉

𝑅(𝜉2 − 𝜂2)
. (11)

Наближення до однiєї з домiшок означає малiсть
величини 𝜉2 − 𝜂2. Перепишемо рiвняння (5) в елi-
птичних координатах:

4

𝑅2 (𝜉2 − 𝜂2)

[︂√︀
𝜉2 − 1

𝜕

𝜕𝜉

(︂√︀
𝜉2 − 1

𝜕

𝜕𝜉

)︂
+

+
√︀
1− 𝜂2

𝜕

𝜕𝜂

(︂√︀
1− 𝜂2

𝜕

𝜕𝜂

)︂]︂
𝜑+

+
4

𝑅2𝜉(𝜉2 − 𝜂2)3

[︂
𝜉4𝜂 + 3𝜉2𝜂3 − 3𝜉2𝜂 − 𝜂3 −

− 𝑖
√︀

(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)(𝜉3 + 3𝜉𝜂2)

]︂
×

×
[︂(︁
𝜂(𝜉2 − 1) + 𝑖𝜉

√︀
(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)

)︁ 𝜕𝜑
𝜕𝜉

+

+
(︁
𝜉(1− 𝜂2)− 𝑖𝜂

√︀
(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)

)︁ 𝜕𝜑
𝜕𝜂

]︂
+

+

(︂
4𝜁2𝜉2

𝑅2(𝜉2 − 𝜂2)2
− 4𝜁𝑚𝜉

𝑅(𝜉2 − 𝜂2)

)︂
𝜑 = 0. (12)

Шукатимемо розв’язок у виглядi: 𝜑(𝜉, 𝜂) = 𝜑(𝜇),
де 𝜇 = 𝜉2 − 𝜂2 = 4𝑟1𝑟2/𝑅

2. Пiсля пiдстановки до
рiвняння (12) залишимо лише найбiльш вагомi до-
данки i отримаємо рiвняння

𝑑2𝜑

𝑑𝜇2
+

2

𝜇

𝑑𝜑

𝑑𝜇
+

𝜁2

4𝜇2
𝜑 = 0, (13)
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регулярним при 𝜇→ 0 розв’язком якого є

𝜑imp(𝜇) = 𝐶2𝜇
−𝜎/2, 𝜎 = 1−

√︀
1− 𝜁2. (14)

Беручи до уваги те, що змiнна 𝜇 ≃ 4𝑟2/𝑅2 при
𝑟 → ∞, перепишемо розв’язок (8) у виглядi

𝜑(𝜇) = 𝐶1𝜇
−1/4𝐾𝑖𝛾(2

√︀
𝑚𝜁𝑅𝜇1/4). (15)

Зшиваючи розв’язки (14) i (15) в точцi 𝜇 = 1,
можна отримати оцiнку для критичної вiдстанi
𝑅cr(𝜁) як функцiї 𝜁. Ця залежнiсть задовольняє
трансцендентне рiвняння:

2
√︀

1− 𝜁2 − 1 = 2
√︀
𝑚𝜁𝑅

𝐾 ′
𝑖𝛾(2

√
𝑚𝜁𝑅)

𝐾𝑖𝛾(2
√
𝑚𝜁𝑅)

. (16)

Його чисельний розв’язок зображено штрих-
пунктирною лiнiєю на рис. 2. В наступному роздiлi
цю залежнiсть буде уточнено за допомогою варiа-
цiйного методу.

3. Варiацiйний метод

Як було зазначено вище, релятивiстське рiвняння
Дiрака для задачi двох кулонiвських центрiв не до-
пускає роздiлення змiнних в жоднiй ортогональ-
нiй системi координат, а тому неможливо отрима-
ти його розв’язок в аналiтичнiй формi. Для побу-
дови наближеного розв’язку скористаємось, як i у
випадку КЕД [15], варiацiйним методом. Як зазна-
чено в роботi [21], найкращої точностi варiацiйний
метод досягає тодi, коли його пробнi функцiї задо-
вольняють асимптотики точного розв’язку побли-
зу заряджених домiшок та на нескiнченностi. За-
значенi асимптотики було знайдено в попередньо-
му роздiлi.

Щоб поставити варiацiйну задачу, достатньо по-
мiтити, що диференцiальне рiвняння (5) може бу-
ти отримане пiд час дослiдження на екстремум та-
кого функцiонала:

𝑆[𝜑] =

∫︁ (︂
(𝐸 − 𝑉 +Δ)−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒2
−

− 𝑣−2
F (𝐸 − 𝑉 −Δ)|𝜑|2

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦, (17)

за умови збереження норми:

𝑁 =

∫︁
Ψ*Ψ𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ [︃
𝑣−2
F |𝜑|2 +

+(𝐸 − 𝑉 +Δ)−2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒2]︃
𝑑𝑥𝑑𝑦. (18)

Означимо нове поле 𝜓 =𝑊−1/2𝜑,𝑊 = 𝐸 − 𝑉 +Δ.
Тодi функцiонал 𝑆[𝜑] може бути представлений у
формi, характернiй для нерелятивiстської кванто-
вої механiки:

𝑆[𝜓] =

∫︁ [︂
|∇𝜓|2 + 𝑖

(︂
∇𝑉

2𝑊
×∇𝜓*

)︂
𝜓−

− 𝑖𝜓*
(︂
∇𝑉

2𝑊
×∇𝜓

)︂
+ 2(𝑈 − 𝜖)|𝜓|2

]︂
𝑑𝑥𝑑𝑦, (19)

де a× b = 𝜖𝑖𝑗𝑎𝑖𝑏𝑗 , 𝜖 = (𝐸2 −Δ2)/2𝑣2F – ефективна
енергiя, а ефективний потенцiал 𝑈 має вигляд

𝑈 =
𝐸𝑉

𝑣2F
− 𝑉 2

2𝑣2F
+

△𝑉
4𝑊

+
3

8

(∇𝑉 )2

𝑊 2
. (20)

Другий i третiй доданки у функцiоналi (19) опи-
сують псевдоспiн-орбiтальну взаємодiю. Норма на-
буває вигляду

𝑁 =

∫︁ [︃
|∇𝜓|2 +

+ 𝑖

(︂
∇𝑉

2𝑊
×∇𝜓*

)︂
𝜓 − 𝑖𝜓*

(︂
∇𝑉

2𝑊
×∇𝜓

)︂
+

+

(︂
𝑊 2

𝑣2F
+

△𝑉
2𝑊

+
5(∇𝑉 )2

4𝑊 2

)︂
|𝜓|2

]︃
𝑊−1𝑑𝑥𝑑𝑦 (21)

i є важливою при виборi правильних граничних
умов. Оскiльки надалi будемо цiкавитись випад-
ком, коли найнижчий зв’язаний стан занурюється
в нижнiй континуум, то покладемо 𝐸 = −Δ (𝜖 =
= 0), 𝑊 = −𝑉 . Тодi функцiонал 𝑆[𝜓] спроститься.

В роздiлi 2 було встановлено, що точний розв’я-
зок задачi в обох асимптотичних випадках (14) i
(15) залежить лише вiд однiєї змiнної 𝜇. А тому за-
стосуємо варiацiйний метод Канторовича (докла-
днiше в роздiлi 3 огляду [22]), де в ролi пробних
функцiй виберемо:

𝜓 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜓𝑘(𝜇)𝜈
𝑘−1. (22)

Тут 𝜓𝑘(𝜇) – набiр невiдомих функцiй, 𝜈 = 𝜈(𝜉, 𝜂) –
фiксована функцiя координат, яка є незалежною
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до 𝜇. В роботi [15] розглядались два варiанти ви-
бору функцiї 𝜈. Отриманi результати були досить
близькими, тому в цiй роботi зупинимось на одно-
му з варiантiв, а саме: 𝜈 = 𝜂2/(𝜉2 − 𝜂2) = (𝑟1−
−𝑟2)2/4𝑟1𝑟2.

Зробивши пiдстановку (22) до функцiонала (19)
та проiнтегрувавши по 𝜈, матимемо

𝑆𝑁 (𝜓) = 4

𝑁∑︁
𝑘,𝑙=1

∞∫︁
0

𝑑𝜇

(︂
𝑃𝑘𝑙𝜓

′
𝑘𝜓

*
𝑙
′ +𝑄𝑘𝑙𝜓𝑘𝜓

*
𝑙 +

+𝑅𝑘𝑙𝜓
′
𝑘𝜓

*
𝑙 +𝑅†

𝑘𝑙𝜓𝑘𝜓
*
𝑙
′
)︂
, (23)

де P̂, Q̂ та R̂ – матрицi 𝑁 × 𝑁 , що залежать вiд
𝜇. Вирази для них ((A12)–(A14)) наведенi в Дода-
тку A.

Функцiонал (23) досягає свого мiнiмуму на роз-
в’язках рiвнянь Лагранжа–Ейлера (𝑙 = 1, 𝑁):

𝑑

𝑑𝜇

(︂
𝑃𝑘𝑙

𝑑𝜓𝑘

𝑑𝜇
+𝑅†

𝑘𝑙𝜓𝑘

)︂
−𝑄𝑘𝑙𝜓𝑘 −𝑅𝑘𝑙

𝑑𝜓𝑘

𝑑𝜇
= 0. (24)

Граничнi умови вибираються так, щоб норма за-
лишалася скiнченною, а також з того, що пробнi
функцiї мають задовольняти асимптотики точно-
го розв’язку. Набiр рiвнянь Лагранжа–Ейлера та
граничних умов до них формують разом крайову
задачу, яку необхiдно розв’язати.

У роботi [19] було застосовано перше наближе-
ння варiацiйного методу Канторовича з 𝑁 = 1.
За допомогою шутiнг-методу було обчислено зале-
жнiсть критичної вiдстанi мiж домiшками вiд су-
марного заряду домiшок 𝑅cr(𝜁). Отримана зале-
жнiсть наведена для порiвняння на рис. 2 (штри-
хова лiнiя).

Бiльшої точностi можна досягти, застосовуючи
варiацiйний метод Канторовича iз 𝑁 > 1. Однак,
тут iснують деякi вiдмiнностi вiд розглянутого в
[19] випадку 𝑁 = 1. Насамперед, уже не можна
застосовувати шутiнг-метод, оскiльки маємо спра-
ву не з одним, а з системою диференцiальних рiв-
нянь. В роботi [23] зазначено, що для полегшення
чисельних розрахункiв необхiдно звести систему
диференцiальних рiвнянь другого порядку до ма-
тричного диференцiального рiвняння першого по-
рядку за допомогою такої пiдстановки:

𝜓′
𝑖(𝜇) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑌𝑖𝑗(𝜇)𝜓𝑗(𝜇). (25)

Тодi отримаємо нелiнiйне матричне рiвняня Рiкка-
тi на матрицю Ŷ:

Ŷ′ = Â− B̂Ŷ − Ŷ2, (26)

де матрицi-коефiцiєнти мають вигляд

Â = P̂−1(Q̂− R̂′), (27)

B̂ = P̂−1(R̂− R̂𝑇 + P̂′). (28)

Матрицi P̂, Q̂, R̂ є сингулярними в нулi та не-
скiнченностi. Це вiдображає той факт, що рiзнi
функцiї 𝜓𝑘(𝜇) (як i рiзнi елементи матрицi Ŷ) ма-
ють рiзнi степенi зростання/спадання в особливих
точках. Для подолання цiєї незручностi здiйснимо
лiнiйне перетворення пробних функцiй:

𝜓𝑘(𝜇) = 𝑆𝑘𝑙(𝜇)𝜓𝑙(𝜇), det Ŝ(𝜇) ̸= 0. (29)

Означимо нову матрицю ŶS:

𝜓′
𝑘(𝜇) = (𝑌S)𝑘𝑙 (𝜇)𝜓𝑙(𝜇). (30)

Вона пов’язана з матрицею Ŷ таким спiввiдноше-
нням:

ŶS = Ŝ−1ŶŜ− Ŝ−1Ŝ′. (31)

Матриця ŶS також задовольняє рiвняння Рiккатi:

Ŷ′
S = ÂS − B̂SŶS − Ŷ2

S. (32)

Закони змiни коефiцiєнтiв рiвнянь (32) та (24) при
перетвореннi (29) наведенi в Додатку B. З них
випливає критерiй вибору матрицi Ŝ: пiсля пе-
ретворення матриця P̂S має бути невиродженою
(оскiльки повинна iснувати її обернена).

В околi кожної з особливих точок 𝜇 = 0 i 𝜇→ ∞
необхiдно вибрати свою матрицю перетворення
Ŝ0/∞, перетворенi матрицi-коефiцiєнти ÂS, B̂S не-
обхiдно розкласти за степенями змiнної 𝜇. Вiдпо-
вiдно, i невiдому матрицю ŶS треба шукати у ви-
глядi:

Ŷ
(0)
S = 𝜇𝜆0

(︁
Ŷ

(0)
1 + 𝜇Ŷ

(0)
2 + 𝜇2Ŷ

(0)
3 + ...

)︁
, 𝜇→ 0,

Ŷ
(∞)
S =𝜇𝜆∞

(︂
Ŷ

(∞)
1 +

1

𝜇
Ŷ

(∞)
2 +

1

𝜇2
Ŷ

(∞)
3 + ...

)︂
,

𝜇→ ∞.

(33)
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Рис. 2. Залежнiсть 𝑚𝑅cr(𝜁), отримана з чисельного розв’язку рiвнянь (16) (штрих-
пунктирна лiнiя) та (35) (суцiльна лiнiя), для порiвняння наведено результати розрахункiв
у першому наближеннi варiацiйного методу з роботи [19] (шрихова лiнiя)

У результатi такої пiдстановки до рiвняння (32)
i прирiвнювання числових коефiцiєнтiв при одна-
кових степенях змiнної 𝜇 отримаємо ланцюжок по-
в’язаних лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на матрицi
Ŷ2, Ŷ3, ..., але на матрицю Ŷ1 матимемо квадра-
тне рiвняння вигляду:

Ŷ2
1 − B̂1Ŷ1 − Â1 = 0, (34)

де Â1, B̂1 – деякi числовi матрицi. У випадку
𝑁 = 2 вдається добрати такi матрицi перетворен-
ня Ŝ0/∞, щоб B̂1 = 𝐵11̂. Тодi квадратне матричне
рiвняння вдається розв’язати. З двох коренiв необ-
хiдно вибрати той, який вiдповiдає бiльш регуляр-
нiй поведiнцi пробних функцiй в околi особливих
точок (додатний в околi 𝜇 = 0 i вiд’ємний в око-
лi 𝜇 → ∞). Показники степеня 𝜆0/∞ вибирають
таким чином, щоб забезпечити збiгання степенiв
найбiльш вагомих доданкiв в обох частинах рiвня-
ння.

Таким чином, знаходять початковi умови на ма-
трицю ŶS в нулi та на нескiнченностi. Вiдповiднi
матрицi наведенi в Додатку B. Пiсля цього вiд-
бувається чисельне iнтегрування рiвнянь Рiккатi
методом Рунге-Кутти з урахуванням початкових
умов в областях 𝜇 ∈ [0,1], 𝜇 ∈ [1,∞). Обчислю-
ються значення матриць Ŷ

0/∞
S (𝜇 = 1). Потiм не-

обхiдно здiйснити оберненi перетворення i знайти
матрицi Ŷ0/∞(𝜇 = 1). Умовою гладкого зшивання
пробних функцiй в областях 𝜇 > 1 та 𝜇 < 1 є:

𝛿(𝑚𝑅cr, 𝜁) ≡ det[Ŷ0(𝜇 = 1)− Ŷ∞(𝜇 = 1)] = 0. (35)

У цiй роботi розглядається випадок 𝑁 = 2.
Вiдповiднi матрицi перетворень та матрицi поча-
ткових умов наведенi в Додатку B. Всi перерахо-
ванi вище манiпуляцiї здiйснювались для рiзних
значень добутку 𝑚𝑅 при фiксованому значеннi
𝜁. Таке значення 𝑚𝑅cr, за якого виконано умову
(35), вважається критичним. За результатами чи-
сельних розрахункiв побудовано криву залежностi
𝑚𝑅cr(𝜁) (суцiльна лiнiя на рис. 2).

4. Висновки

Було проведено дослiдження надкритичної неста-
бiльностi в системi двох iдентичних заряджених
домiшок в графенi. Заряд кожної з домiшок є суб-
критичним, але їх сума 𝜁 = 2𝑍𝛼/𝜅 перевищує кри-
тичне значення 𝜁c = 1/2. Таким чином, для ко-
жного фiксованого 𝜁 iснує така вiдстань мiж ними
𝑅cr, за якої настає надкритичний режим. Акту-
альнiсть проведеного дослiдження зумовлена не-
щодавнiми спостереженнями надкритичної неста-
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бiльностi в кластерах домiшок Ca, помiщених на
графенi [8].

Особливiстю даної задачi є те, що змiннi в рiв-
няннi Дiрака не роздiляються в жоднiй вiдомiй
системi координат. А отже, отримати розв’язок в
аналiтичному виглядi неможливо. Тому для знахо-
дження залежностi критичної вiдстанi вiд заряду
системи було застосовано варiацiйний метод Кан-
торовича. Для безмасових частинок критичнi яви-
ща пов’язанi лише з появою резонансу в нижньо-
му континуумi. Оскiльки у варiацiйному методi не-
зручно працювати з резонансами, ми припустили
наявнiсть в зонному спектрi графену щiлини Δ,
яку можна експериментально створити одним iз
багатьох методiв (наприклад, переходом до гра-
фенової нанострiчки, створенням деформацiй, гi-
дрогенiзацiєю поверхнi тощо [24]). Наявнiсть цiєї
щiлини призвела до появи рiвнiв дискретного спе-
ктра, тому спостерiгалося занурення найнижчого
рiвня в нижнiй континуум. Вiдстань мiж домiшка-
ми, коли це вiдбувається, означена як критична.

Варiацiйний метод Канторовича передбачає ви-
користання довiльної кiлькостi пробних функцiй.
У цiй роботi застосовувався метод з двома про-
бними функцiями. Для порiвняння наводяться ре-
зультати аналогiчних розрахункiв за допомогою
методу з однiєю пробною функцiєю, що проводи-
лись в роботi [19]. Отриманi залежностi 𝑚𝑅cr вiд
𝜁 побудованi на рис. 2 разом iз наближеною кри-
вою, отриманою зi зшивання асимптотик точного
розв’язку. Як бачимо, результати двох послiдов-
них наближень варiацiйного методу досить добре
узгоджуються мiж собою як якiсно, так i кiлькi-
сно. Максимальна розбiжнiсть мiж ними не пере-
вищує 8–10%. Цей факт свiдчить про те, що ре-
зультати, наведенi в статтi [19], є задовiльними, не-
зважаючи на простоту наближення. Як i має бути,
𝑅cr → 0 при 𝜁 → 1/2 i 𝑅cr → ∞ при 𝜁 → 1 (в пер-
шому випадку надкритична нестабiльнiсть настає
лише при сумiщеннi домiшок, в другому – кожна
з домiшок стає надкритичною). Також показано,
що при Δ → 0 𝑅cr → ∞ для будь-якого фiксова-
ного значення 𝜁. Це означає, що, коли сумарний
заряд системи перевищує критичний, система зна-
ходиться в надкритичному станi за будь-якої скiн-
ченної вiдстанi мiж домiшками.

Як показано в [19], ця надкритична нестабiль-
нiсть проявляється появою в нижньому контину-
умi квазiстацiонарного стану. Вiн може бути спо-

стережений в локальнiй густинi станiв (LDOS), яка
є експериментально вимiрюваною величиною. Але
енергiя та ширина резонансу спадають при вiдда-
леннi домiшок одна вiд одної як 1

𝑅 , а тому при до-
сягненнi деякої досить великої вiдстанi резонанс
стане непомiтним (наприклад, через обмежену то-
чнiсть вимiрювань). I тодi стан системи не можна
буде вiдрiзнити вiд субкритичного.

Висловлюю слова найщирiшої вдячностi
Е.В. Горбару та В.П. Гусинiну за цiннi поради i
поправки, внесенi пiд час обговорення матерiалiв
даної роботи. Робота пiдтримана грантом Дер-
жавного фонду фундаментальних дослiджень
№F53.2/028.

ДОДАТОК А
Вирази для матриць-коефiцiєнтiв

В цьому Додатку наведено вирази для матриць P̂, Q̂ та R̂

у функцiоналi (23). Функцiонал (19) при 𝐸 = −Δ набуває
вигляду:

𝑆[𝜓] = 4

𝑁∑︁
𝑘,𝑙=1

∞∫︁
0

𝑑𝜇𝑑𝜈|𝐽 |
[︂
(∇𝜇)2𝜓′

𝑘𝜓
*
𝑙
′𝜈𝑘+𝑙−2 +

+2∇𝜇∇𝜈ℜ𝑒(𝜓*
𝑙 𝜓

′
𝑘)(𝑙 − 1)𝜈𝑘+𝑙−3−

− 2

(︂
∇𝑉

2𝑉
×∇𝜇

)︂
ℑ(𝜓*

𝑙 𝜓
′
𝑘)𝜈

𝑘+𝑙−2 +

+𝜓*
𝑙 𝜓𝑘

[︂
(∇𝜈)2(𝑙 − 1)(𝑘 − 1)𝜈𝑘+𝑙−4 −

− 𝑖(𝑙 − 𝑘)

(︂
∇𝑉

2𝑉
×∇𝜈

)︂
𝜈𝑘+𝑙−3 +

+2𝑈𝜈𝑘+𝑙−2

]︂]︂
𝑓(𝜇, 𝜈), (A1)

де функцiї ∇𝜇, ∇𝜈, 𝑉 , 𝑈 можуть бути вираженi в змiн-
них 𝜇, 𝜈. Оскiльки 𝜇𝜈 = 𝜂2 < 1, 𝜇(𝜈 + 1) = 𝜉2 > 1, iнте-
грування в площинi (𝜇, 𝜈) здiйснюється по криволiнiйному
трикутнику:(︂
1

𝜇
− 1

)︂
𝜃 (1− 𝜇) < 𝜈 <

1

𝜇
, (A2)

що можна забезпечити функцiєю 𝑓(𝜇, 𝜈),

𝑓(𝜇, 𝜈) = 𝜃(1− 𝜇𝜈)×

× [𝜃(1− 𝜇)𝜃(𝜇(𝜈 + 1)− 1) + 𝜃(𝜇− 1)]. (A3)

Перепишемо в змiнних (𝜇, 𝜈) всi величини, що фiгурують у
функцiоналi (A1):

|𝐽 | =
𝜇𝑅2

16

1√︀
𝜈(𝜈 + 1)(𝜇+ 𝜇𝜈 − 1)(1− 𝜇𝜈)

, (A4)
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𝑉 (𝜇, 𝜈) = −
2𝑣𝐹 𝜁

𝑅

√︃
𝜈 + 1

𝜇
, (A5)

(∇𝜇)2 =
16

𝑅2
(𝜇+ 2𝜇𝜈 − 1), (A6)

(∇𝜈)2 =
16𝜈(𝜈 + 1)

𝜇2𝑅2
, (A7)

∇𝜇∇𝜈 = −
16𝜈(𝜈 + 1)

𝑅2
, (A8)

∇𝑉

𝑉
×∇𝜇 = (∇𝜈 ×∇𝜇)

𝜕 ln𝑉

𝜕𝜈
=

=
8

𝑅2𝜇

√︀
𝜈(𝜇+ 𝜇𝜈 − 1)(1− 𝜇𝜈)

√
𝜈 + 1

, (A9)

∇𝑉

𝑉
×∇𝜈 = (∇𝜇×∇𝜈)

𝜕 ln𝑉

𝜕𝜇
=

=
8

𝑅2𝜇2

√︀
𝜈(𝜈 + 1)(𝜇+ 𝜇𝜈 − 1)(1− 𝜇𝜈), (A10)

2𝑈 =
2

𝑅2

[︂
2𝑣𝐹 𝜁𝑚𝑅

√︃
𝜈 + 1

𝜇
− 2𝜁2

𝜈 + 1

𝜇
−

−
4𝜈 + 1

𝜇
+

3

2

4𝜇𝜈2 + 5𝜇𝜈 + 𝜇− 1

𝜇2(𝜈 + 1)

]︂
. (A11)

Функцiонал (A1) набуває форми (23), де P̂, Q̂ та R̂ – ма-
трицi 𝑁 ×𝑁 , що залежать вiд 𝜇:

𝑃𝑘𝑙(𝜇) =

∞∫︁
0

(∇𝜇)2𝜈𝑘+𝑙−2|𝐽 |𝑓(𝜇, 𝜈)𝑑𝜈, (A12)

𝑄𝑘𝑙(𝜇) =

∞∫︁
0

[︃
(∇𝜈)2(𝑙 − 1)(𝑘 − 1)𝜈𝑘+𝑙−4 −

− 𝑖(𝑙 − 𝑘)

(︂
∇𝑉

2𝑉
×∇𝜈

)︂
𝜈𝑘+𝑙−3 +

+2𝑈𝜈𝑘+𝑙−2

]︃
|𝐽 |𝑓(𝜇, 𝜈)𝑑𝜈, (A13)

𝑅𝑘𝑙(𝜇) =

∞∫︁
0

[︃
∇𝜇∇𝜈(𝑙 − 1)𝜈𝑘+𝑙−3 +

+ 𝑖

(︂
∇𝑉

2𝑉
×∇𝜇

)︂
𝜈𝑘+𝑙−2

]︃
|𝐽 |𝑓(𝜇, 𝜈)𝑑𝜈. (A14)

У випадку𝑁 = 2 наведемо вирази для елементiв матриць
P̂, Q̂ та R̂. Цi вирази можуть бути отриманi за допомогою
iнтегралiв, наведених в [25], якi виражаються через повнi
елiптичнi iнтеграли першого𝐾(𝑘), другого 𝐸(𝑘) та третього
роду Π(𝑘, 𝑙). До остаточного вигляду їх можна привести за
допомогою тотожностей [26]:

Π(𝜇, 𝜇) =
𝜋

4(1− 𝜇)
+

1

2
𝐾(𝜇), (A15)

Π(𝜇2, 𝜇) =
1

1− 𝜇2
𝐸(𝜇). (A16)

Також в силу того, що розглядається основний стан систе-
ми, а хвильова функцiя основного стану є дiйсною, всi уявнi
частини коефiцiєнтiв не дають внеску. Таким чином, маємо

𝑃11(𝜇) = 𝜋𝜇, (A17)

𝑃12(𝜇) = 𝑃21(𝜇) =
𝜋

2
(1− 𝜇)+

+ 𝜃(1− 𝜇)
[︀
2𝐸(𝜇)− (1− 𝜇2)𝐾(𝜇)

]︀
+

+ 𝜃(𝜇− 1)𝜇

[︂
2𝐸

(︂
1

𝜇

)︂
−
(︂
1−

1

𝜇2

)︂
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂]︂
, (A18)

𝑃22(𝜇) =
𝜋

2

1− 𝜇+ 𝜇2

𝜇
+

+ 𝜃(1− 𝜇)
1− 𝜇

𝜇

[︀
2𝐸(𝜇)− (1− 𝜇2)𝐾(𝜇)

]︀
+

+ 𝜃(𝜇− 1)(1− 𝜇)

[︂
2𝐸

(︂
1

𝜇

)︂
−
(︂
1−

1

𝜇2

)︂
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂]︂
, (A19)

𝑅11(𝜇) = 𝑅21(𝜇) = 0, (20)

𝑅12(𝜇) = −
𝜋

2𝜇
− 𝜃(1− 𝜇)

𝐸(𝜇)

𝜇
−

− 𝜃(𝜇− 1)

[︂
𝐸

(︂
1

𝜇

)︂
−
(︂
1−

1

𝜇2

)︂
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂]︂
, (A21)

𝑅22(𝜇) = −
𝜋(2− 𝜇)

4𝜇2
−

− 𝜃(1− 𝜇)

[︂
3− 𝜇

2𝜇2
𝐸(𝜇)−

1− 𝜇2

2𝜇2
𝐾(𝜇)

]︂
−

− 𝜃(𝜇− 1)

[︂
3− 𝜇

2𝜇
𝐸

(︂
1

𝜇

)︂
+

+
(𝜇− 1)(𝜇2 − 𝜇− 2)

2𝜇3
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂]︂
, (A22)

𝑄11(𝜇) = −
𝜋(𝜁2 − 1)

8𝜇
+

+
𝜁𝑚𝑅

2

[︂
𝜃(1− 𝜇)𝐾(

√
𝜇) +

𝜃(𝜇− 1)
√
𝜇

𝐾

(︂
1
√
𝜇

)︂]︂
+

+ 𝜃(1− 𝜇)

[︂
3

8𝜇(1 + 𝜇)
𝐸(𝜇)−

−
(2𝜁2 + 1)(1 + 𝜇)

8𝜇
𝐾(𝜇)

]︂
+

+ 𝜃(𝜇− 1)

[︂
3

8(1 + 𝜇)
𝐸

(︂
1

𝜇

)︂
−

−
(𝜁2 − 1)(1 + 𝜇) + 3𝜇

4𝜇2
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂]︂
, (A23)

𝑄12(𝜇) = 𝑄21(𝜇) = −
𝜋
(︀
3𝜇+ 4(𝜁2 − 1)

)︀
32𝜇2

+

+ 𝜃(1− 𝜇)
𝜁𝑚𝑅

2𝜇
𝐸(

√
𝜇)+

+ 𝜃(𝜇− 1)
𝜁𝑚𝑅

2
√
𝜇

[︂
𝐸

(︂
1
√
𝜇

)︂
−
𝜇− 1

𝜇
𝐾

(︂
1
√
𝜇

)︂]︂
−

− 𝜃(1− 𝜇)

[︂
3𝜇+ 2(𝜇+ 1)(𝜁2 − 1)

8𝜇2(1 + 𝜇)
𝐸(𝜇) +

3(1− 𝜇)

16𝜇
𝐾(𝜇)

]︂
−

− 𝜃(𝜇− 1)

[︂
3𝜇+ 2(𝜇+ 1)(𝜁2 − 1)

8𝜇(1 + 𝜇)
𝐸

(︂
1

𝜇

)︂
+

+
(1− 𝜇)

(︀
9𝜇+ 4(1 + 𝜇)(𝜁2 − 1)

)︀
16𝜇3

𝐾

(︂
1

𝜇

)︂]︂
, (A24)
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𝑄22(𝜇) =
𝜋

32𝜇3

(︀
16− (2𝜁2 − 2 + 3𝜇)(2− 𝜇)

)︀
+

+ 𝜃(1− 𝜇)
𝜁𝑚𝑅

6𝜇

[︂
2

(︂
2

𝜇
− 1

)︂
𝐸(

√
𝜇)−

−
(︂
1

𝜇
− 1

)︂
𝐾(

√
𝜇)

]︂
+

+ 𝜃(𝜇− 1)
𝜁𝑚𝑅

6
√
𝜇

[︂
2

(︂
2

𝜇
− 1

)︂
𝐸

(︂
1
√
𝜇

)︂
−

−
(︂
1−

1

𝜇

)︂(︂
3

𝜇
− 2

)︂
𝐾

(︂
1
√
𝜇

)︂]︂
+

+ 𝜃(1− 𝜇)

[︂
(1− 𝜇)

(︀
2(𝜁2 − 1)(𝜇+ 1)− 3𝜇(1− 𝜇)

)︀
16𝜇3

𝐾(𝜇)+

+
3𝜇2 + 13𝜇+ 16 + 2(𝜁2 − 1)(𝜇2 − 2𝜇− 3)

16𝜇3(1 + 𝜇)
𝐸(𝜇)

]︂
+

+ 𝜃(𝜇− 1)

[︂
(1− 𝜇)(3𝜇2 + 5𝜇+ 8)

8𝜇4
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂
+

+
(𝜁2 − 1)(1− 𝜇)(𝜇2 − 𝜇− 2)

8𝜇4
𝐾

(︂
1

𝜇

)︂
+

+
3𝜇2 + 13𝜇+ 16 + 2(𝜁2 − 1)(𝜇2 − 2𝜇− 3)

16𝜇2(1 + 𝜇)
𝐸

(︂
1

𝜇

)︂]︂
. (A25)

ДОДАТОК В
Особливостi застосування
варiацiйного методу з 𝑁 = 2

В цьому додатку наводяться деякi деталi застосування ме-
тоду Канторовича у випадку 𝑁 = 2.

В результатi перетворення (29) коефiцiєнтiв рiвнянь (32)
та (24) перетворюються так:

ÂS = Ŝ−1ÂŜ− Ŝ−1B̂Ŝ′ − Ŝ−1Ŝ′′, (B1)

B̂S = Ŝ−1B̂Ŝ+ 2Ŝ−1Ŝ′′, (B2)

P̂S = Ŝ𝑇 P̂Ŝ, (B3)

R̂S = Ŝ𝑇 R̂Ŝ+ Ŝ𝑇 P̂Ŝ′, (B4)

Q̂S = Ŝ𝑇 Q̂Ŝ+ Ŝ′𝑇 R̂Ŝ+ Ŝ𝑇 R̂𝑇 Ŝ′ + Ŝ′𝑇 P̂Ŝ′. (B5)

1. Iнтервал 0 < 𝜇 ≤ 1

det P̂(𝜇) =
𝜋2𝜇2

8
+𝑂

(︀
𝜇4
)︀
, 𝜇→ 0. (B6)

Тому матрицю Ŝ(0) необхiдно вибрати таку, щоб det Ŝ(0) ∼
∼ 1

𝜇
. В цiй роботi було вибрано матрицю:

Ŝ(0)(𝜇) =

⎛⎝ 𝜇−1

𝜇3/2
𝜇+1

𝜇3/2

1√
𝜇

− 1√
𝜇

⎞⎠, det Ŝ(0) = −
2

𝜇
. (B7)

Показник степеня 𝜆0 = −1, що вiдповiдає степеневiй пове-
дiнцi пробних функцiй в околi точки 𝜇 = 0. Коефiцiєнти
рiвняння (34) мають вигляд

Â
(0)
1 =

⎛⎝ 3−𝜁2

4
− 3

4

− 1
4

1−𝜁2

4

⎞⎠, B̂
(0)
1 ≡ 1̂. (B8)

Рiвняння (34) зводиться до такого вигляду:(︂
Ŷ

(0)
1 −

1

2
1̂

)︂2
= Â

(0)
1 +

1

4
1̂, (B9)

його розв’язок:

Ŷ
(0)
1 =

1

2
1̂+

+

(︃ 1
2

− 3
2

1
2

1
2

)︃⎛⎜⎝
√

1−𝜁2

2
0

0

√
5−𝜁2

2

⎞⎟⎠(︃ 1
2

3
2

− 1
2

1
2

)︃
=

=

⎛⎜⎝ 4+
√

1−𝜁2+3
√

5−𝜁2

8
3
√

1−𝜁2−3
√

5−𝜁2

8
√

1−𝜁2−
√

5−𝜁2

8
4+3

√
1−𝜁2+

√
5−𝜁2

8

⎞⎟⎠. (B10)

Матриця 1
𝜇
Ŷ

(0)
1 використовується в ролi початкової умо-

ви при чисельному iнтегруваннi рiвняння Рiккатi (32) на
iнтервалi 0 < 𝜇 ≤ 1.

2. Iнтервал 1 ≤ 𝜇 <∞

det P̂(𝜇) =
𝜋2

8
+𝑂

(︂
1

𝜇2

)︂
, 𝜇→ ∞. (B11)

Тому матрицю Ŝ(∞) необхiдно вибрати таку, щоб
det Ŝ(∞) ∼ 1. В цiй роботi було вибрано матрицю:

Ŝ(∞)(𝜇) =

(︃
1√
𝜇

− 1√
𝜇

√
𝜇

√
𝜇

)︃
, det Ŝ(∞) = 2. (B12)

Показник степеня 𝜆∞ = −3/4, що вiдповiдає поведiнцi про-
бних функцiй ∼exp(−𝜇1/4) при 𝜇→ ∞. Коефiцiєнти рiвня-
ння (34) мають вигляд

Â
(∞)
1 =

𝜁𝑚𝑅

4
1̂, B̂

(∞)
1 ≡ 0̂. (B13)

Розв’язок рiвняння (34) має вигляд

Ŷ
(∞)
1 = −

√
𝜁𝑚𝑅

2
1̂. (B14)

Матриця 1
𝜇3/4 Ŷ

(∞)
1 використовується в ролi початкової

умови при чисельному iнтегруваннi рiвняння Рiккатi (32)
на iнтервалi 1 ≤ 𝜇 <∞.
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А.А.Соболь

ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ
КРИТИЧЕСКОГО РАССТОЯНИЯ В ЗАДАЧЕ
О ДВУХ КУЛОНОВСКИХ ЦЕНТРАХ В ГРАФЕНЕ

Р е з ю м е

Исследована надкритическая нестабильность в системе
двух заряженных примесей в графене с квазичастицами,
которые в непрерывном пределе описываются двумерным
уравнением Дирака. Рассмотрен случай, когда заряд ка-
ждой из двух одинаковых примесей является субкритиче-
ским, тогда как их сумма превосходит критический заряд
в задаче об одном кулоновском центре. Развит вариаци-
онный метод, с помощью которого вычисляются значения
критического расстояния между примесями 𝑅cr, как фун-
кции полного заряда системы. Установлено, что 𝑅cr растёт
с увеличением полного заряда двух примесей и с уменьше-
нием ширины квазичастичной щели. Проведено сравнение
результатов с данными предшествующих исследований.

O.O. Sobol

VARIATIONAL METHOD
FOR THE CALCULATION OF CRITICAL DISTANCE
BETWEEN TWO COULOMB CENTERS IN GRAPHENE

S u m m a r y

The supercritical instability in a system of two identical

charged impurities in gapped graphene described in the con-

tinuous limit by the two-dimensional Dirac equation has been

studied. The case where the charge of each impurity is sub-

critical, but their sum exceeds the critical value calculated in

the version with a single Coulomb center, is considered. Using

the developed variational method, the dependence of the criti-

cal distance 𝑅cr between the impurities on their total charge is

calculated. The 𝑅cr-value is found to grow as the total impurity

charge increases and the quasiparticle band gap decreases. The

results of calculations are compared with those obtained in ear-

lier researches.
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