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АСИМПТОТИЧНI ХВИЛЬОВI РОЗВ’ЯЗКИ МОДЕЛI
СЕРЕДОВИЩА З ОСЦИЛЯТОРАМИ ВАН ДЕР ПОЛЯУДК 539.182

У роботi розглядається одновимiрна математична модель складного середовища, яка
складається iз хвильового рiвняння для основного середовища та зв’язаних з ним
рiвнянь Ван дер Поля для коливних включень. Використовуючи метод Боголюбова–
Митропольського, побудованi хвильовi розв’язки слабконелiнiйної моделi, амплiтуда
яких описується тривимiрною динамiчною системою. Амплiтудна система докладно
вивчалась методами якiсного та числового аналiзу. Зокрема, було виявлено iснування
у фазовому просторi системи перiодичних, мультиперiодичних та хаотичних трає-
кторiй, дослiджено бiфуркацiї цих режимiв за допомогою технiки перерiзiв Пуанкаре,
також було знайдено точнi розв’язки у випадку редукцiї системи до двовимiрної.
К люч о в i с л о в а: нелiнiйнi хвилi, осцилятор Ван дер Поля, хаотичний атрактор.

1. Вступ

Бiльшiсть природних середовищ являють собою
iєрархiчнi утворення структурних елементiв, ди-
намiкою яких за певних умов навантаження не
можна знехтувати [1, 2]. Для опису таких сере-
довищ зi структурою використовується математи-
чна модель у виглядi сукупностi двох континуу-
мiв – основного середовища та, зв’язаних з ним,
часткових осциляторiв [3, 4]. У роботах [5–7] цi
моделi були поширенi на нелiнiйнi середовища, у
роботах [8, 9] – на нелокальнi. В цих роботах не-
лiнiйнiсть та нелокальнiсть основного середови-
ща враховувались у його рiвняннях стану, тодi як
динамiка коливних включень лишалась лiнiйною.
У роботi [10] було запропоновано описувати ди-
намiку коливних включень нелiнiйними рiвняння-
ми, зокрема рiвняннями Ван дер Поля. У данiй
роботi дослiджується випадок лiнiйного основно-
го середовища у поєднаннi з нелiнiйною динамi-
кою осцилюючих включень, якi описуються трьо-
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ма видами рiвнянь Ван дер Поля. Тодi математи-
чна модель складного середовища матиме такий
вигляд:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

𝜕𝜎

𝜕𝑥
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
𝜕2𝑤𝑗

𝜕𝑡2
, 𝜎 =

𝐸

𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑡2
+ 𝐹𝑘 (𝑤𝑘 − 𝑢) = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑁,

(1)

де 𝑢 – змiщення основного середовища густини 𝜌;
𝜎 – напруження; 𝐸 – модуль пружностi Юнга; 𝑤𝑘 –
змiщення осцилюючого включення густини 𝑚𝑘𝜌 з
власною частотою 𝜔𝑘; 𝑡 та 𝑥 – часова та просторова
змiннi.

Оператор 𝐹𝑘, який описує динамiку частково-
го осцилятора, означимо таким чином 𝐹𝑘 (𝑦) =
= −

(︀
𝜆𝑘 − 𝜇𝑘𝑦

2
)︀

𝜕𝑦
𝜕𝑡 + 𝜔2

𝑘𝑦, 𝑘 = 1..𝑁 , тобто коливне
включення розглядається як сукупнiсть осцилято-
рiв Ван дер Поля.

Використовуючи характернi величини 𝜏 , 𝑐0, 𝑢0,
виконаємо знерозмiрення моделi (1) за формулами
𝑡 → 𝜏𝑡, 𝑥 → 𝜏𝑐0𝑥, 𝑢 → 𝑢0𝑢, 𝑤 → 𝑢0𝑤, 𝜆𝑘 → 𝜆𝑘𝜏

−1,
𝜔𝑘 → 𝜔𝑘𝜏

−1, 𝜇𝑘 = 𝜆𝑘𝜏
−1𝑢−2

0 .
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Тодi модель (1) набуде такого вигляду:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
𝜕2𝑤𝑗

𝜕𝑡2
,

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑡2
− 𝜆𝑘

[︀
1− (𝑤𝑘 − 𝑢)

2]︀𝜕 (𝑤𝑘 − 𝑢)

𝜕𝑡
+

+ 𝜔2
𝑘 (𝑤𝑘 − 𝑢) = 0,

(2)

де 𝑐2 = 𝐸𝜌−1𝑐−2
0 .

Розглянемо хвильовi розв’язки моделi (2):

𝑢 = 𝑈 (𝑠), 𝑤𝑘 = 𝑊𝑘 (𝑠), 𝑠 = 𝑥+𝐷𝑡 (3)

та проаналiзуємо залежнiсть структури розв’язку
(3) вiд параметрiв 𝜆𝑘, 𝐷.

2. Побудова асимптотичного розв’язку
моделi (2)

Пiдставляючи вирази (3) в систему (2), отримуємо
систему звичайних диференцiальних рiвнянь

𝑊𝑘
′′ +Ω2

𝑘 (𝑊𝑘 − 𝑈) = 𝑅𝑘 (𝑊𝑘 − 𝑈),

𝑈 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗𝑊𝑗 ,
(4)

де 𝑅𝑘(𝑦) = 𝛼𝑘(1 − 𝑦2)𝑦′, 𝛼𝑘 = 𝜆𝑘

𝐷 , Ω𝑘 = 𝜔𝑘

𝐷 , 𝜙𝑘 =

= 𝐷2

𝑐2−𝐷2𝑚𝑘, (·)′ = 𝑑(·)/𝑑𝑠, 𝑘 = 1, ..., 𝑁 .
Розглянемо хвильовi розв’язки моделi, яка вра-

ховує динамiку трьох типiв осциляторiв, тобто
𝑁 = 3. Динамiчна система (4) належить до кла-
су моделей зв’язаних осциляторiв. Основний iнте-
рес у дослiдженнях цих моделей становлять новi
ефекти, якi зумовленi типом взаємодiї мiж час-
тковими осциляторами. Як правило, в цих моде-
лях розрiзняють зв’язок осциляторiв з найближ-
чим сусiдом [11, 12] або глобально зв’язанi осци-
лятори через середнє поле [13–15]. Система (4) є
прикладом останнього випадку. Основними засо-
бами вивчення таких моделей є асимптотичнi та
числовi методи.

Розглянемо слабконелiнiйний випадок, коли
𝛼𝑘 = 𝜀𝛼𝑘, де 𝜀 ≪ 1. У цьому випадку до системи
(4) можна застосувати метод Боголюбова–Митро-
польського [16, 17]. При 𝜀 = 0 розв’язки системи
(4) шукаємо у виглядi

𝑊1 = 𝑎𝑟11 sin 𝜃1 + 𝑏𝑟12 sin 𝜃2 + 𝑐𝑟13 sin 𝜃3,

𝑊2 = 𝑎𝑟21 sin 𝜃1 + 𝑏𝑟22 sin 𝜃2 + 𝑐𝑟23 sin 𝜃3,

𝑊3 = 𝑎𝑟31 sin 𝜃1 + 𝑏𝑟32 sin 𝜃2 + 𝑐𝑟33 sin 𝜃3,

(5)

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑟𝑖𝑗 , 𝑘𝑖, 𝛽𝑖 — сталi, 𝜃𝑖 = 𝑘𝑖𝑠+𝛽𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.
Пiдставляючи (5) у (4), при 𝜀 = 0 отримуємо си-
стему лiнiйних рiвнянь вiдносно 𝑟𝑖𝑗 , умовою сумi-
сностi якої є рiвняння⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐾1 Ω2

1𝜙2 Ω2
1𝜙3

Ω2
2𝜙1 𝐾2 Ω2

2𝜙3

Ω2
3𝜙1 Ω2

3𝜙2 𝐾3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0, (6)

де 𝐾𝑖 = 𝑘2 + Ω2
𝑖 (𝜙𝑖 − 1), 𝑖 = 1, 2, 3. Враховуючи

умову (6) та приймаючи 𝑟1𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, 3, отри-
муємо

𝑟2𝑗 =
Ω2

2

(︀
𝑘2𝑗 − Ω2

1

)︀
Ω2

1

(︀
𝑘2𝑗 − Ω2

2

)︀ ,
𝑟3𝑗 =

𝑘4𝑗 + 𝑘2𝑗
(︀
Ω2

1(1− 𝜙1) + Ω2
2(1− 𝜙2)

)︀
Ω2

1

(︀
𝑘2𝑗 − Ω2

2

)︀
𝜙3

−

− Ω2
1Ω

2
2 (1− 𝜙1 − 𝜙2)

Ω2
1

(︀
𝑘2𝑗 − Ω2

2

)︀
𝜙3

.

(7)

При малому 𝜀 ̸= 0 вважатимемо, що розв’язок си-
стеми (4) визначається виразами (5), у яких 𝑎, 𝑏,
𝑐, 𝛽𝑖 є функцiями ”повiльної” змiнної 𝜀𝑠. Також
приймемо, що

𝑑𝑊1

𝑑𝑠
= 𝑎𝑘1 cos 𝜃1 + 𝑏𝑘2 cos 𝜃2 + 𝑐𝑘3 cos 𝜃3,

𝑑𝑊2

𝑑𝑠
= 𝑎𝑟21𝑘1 cos 𝜃1 +

+ 𝑏𝑟22𝑘2 cos 𝜃2 + 𝑐𝑟23𝑘3 cos 𝜃3,

𝑑𝑊3

𝑑𝑠
= 𝑎𝑟31𝑘1 cos 𝜃1 +

+ 𝑏𝑟32𝑘2 cos 𝜃2 + 𝑐𝑟33𝑘3 cos 𝜃3,

(8)

за додаткової умови

𝑑𝑎

𝑑𝑠
sin 𝜃1 +

𝑑𝛽1

𝑑𝑠
𝑎 cos 𝜃1 +

𝑑𝑏

𝑑𝑠
sin 𝜃2 +

𝑑𝛽2

𝑑𝑠
𝑏 cos 𝜃2 +

+
𝑑𝑐

𝑑𝑠
sin 𝜃3 +

𝑑𝛽3

𝑑𝑠
𝑐 cos 𝜃3 = 0,

𝑑𝑎

𝑑𝑠
𝑟21 sin 𝜃1 +

𝑑𝛽1

𝑑𝑠
𝑎𝑟21 cos 𝜃1 +

𝑑𝑏

𝑑𝑠
𝑟22 sin 𝜃2 +

+
𝑑𝛽2

𝑑𝑠
𝑏𝑟22 cos 𝜃2 +

𝑑𝑐

𝑑𝑠
𝑟23 sin 𝜃3 +

𝑑𝛽3

𝑑𝑠
𝑐𝑟32 cos 𝜃3 = 0,

𝑑𝑎

𝑑𝑠
𝑟31 sin 𝜃1 +

𝑑𝛽1

𝑑𝑠
𝑎𝑟31 cos 𝜃1 +

𝑑𝑏

𝑑𝑠
𝑟32 sin 𝜃2 +

+
𝑑𝛽2

𝑑𝑠
𝑏𝑟32 cos 𝜃2 +

𝑑𝑐

𝑑𝑠
𝑟33 sin 𝜃3 +

𝑑𝛽3

𝑑𝑠
𝑐𝑟33 cos 𝜃3 = 0.

(9)
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Пiдставляючи (5), (8) у (4) з урахуванням (6) отри-
муємо таку систему в нормальнiй формi:

𝑑𝑎

𝑑𝑠
=

𝜀 cos 𝜃1
𝑘1𝛿

(︀
𝑅1 (𝑟23𝑟32 − 𝑟22𝑟33)+

+𝑅2 (𝑟33 − 𝑟32) +𝑅3 (𝑟22 − 𝑟23)
)︀
,

𝑑𝑏

𝑑𝑠
=

𝜀 cos 𝜃2
𝑘2𝛿

(︀
𝑅1 (𝑟21𝑟33 − 𝑟23𝑟31)+

+𝑅2 (𝑟31 − 𝑟33) +𝑅3 (𝑟23 − 𝑟21)
)︀
,

𝑑𝑐

𝑑𝑠
=

𝜀 cos 𝜃3
𝑘3𝛿

(︀
𝑅1 (𝑟22𝑟31 − 𝑟21𝑟32)+

+𝑅2 (𝑟32 − 𝑟31) +𝑅3 (𝑟21 − 𝑟22)
)︀
,

(10)

де

𝑅𝑘 = 𝛼𝑘

[︃
1−

(︃
𝑊𝑘 −

3∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗𝑊𝑗

)︃2]︃
×

× 𝑑

𝑑𝑠

(︃
𝑊𝑘 −

3∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗𝑊𝑗

)︃
,

𝛿 = 𝑟23 (𝑟32 − 𝑟31) + 𝑟21 (𝑟33 − 𝑟32) + 𝑟22 (𝑟31 − 𝑟33).

Пiсля осереднення

𝑑

𝑑𝑠
(⋆) =

1

(2𝜋)3

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

(⋆)𝑑𝜃1𝑑𝜃2𝑑𝜃3,

система (10) матиме вигляд

4𝛿
𝑑𝑥

𝑑𝑇
= 𝑥 (𝐴0 +𝐴1𝑥+𝐴2𝑦 +𝐴3𝑧),

4𝛿
𝑑𝑦

𝑑𝑇
= 𝑦 (𝐵0 +𝐵1𝑥+𝐵2𝑦 +𝐵3𝑧),

4𝛿
𝑑𝑧

𝑑𝑇
= 𝑧 (𝐶0 + 𝐶1𝑥+ 𝐶2𝑦 + 𝐶3𝑧),

(11)

де 𝑥 = 𝑎2, 𝑦 = 𝑏2, 𝑧 = 𝑐2, 𝑇 = 𝜀𝑠. Iншi параметри

𝐴0 = 4
(︀
𝛼1𝐻11(𝑟23𝑟32 − 𝑟22𝑟33) + 𝛼2𝐻21(𝑟33 − 𝑟32)+

+ 𝛼3𝐻31(𝑟22 − 𝑟23)
)︀
,

𝐴1 = 𝛼1𝐻
3
11(𝑟23𝑟32 − 𝑟22𝑟33)− 𝛼2𝐻

3
21(𝑟33 − 𝑟32)−

− 𝛼3𝐻
3
31(𝑟22 − 𝑟23),

𝐴2 = 2(𝛼1𝐻11𝐻
2
12(𝑟22𝑟33 − 𝑟23𝑟32)+

+ 𝛼2𝐻21𝐻
2
22(𝑟32 − 𝑟33)− 𝛼3𝐻31𝐻

2
32(𝑟22 − 𝑟23)),

𝐴3 = 2(𝛼1𝐻11𝐻
2
13(𝑟22𝑟33 − 𝑟23𝑟32)+

+ 𝛼2𝐻21𝐻
2
23(𝑟32 − 𝑟33)− 𝛼3𝐻31𝐻

2
33(𝑟22 − 𝑟23)),

𝐵0 = 4
(︀
−𝛼1𝐻12(𝑟23𝑟31 − 𝑟21𝑟33)+

+ 𝛼2𝐻22(𝑟31 − 𝑟33)− 𝛼3𝐻32(𝑟21 − 𝑟23)
)︀
,

𝐵1 = −2(𝛼1𝐻12𝐻
2
11(𝑟21𝑟33 − 𝑟23𝑟31)+

+ 𝛼2𝐻22𝐻
2
21(𝑟31 − 𝑟33)− 𝛼3𝐻32𝐻

2
31(𝑟21 − 𝑟23)),

𝐵2 = 𝛼1𝐻
3
12(𝑟23𝑟31 − 𝑟21𝑟33)− 𝛼2𝐻

3
22(𝑟31 − 𝑟33)+

+ 𝛼3𝐻
3
32(𝑟21 − 𝑟23),

𝐵3 = −2(−𝛼1𝐻12𝐻
2
13(𝑟23𝑟31 − 𝑟21𝑟33)+

+ 𝛼2𝐻22𝐻
2
23(𝑟31 − 𝑟33)− 𝛼3𝐻32𝐻

2
33(𝑟21 − 𝑟23)),

𝐶0 = 4
(︀
𝛼1𝐻13(𝑟22𝑟31 − 𝑟21𝑟32)−

− 𝛼2𝐻23(𝑟31 − 𝑟32) + 𝛼3𝐻33(𝑟21 − 𝑟22)
)︀
,

𝐶1 = 2(𝛼1𝐻13𝐻
2
11(𝑟21𝑟32 − 𝑟22𝑟31)+

+ 𝛼2𝐻23𝐻
2
21(𝑟31 − 𝑟32)− 𝛼3𝐻33𝐻

2
31(𝑟21 − 𝑟22)),

𝐶2 = 2(−𝛼1𝐻13𝐻
2
12(𝑟22𝑟31 − 𝑟21𝑟32)+

+ 𝛼2𝐻23𝐻
2
22(𝑟31 − 𝑟32)− 𝛼3𝐻33𝐻

2
32(𝑟21 − 𝑟22)),

𝐶3 = −𝛼1𝐻
3
13(𝑟22𝑟31 − 𝑟21𝑟32) + 𝛼2𝐻

3
23(𝑟31 − 𝑟32)−

− 𝛼3𝐻
3
33(𝑟21 − 𝑟22),

де 𝐻1𝑗 = 𝜙1 − 1 + 𝜙2𝑟2𝑗 + 𝜙3𝑟3𝑗 , 𝐻2𝑗 = 𝜙1 + (𝜙2 −
− 1)𝑟2𝑗 + 𝜙3𝑟3𝑗 , 𝐻3𝑗 = 𝜙1 + 𝜙2𝑟2𝑗 + (𝜙3 − 1)𝑟3𝑗 .

Таким чином, ми приходимо до вивчення стру-
ктури першого октанта фазового простору систе-
ми (11).

3. Аналiз двовимiрних
пiдсистем динамiчної системи (11)

Очевидно, що система (11) на координатних пло-
щинах зводиться до систем на площинi, напри-
клад, вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑇
= 𝑥 (𝐴0 +𝐴1𝑥+𝐴2𝑦) ,

𝑑𝑦

𝑑𝑇
= 𝑦 (𝐵0 +𝐵1𝑥+𝐵2𝑦) , 𝑧 = 0.

(12)

Динамiчна система (12) описує динамiку амплi-
туди двочастотного розв’язку (5).

За допомогою масштабного перетворення

𝜈𝜀𝑠 = 𝑇, 𝑥 = 𝜉�̄�, 𝑦 = 𝜂𝑦,

𝜈 = −𝐴0

4𝛿
, 𝜉 = −𝐴0

𝐴1
, 𝜂 = −𝐴0

𝐴2
,
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приведемо динамiчну систему (12) до вигляду
(опускаючи риски над змiнними)

𝑑𝑥

𝑑𝑇
= 𝑥 (𝑥+ 𝑦 − 1) ,

𝑑𝑦

𝑑𝑇
= 𝑦 (𝜇1𝑥+ 𝜇2𝑦 − 𝜇3) ,

(13)

де

𝜇1 =
𝐵1

𝐴1
, 𝜇2 =

𝐵2

𝐴2
, 𝜇3 =

𝐵0

𝐴0
.

Не зупиняючись на детальному аналiзi цiєї ам-
плiтудної системи, який проведений у роботi [10],
зазначимо основнi властивостi динамiчної сис-
теми (13).

Динамiчна система (13) має чотири стацiонарнi
точки з координатами

𝑂 (0; 0) , 𝑋 (1; 0) , 𝑌

(︂
0;

𝜇3

𝜇2

)︂
, 𝑄

(︂
𝜇2 − 𝜇3

𝜇2 − 𝜇1
;
𝜇3 − 𝜇1

𝜇2 − 𝜇1

)︂
.

Зi змiсту змiнних 𝑥 та 𝑦 випливає, що точки 𝑌 та
𝑄 лежать у першiй чвертi фазової площини, якщо

𝜇3

𝜇2
≥ 0 та

𝜇2 − 𝜇3

𝜇2 − 𝜇1
≥ 0,

𝜇3 − 𝜇1

𝜇2 − 𝜇1
≥ 0

вiдповiдно.
Власнi значення матрицi лiнеаризацiї

𝐽 (𝑥0; 𝑦0) =
(︁
2𝑥0 + 𝑦0 − 1 𝑥0

𝜇1𝑦0 𝜇1𝑥0 + 2𝜇2𝑦0 − 𝜇3

)︁
– для точки 𝑂 дорiвнюють 𝜆𝑂 = (−1;−𝜇3);
– для точки 𝑋 – 𝜆𝑋 = (1;𝜇1 − 𝜇3);
– для точки 𝑌 – 𝜆𝑌 =

(︀
𝜇3;𝜇3𝜇

−1
2 − 1

)︀
;

– для точки 𝑄 –

𝜆𝑄 =
𝜇2 − 𝜇1𝜇2 − 𝜇3 + 𝜇2𝜇3 ±

√
Δ

2(𝜇2 − 𝜇1)
,

де Δ =
(︀
𝜇2 − 𝜇1𝜇2 − 𝜇3 + 𝜇2𝜇3

)︀2
+ 4(𝜇2 − 𝜇1)(𝜇2 −

−𝜇3)(𝜇1 − 𝜇3).
Очевидно, що стацiонарнi точки 𝑋 та 𝑌 вiдпо-

вiдають iснуванню в системi гармонiчних режимiв
з частотами 𝑘1 та 𝑘2, точка 𝑄 вiдповiдає бiгармо-
нiчному режиму.

Як показано в [18], система (13) не має замкну-
тих траєкторiй, оскiльки iснує функцiя

𝐵 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑝−1𝑦𝑞−1, 𝑝 =
𝜇2 − 𝜇1𝜇2

𝜇1 − 𝜇2
, 𝑞 =

𝜇2 − 1

𝜇1 − 𝜇2
,

така, що

𝐺 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝐵𝑥(𝑥+ 𝑦 − 1)) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐵𝑦(𝜇1𝑥+ 𝜇2𝑦−

−𝜇3)) =
𝜇2(𝜇1 − 𝜇3 − 1) + 𝜇3

𝜇1 − 𝜇2
𝐵.

Крива 𝐺 = 0 не має вiток, зокрема, в першiй
чвертi, якщо 𝜇2 (𝜇1 − 𝜇3 − 1)+𝜇3 ̸= 0. Тож за кри-
терiєм Дюлака в першiй чвертi немає замкнутих
траєкторiй. У роботi [10] проаналiзовано всi ти-
повi фазовi портрети динамiчної системи залежно
вiд змiни параметра 𝐷 та вказано окремi випадки,
коли можна знайти точнi розв’язки динамiчної си-
стеми. Зокрема, знайдено точний розв’язок

𝑦 (𝑥) =
𝑥 (𝑥− 1)

−𝑥±
√︀
𝑥2 + const (𝑥− 1)𝑥2−2𝜇3

, (14)

за додаткових умов

𝜇2 = 2𝜇3, 𝜇1 =
1

2
(1 + 2𝜇3) , (15)

який не виявлено в [19].

4. Якiсний аналiз стацiонарних
точок динамiчної системи (11)

Розглянемо структуру фазового простору динамi-
чної системи (11) в околi стацiонарної точки, ко-
ординати 𝑆(𝑥0; 𝑦0; 𝑧0) якої задовольняють систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

𝐴0 +𝐴1𝑥0 +𝐴2𝑦0 +𝐴3𝑧0 = 0,

𝐵0 +𝐵1𝑥0 +𝐵2𝑦0 +𝐵3𝑧0 = 0,

𝐶0 + 𝐶1𝑥0 + 𝐶2𝑦0 + 𝐶3𝑧0 = 0.

(16)

Згiдно з формулою Крамера 𝑥𝑖 = Δ𝑖Δ
−1. Вста-

новимо умови, коли в околi стацiонарної точки 𝑆
можуть виникнути коливальнi режими, користу-
ючись теоремою Андронова–Хопфа [20]. Згiдно з
теоремою, однiєю з необхiдних умов появи перiо-
дичного розв’язку є наявнiсть у матрицi лiнеари-
зацiї

𝐽 =

⎛⎝𝐴1𝑥0 𝐴2𝑥0 𝐴3𝑥0

𝐵1𝑦0 𝐵2𝑦0 𝐵3𝑦0
𝐶1𝑧0 𝐶2𝑧0 𝐶3𝑧0

⎞⎠
пари суто уявних власних значень. Тодi матриця
𝐽 повинна з необхiднiстю задовольняти спiввiдно-
шення

det 𝐽 = tr 𝐽
3∑︁

𝑖=1

𝐽𝑖𝑖.
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Цю умову зручно записати у такому виглядi:

(𝐴1Δ1 +𝐵2Δ2 + 𝐶3Δ3)

(︂
1

Δ3

⃒⃒⃒
𝐴1 𝐴2
𝐵1 𝐵2

⃒⃒⃒
+

+
1

Δ2

⃒⃒⃒
𝐴1 𝐴3
𝐶1 𝐶3

⃒⃒⃒
+

1

Δ1

⃒⃒⃒
𝐵2 𝐵3
𝐶2 𝐶3

⃒⃒⃒)︂
= 1. (17)

Отриманий вираз (17) є кривою нейтральної стiй-
костi i являє собою деякий многовид у параме-
тричному просторi, при перетинi якого iз сiдло-
фокуса 𝑆 iз стiйким одновимiрним многовидом мо-
же з’явитись граничний цикл. Для вивчення гра-
ничного циклу при вiддаленнi вiд кривої нейтраль-
ної стiйкостi достатньо ефективними є методи якi-
сного та числового аналiзу [21].

5. Числовий аналiз системи (11)

Виберемо значення параметрiв моделi, вимагаючи
щоб (i) розв’язки рiвняння (6) були дiйсними, (ii)
розв’язки системи (16) були додатними, тобто ста-
цiонарна точка 𝑆 лежала в першому октантi. Вра-
ховуючи цi вимоги, зафiксуємо такi значення па-
раметрiв: 𝜔1 = 0,2, 𝜔2 = 0,4, 𝜔3 = 0,6, 𝑚1 = 0,5,
𝑚2 = 0,6, 𝑚3 = 0,8, 𝜆1 = 1,8, 𝜆2 = 0,5, 𝑐 = 1,
𝐷 = 1,3.

Один iз параметрiв 𝜆𝑖, наприклад 𝜆3, зручно ви-
брати в ролi бiфуркацiйного. Тодi величини 𝑘2𝑖 та
𝑟𝑖𝑗 не залежать вiд 𝜆3 i не змiнюються протягом
числових експериментiв. Таким чином,

{𝑘2𝑖 } = {0,0290475; 0,121186; 0,766635},
{𝑟2𝑖} = {−0,327842; 14,7132; 4,42268},
{𝑟3𝑖} = {0,291313;−33,4464;−25,641},
𝛿 = 229,779, 𝑖 = 1, 2, 3.

(18)

Пiдставляючи (18) в умову (17), отримуємо ал-
гебраїчне рiвняння високого степеня вiдносно 𝜆3,
один iз розв’язкiв якого 𝜆3 = 𝜆⋆

3 = −0,406295 вiд-
повiдає iснуванню в спектрi матрицi лiнеаризацiї
𝐽 двох суто уявних та одного вiд’ємного власного
значення. З аналiзу власних значень матрицi 𝐽 та-
кож випливає, що при 𝜆3 < 𝜆⋆

3 точка 𝑆 є стiйким
фокусом, а при 𝜆3 > 𝜆⋆

3 – нестiйким фокусом.
Розглянемо поведiнку траєкторiй системи (11)

при 𝜆3 > 𝜆⋆
3. Стартуючи вiд значення 𝜆3 = −0,035,

проiнтегруємо систему (11) з початковими умова-
ми, вибраними поблизу стацiонарної точки 𝑆, та
переконаємось, що траєкторiя системи намотує-
ться на граничний цикл (рис. 1).

Рис. 1. Фазовий портрет граничного циклу у фазовому
просторi динамiчної системи (11) при 𝜆3 = −0,035

Рис. 2. Бiфуркацiйна дiаграма розвитку граничного циклу
динамiчної системи (11) при зростаннi параметра 𝜆3

Розвиток граничного цикла при зростаннi па-
раметра 𝜆3 зручно вивчати за допомогою технi-
ки перерiзiв Пуанкаре. У ролi сiчної площини ви-
беремо 𝑦 = 0. Тодi вздовж вертикальної осi вiд-
кладатимемо 𝑥 координату точки перетину трає-
кторiї з сiчною площиною, вздовж горизонтальної
осi – параметр 𝜆3. Аналiз отриманої бiфуркацiй-
ної дiаграми (рис. 2) показує, що граничний цикл
зазнає кiлькох бiфуркацiй подвоєння з наступним
утворенням хаотичного атрактора доволi типової
структури (рис. 3). Одна iз особливостей хаоти-
чної областi дiаграми – вiкно перiодичностi при
𝜆3 = −0,03213, яке вiдповiдає iснуванню перiоди-
чної траєкторiї перiода 3𝑇 (рис. 4). У цiй же точцi
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Рис. 3. Перерiз Пуанкаре хаотичного атрактора при 𝜆3 =

= −0,032

Рис. 4. Граничний цикл перiоду 3𝑇 у фазовому просторi
динамiчної системи (11) при 𝜆3 = −0,03213

спостерiгається стрибок амплiтуди коливань. Не-
зважаючи на це, форма перерiзiв Пуанкаре зали-
шається схожою до параболи, як на рис. 3, а змiни
вiдображаються лише у додаваннi сегментiв до вi-
ток цiєї параболи.

6. Висновки

Таким чином, тричастотний хвильовий розв’язок
слабконелiнiйної моделi середовища (1) описується
амплiтудною системою, яка володiє перiодични-
ми, мультиперiодичними та хаотичними розв’язка-
ми. Очевидно, що збiльшення кiлькостi часткових
осциляторiв в моделi зумовлює зростання розмiр-

ностi фазового простору амплiтудної системи, що
може спричинити iснування нових режимiв.

Зазначимо, що тричастотний режим виявлений
тодi, коли у вiдсутностi зв’язку два частковi осци-
лятори перебувають у режимi граничного циклу
(𝜆1 > 0, 𝜆2 > 0), тодi як положення рiвноваги тре-
тього є стiйким фокусом 𝜆3 < 0. Поява зв’язку мiж
осциляторами завдяки основному середовищу зда-
тна перерозподiляти енергiю мiж осциляторами та
створити новi локалiзованi режими.

Варто також наголосити, що отриманi резуль-
тати необхiдно використовувати з певною мiрою
обережностi, оскiльки, як випливає з аналiзу ви-
разiв (7) та (10), результати отриманi за умови,
що частоти розв’язку 𝑘2𝑖 та частковi частоти лiнiй-
ної системи Ω2

𝑖 вiдрiзняються суттєво (вiдсутнiсть
резонансiв). Тобто малий параметр 𝜀 повинен бути
меншим, нiж рiзницi мiж вказаними частотами.

Незважаючи на вiдомi обмеження результа-
тiв, отриманих асимптотичними методами, можна
стверджувати, що врахування в моделi середови-
ща процесiв на рiвнi мiкроструктури дозволяє опи-
сати здатнiсть таких середовищ до прояву само-
органiзацiйних властивостей: формування багато-
перiодичних локалiзованих хвиль, їх бiфуркацiй
тощо.

Отриманi результати свiдчать про те, що розма-
їття принаймнi хвильових розв’язкiв моделi (1) є
значно ширшим, нiж розв’язкiв класичних моде-
лей, якi не враховують складну реологiю середо-
вищ. Однак, натомiсть ускладнюється безпосере-
днє застосування узагальнених моделей, накшталт
моделi (1), до опису фiзичного об’єкта. Окремi
постановки задач, зокрема, про поширення вiбра-
цiї вздовж одновимiрного стрижня, розглядались
у роботi [22], де наголошувалось на необхiдностi
залучення експериментальних даних про розподiл
величин 𝑚𝑘, 𝜔𝑘.

Iншi постановки задач пов’язанi з резонансни-
ми явищами у геоматерiалах [7], де власнi частоти
осциляторiв 𝜔𝑘 ототожнювались з домiнантними
частотами геосередовищ [23]. Таким чином, роз-
робка подiбних моделей стимулює постановку но-
вих дослiдiв, окреслює коло завдань для натурних
та числових експериментiв, дозволяє уточнити та
впорядкувати вiдомi данi та методики їх збору.
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С.И.Скуратовский, И.А.Скуратовская

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ
ВОЛНОВЫЕ РЕШЕНИЯ МОДЕЛИ СРЕДЫ
С ОСЦИЛЛЯТОРАМИ ВАН ДЕР ПОЛЯ

Р е з ю м е

В работе рассматривается одномерная математическая мо-
дель сложной среды, которая состоит из волнового урав-
нения для несущей среды и связанных с ним уравнений
Ван дер Поля для осциллирующих включений. Исполь-
зуя метод Боголюбова–Митропольского, поcтроены волно-
вые решения слабонелинейной модели, амплитуда которых
описывается трехмерной динамической системой. Ампли-
тудная система изучалась более детально методами каче-
ственного и численного анализа. В частности, в фазовом
пространстве системы обнаружено существование периоди-
ческих, мультипериодических и хаотических траекторий,
исследованы бифуркации этих режимов с помощью техни-
ки сечений Пуанкаре, также найдены точные решения в
случае редукции системы к двумерной.

V.A.Danylenko,
S.I. Skurativskyi, I.A. Skurativska

ASYMPTOTIC WAVE
SOLUTIONS FOR THE MODEL OF A MEDIUM
WITH VAN DER POL OSCILLATORS

S u m m a r y

A one-dimensional mathematical model for a complex medium

with van der Pol oscillators has been studied. Using the Bogo-

lyubov–Mitropolsky method, the wave solutions for a weakly

nonlinear model are derived, with their amplitudes being de-

scribed by a three-dimensional dynamical system analyzed in

more details by numerical and qualitative methods. In par-

ticular, periodic, multiperiodic, and chaotic trajectories are

found in the phase space of the dynamical system. Bifurcations

of those regimes were considered using the Poincaré section

technique. Exact solutions are derived in the case where the

three-dimensional system for amplitudes is reduced to the two-

dimensional one.
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