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КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ КУЛОНIВСЬКОЇ ПАРИУДК 538.94

Вперше публiкуються результати, що отриманi прямим алгебраїчним методом, для
кореляцiйних функцiй двох частинок iз кулонiвською взаємодiєю. Ефективнiсть цьо-
го методу продемонстрована знаходженням в другому порядку майже всiх невiдомих
матричних елементiв матриць розкладання.
К люч о в i с л о в а: вторинне квантування, кулонiвське спарювання, кореляцiйнi функцiї.

1. Вступ.
Прямий алгебраїчний метод
знаходження кореляцiйних функцiй

Метою цiєї статтi є покладання основ для точної
теорiї кулонiвської пари, тобто пари вiльних ча-
стинок, що пiдлягають електростатичнiй взаємо-
дiї. Важливо мати на увазi, що спарювання части-
нок є чисто квантовим ефектом, описання якого
вимагає розробки точних методiв розв’язання вiд-
повiдних рiвнянь руху для операторiв народжен-
ня та знищення кожної частинки, якi є нелiнiйни-
ми. Найпростiший вигляд нелiнiйна складова та-
ких рiвнянь – лише один нелiнiйний оператор – має
саме для випадку системи двох частинок, яка ви-
брана для того, щоб уникнути зайвих ускладнень
при розв’язаннi системи отриманих рiвнянь. Ми
будемо розглядати модифiкацiю прямого алгебра-
їчного методу знаходження кореляцiйних функцiй
(ПАМ), запропонованого в [1]. Нагадаємо, що в
основi цього методу – iдея розкладання рiвнянь
для операторiв в певному операторному базисi,
який вибирається з врахуванням специфiки за-
дачi, що розглядається. Будемо розглядати най-
простiший випадок розкладання в двооператор-
ному базисi. Пiсля отримання за допомогою ма-
триць розкладання �̂� та �̂�+ рiвнянь для самих
операторiв та їхнiх комутаторiв чи антикомутато-
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рiв, ми перейдемо до аналiзу основних спiввiдно-
шень для кореляцiйних функцiй, якi несуть основ-
не навантаження в технiцi реалiзацiї прямого алге-
браїчного методу знаходження кореляцiйних фун-
кцiй. Для цього ми розглянемо два вида розкла-
дань для середнiх значень операторiв з допомогою
матриць 𝐹 , 𝐹+ та �̂�, �̂�+, матричнi елементи яких
будуть знайденi внаслiдок розв’язання отриманих
рiвнянь. Метод ПАМ є точним, бо дає можливiсть
здiйснити ефективну лiнеалiзацiю всiх рiвнянь для
операторiв i, внаслiдок цього, перейти вiд рiвнянь
для операторiв до системи алгебраїчних рiвнянь
для невiдомих елементiв вiдповiдних матриць роз-
кладання. Цi рiвняння можуть бути розв’язанi то-
чно, i, таким чином, можна знайти точнi вирази
для кореляцiйних функцiй в залежностi вiд пара-
метрiв гамiльтонiана фiзичної системи, що розгля-
дається. В цiй статтi вперше публiкуються резуль-
тати, отриманi методом ПАМ.

2. Рiвняння для операторiв

Розглянемо модифiкацiю прямого алгебраїчного
методу знаходження кореляцiйних функцiй, за-
пропонованого в [1]. Для цього використовуються
рiвняння руху для операторiв народження та зни-
щення. Далi розглядатимемо систему, яка складає-
ться з двох частинок, що взаємодiють електроста-
тично. Гамiльтонiан цiєї системи в представленнi
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вторинного квантування [2] матиме такий вигляд:

𝐻 = 𝐻1 +𝐻2 +𝐻12, (1)

де
𝐻𝑖 =

∑︁
𝑝

𝜀𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝

– гамiльтонiан вiльної частинки сорту 𝑖, а

𝐻12 =
∑︁

𝑝1+𝑝2=𝑝′
1+𝑝′

2

𝑈𝑝′
1𝑝

′
2𝑝2𝑝1

𝑎+1𝑝′
1
𝑎+2𝑝′

2
𝑎2𝑝2

𝑎1𝑝1

– гамiльтонiан взаємодiї. Тут 𝜀𝑖𝑝 – кiнетична енер-
гiя, 𝑎+𝑖𝑝 – оператори народження та 𝑎𝑖𝑝 – опера-
тори знищення, 𝑝 = (𝑠𝑧, p), p = (𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧) – iн-
декси, що позначають проекцiю спiну та iмпульс
частинок. 𝑈𝑝′

1𝑝
′
2𝑝2𝑝1

– потенцiальна енергiя взаємо-
дiї в iмпульсному представленнi. Будемо вважати,
що обидвi частинки є фермiонами, для яких вико-
нуються такi спiввiдношення антикомутацiї (𝛿𝑝𝑞 –
символ Кронекера):

𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞 + 𝑎𝑖𝑞𝑎
+
𝑖𝑝 = 𝛿𝑝𝑞, (2)

𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞 + 𝑎𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝 = 0, (3)

𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞 + 𝑎+𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝 = 0. (4)

З гамiльтонiана отримаємо такi рiвняння руху, якi
є в основi методу:

[𝑎𝑗𝑞, 𝐻] = 𝐾
(𝑗)
11𝑞𝑎𝑗𝑞 +𝐾

(𝑗)
12𝑞𝑏𝑗𝑞, (5)

[𝑏𝑗𝑞, 𝐻] = 𝐾
(𝑗)
21𝑞𝑎𝑗𝑞 +𝐾

(𝑗)
22𝑞𝑏𝑗𝑞, (6)[︀

𝑎+𝑗𝑞, 𝐻
]︀
= −𝐾

(𝑗)
11𝑞𝑎

+
𝑗𝑞 −𝐾

(𝑗)
12𝑞𝑏

+
𝑗𝑞, (7)[︀

𝑏+𝑗𝑞, 𝐻
]︀
= 𝐾

+(𝑗)
21𝑞 𝑎+𝑗𝑞 +𝐾

+(𝑗)
22𝑞 𝑏+𝑗𝑞. (8)

Тут

𝑏𝑗𝑞 =
1

𝐾
(𝑗)
12𝑞

∑︁
𝑝1+𝑝2=𝑝′

1+𝑝′
2

𝑈𝑝′
1𝑝

′
2𝑝2𝑝1

(𝛿2𝑗𝛿𝑝′
2𝑞
𝑎+1𝑝′

1
+

+ 𝛿1𝑗𝛿𝑝′
1𝑞
𝑎+2𝑝′

2
)𝑎2𝑝2

𝑎1𝑝1
, (9)

𝑏+
𝑗𝑞

=
1

𝐾
(𝑗)
12𝑞

∑︁
𝑝1+𝑝2=𝑝′

1+𝑝′
2

𝑈𝑝′
1𝑝

′
2𝑝2𝑝1

+

1𝑝′
1

𝑎+2𝑝′
2
×

× (𝑎2𝑝2
𝛿1𝑗𝛿𝑝1𝑞 + 𝑎1𝑝1

𝛿2𝑗𝛿𝑝2𝑞), (10)

𝐾
(𝑗)
11𝑞=𝜀𝑗𝑞, 𝐾

(𝑗)
12𝑞=1, а 𝐾

(𝑗)
21𝑞, 𝐾

(𝑗)
22𝑞, 𝐾

+(𝑗)
21𝑞 та 𝐾

+(𝑗)
22𝑞 є

невiдомими функцiями, якi треба знайти. [..., ...]

означає комутатор. Основним моментом прямого
алгебраїчного методу є розкладання операторiв в
двооператорному базисi, що є аналогiчним розкла-
данню векторiв. В нашому випадку рiвняння для
операторiв знищення розкладаються в базисi (𝑎𝑖𝑝,
𝑏𝑗𝑞), а ермiтово спряженi їм рiвняння для операто-
рiв народження — в базисi (𝑎+𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞). Використову-

ючи тотожнiсть Якобi для трьох операторiв

[[𝐴,𝐵], 𝐶] + [[𝐵,𝐶], 𝐴] + [[𝐶,𝐴], 𝐵] = 0, (11)

отримуємо такi рiвняння для комутаторiв
([..., ...]−) та антикомутаторiв ([..., ...]+):[︁
[𝑎𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑗)
11𝑞 +𝐾

(𝑖)
11𝑝)[𝑎𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑗)
12𝑞[𝑎𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, (12)[︁

[𝑎𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

(𝑖)
11𝑝 +𝐾

(𝑗)
22𝑞)[𝑎𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑗)
21𝑞[𝑎𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, (13)[︁

[𝑏𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑗)
11𝑞)[𝑏𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑖)
21𝑝[𝑎𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑗)
12𝑞[𝑏𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, (14)[︁

[𝑏𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

(𝑗)
22𝑞 +𝐾

(𝑖)
22𝑝)[𝑏𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑖)
21𝑝[𝑎𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑗)
21𝑞[𝑏𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, (15)[︁

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

(𝑗)
11𝑞 −𝐾

(𝑖)
11𝑝)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑗)
12𝑞[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± −𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, (16)[︁

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

(𝑗)
22𝑞 −𝐾

(𝑖)
11𝑝)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑗)
21𝑞[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± −𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, (17)[︁

[𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

+(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑗)
11𝑞)[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +

+𝐾
+(𝑖)
21𝑝 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑗)
12𝑞[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, (18)[︁

[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]±, 𝐻
]︁
= (𝐾

(𝑗)
22𝑞 +𝐾

+(𝑖)
22𝑝 )[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +

+𝐾
+(𝑖)
21𝑝 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑗)
21𝑞[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑗𝑞]±, (19)[︁

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= −(𝐾

(𝑗)
11𝑞 +𝐾

(𝑖)
11𝑝)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± −

−𝐾
(𝑗)
12𝑞[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± −𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]±, (20)
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[︁
[𝑎+𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

+(𝑗)
22𝑞 −𝐾

(𝑖)
11𝑝)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +

+𝐾
+(𝑗)
21𝑞 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± −𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]±, (21)[︁

[𝑏+𝑖𝑝, 𝑎
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

+(𝑖)
22𝑝 −𝐾

(𝑗)
11𝑞)[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± +

+𝐾
+(𝑖)
21𝑝 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± −𝐾

(𝑗)
12𝑞[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]±, (22)[︁

[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

+(𝑗)
22𝑞 +𝐾

+(𝑖)
22𝑝 )[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +

+𝐾
+(𝑖)
21𝑝 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +𝐾

+(𝑗)
21𝑞 [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]±, (23)[︁

[𝑎𝑖𝑝, 𝑎
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
11𝑝 −𝐾

(𝑗)
11𝑞)[𝑎𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± −

−𝐾
(𝑗)
12𝑞[𝑎𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]±, (24)[︁

[𝑎𝑖𝑝, 𝑏
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
11𝑝 +𝐾

+(𝑗)
22𝑞 )[𝑎𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +

+𝐾
+(𝑗)
21𝑞 [𝑎𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± +𝐾

(𝑖)
12𝑝[𝑏𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]±, (25)[︁

[𝑏𝑖𝑝, 𝑎
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
22𝑝 −𝐾

(𝑗)
11𝑞)[𝑏𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑖)
21𝑝[𝑎𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]± −𝐾

(𝑗)
12𝑞[𝑏𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]±, (26)[︁

[𝑏𝑖𝑝, 𝑏
+
𝑗𝑞]±, 𝐻

]︁
= (𝐾

+(𝑗)
22𝑞 +𝐾

(𝑖)
22𝑝)[𝑏𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +

+𝐾
(𝑖)
21𝑝[𝑎𝑖𝑝, 𝑏

+
𝑗𝑞]± +𝐾

+(𝑗)
21𝑞 [𝑏𝑖𝑝, 𝑎

+
𝑗𝑞]±. (27)

Враховуючи те, що

[𝑎1𝑝, 𝑎2𝑞] = 0, (28)

можна отримати деякi важливi спiввiдношення.
Зокрема, з рiвняння (12), отримаємо

𝐾
(1)
12𝑝[𝑏1𝑝, 𝑎2𝑞] +𝐾

(2)
12𝑞[𝑎1𝑝, 𝑏2𝑞] = 0. (29)

Далi, беручи повторно комутатор рiвняння (29) з
гамiльтонiаном, отримуємо

[𝑏1𝑝, 𝑏2𝑞] =
𝐾

(2)
11𝑞+𝐾

(1)
22𝑝−𝐾

(1)
11𝑝−𝐾

(2)
22𝑞

2𝐾
(1)
12𝑝

[𝑎1𝑝, 𝑏2𝑞]. (30)

Нарештi, беручи повторно комутатор рiвняння
(30) з гамiльтонiаном, отримуємо

𝐾
(1)
12𝑝𝐾

(1)
21𝑝 +

(︃
𝐾

(1)
22𝑝 −𝐾

(1)
11𝑝

2

)︃2
= 𝐾

(2)
12𝑞𝐾

(2)
21𝑞 +

+

(︃
𝐾

(2)
22𝑞 −𝐾

(2)
11𝑞

2

)︃2
= const. (31)

Зовсiм аналогiчно, з

[𝑎+1𝑝, 𝑎
+
2𝑞] = 0 (32)

отримаємо

𝐾
(1)
12𝑝𝐾

(1)+
21𝑝 −

(︃
𝐾

(1)+
22𝑝 +𝐾

(1)
11𝑝

2

)︃2
= 𝐾

(2)
12𝑞𝐾

(2)+
21𝑞 −

−

(︃
𝐾

(2)+
22𝑞 +𝐾

(2)
11𝑞

2

)︃2
= const′, (33)

а з

[𝑎+1𝑝, 𝑎2𝑞] = 0 (34)

отримаємо

𝐾
(1)
12𝑝𝐾

(1)+
21𝑝 −

(︃
𝐾

(1)+
22𝑝 +𝐾

(1)
11𝑝

2

)︃2
= −𝐾

(2)
12𝑞𝐾

(2)
21𝑞 −

−

(︃
𝐾

(2)
11𝑞 −𝐾

(2)
22𝑞

2

)︃2
= const′. (35)

Порiвнюючи (35) та (33), бачимо, що вони справд-
жуються, якщо покласти: 𝐾

(2)+
21𝑞 = −𝐾

(2)
21𝑞 та

𝐾
(2)+
22𝑞 = −𝐾

(2)
22𝑞. Переставляючи iндекси 1 ↔ 2 в

рiвняннях (28), (32) та (34), отримуємо, що можна
покласти й: 𝐾

(1)+
21𝑞 = −𝐾

(1)
21𝑞 та 𝐾

(1)+
22𝑞 = −𝐾

(1)
22𝑞.

Крiм того, const′ = −const. Беручи комутатор
спiввiдношення (2) з гамiльтонiаном, з рiвняння
(16) за умови, що 𝑖 = 𝑗, маємо

𝑏+𝑝 𝑎𝑞 + 𝑎𝑞𝑏
+
𝑝 = 𝑎+𝑝 𝑏𝑞 + 𝑏𝑞𝑎

+
𝑝 . (36)

Тут i далi для спрощення запису формул ми не
будемо виписувати iндекси сорту частинок, коли
вони однаковi. Повторно беручи комутатор спiв-
вiдношення (36) з гамiльтонiаном, отримаємо

2(𝑏+𝑝 𝑏𝑞 + 𝑏𝑞𝑏
+
𝑝 ) = 2𝐾21𝑝𝛿𝑝𝑞 + (𝐾22𝑝 +

+𝐾22𝑞 −𝐾11𝑝 −𝐾11𝑞)(𝑎
+
𝑝 𝑏𝑞 + 𝑏𝑞𝑎

+
𝑝 ). (37)

3. Основнi спiввiдношення

Для будь-якого оператора 𝐴 можемо ввести такi
оператори:
⌣

𝐴 = 𝜌−1𝐴𝜌 (38)
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та
⌢

𝐴 = 𝜌𝐴𝜌−1, (39)

де 𝜌 – статистичний оператор системи. Тодi може-
мо застосовувати такi розкладання:

⌣
𝑎𝑖𝑝 = 𝐹

(𝑖)
11𝑝𝑎𝑖𝑝 + 𝐹

(𝑖)
12𝑝𝑏𝑖𝑝, (40)

⌣

𝑏 𝑖𝑝 = 𝐹
(𝑖)
21𝑝𝑎𝑖𝑝 + 𝐹

(𝑖)
22𝑝𝑏𝑖𝑝, (41)

⌢
𝑎𝑖𝑝 = 𝐺

(𝑖)
11𝑝𝑎𝑖𝑝 +𝐺

(𝑖)
12𝑝𝑏𝑖𝑝, (42)

⌢

𝑏 𝑖𝑝 = 𝐺
(𝑖)
21𝑝𝑎𝑖𝑝 +𝐺

(𝑖)
22𝑝𝑏𝑖𝑝, (43)

⌣
𝑎
+

𝑖𝑝 = 𝐹
+(𝑖)
11𝑝 𝑎+𝑖𝑝 + 𝐹

+(𝑖)
12𝑝 𝑏+𝑖𝑝, (44)

⌣

𝑏
+

𝑖𝑝 = 𝐹
+(𝑖)
21𝑝 𝑎+𝑖𝑝 + 𝐹

+(𝑖)
22𝑝 𝑏+𝑖𝑝, (45)

⌢
𝑎
+

𝑖𝑝 = 𝐺
+(𝑖)
11𝑝 𝑎+𝑖𝑝 +𝐺

+(𝑖)
12𝑝 𝑏+𝑖𝑝, (46)

⌢

𝑏
+

𝑖𝑝 = 𝐺
+(𝑖)
21𝑝 𝑎+𝑖𝑝 +𝐺

+(𝑖)
22𝑝 𝑏+𝑖𝑝, (47)

якi вiдiграють суттєву роль в наступному застосу-
ваннi методу. Тут, як i в (8), знаком “+” позначено
матричнi елементи, що вiдповiдають операторам
народження, а не операцiю спряження! Для сере-
днiх значень маємо

⟨⌣𝑎𝑖𝑝⟩ = 𝐹
(𝑖)
11𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ 𝐹

(𝑖)
12𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩, (48)

⟨
⌣

𝑏 𝑖𝑝⟩ = 𝐹
(𝑖)
21𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ 𝐹

(𝑖)
22𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩ (49)

та

⟨⌢𝑎𝑖𝑝⟩ = 𝐺
(𝑖)
11𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+𝐺

(𝑖)
12𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩, (50)

⟨
⌢

𝑏 𝑖𝑝⟩ = 𝐺
(𝑖)
21𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+𝐺

(𝑖)
22𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩. (51)

Тут введено таке позначення середнього значення
операторiв:

⟨𝐴⟩ = Sp(𝜌𝐴). (52)

Sp означає слiд оператора. Застосовуючи спiввiд-
ношення

Sp(𝐴𝐵) = Sp(𝐵𝐴), (53)

маємо

⟨⌣𝑎𝑖𝑝⟩ = 𝐹
(𝑖)
11𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ 𝐹

(𝑖)
12𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝⟩, (54)

⟨
⌣

𝑏 𝑖𝑝⟩ = 𝐹
(𝑖)
21𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ 𝐹

(𝑖)
22𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑝⟩, (55)

⟨⌢𝑎𝑖𝑝⟩ = 𝐺
(𝑖)
11𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+𝐺

(𝑖)
12𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝⟩, (56)

⟨
⌢

𝑏 𝑖𝑝⟩ = 𝐺
(𝑖)
21𝑝⟨𝑎𝑖𝑝⟩+𝐺

(𝑖)
22𝑝⟨𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑝⟩. (57)

Звiдси вiдразу знаходимо, що

⟨𝑏𝑖𝑝⟩ =
1− 𝐹

(𝑖)
11𝑝

𝐹
(𝑖)
12𝑝

⟨𝑎𝑖𝑝⟩ =
1−𝐺

(𝑖)
11𝑝

𝐺
(𝑖)
12𝑝

⟨𝑎𝑖𝑝⟩ (58)

при наступних умовах для матриць розкладання:

𝐹
(𝑖)
21𝑝𝐹

(𝑖)
12𝑝 = (1− 𝐹

(𝑖)
22𝑝)(1− 𝐹

(𝑖)
11𝑝), (59)

𝐺
(𝑖)
21𝑝𝐺

(𝑖)
12𝑝 = (1−𝐺

(𝑖)
22𝑝)(1−𝐺

(𝑖)
11𝑝), (60)

1− 𝐹
(𝑖)
11𝑝

𝐹
(𝑖)
12𝑝

=
1−𝐺

(𝑖)
11𝑝

𝐺
(𝑖)
12𝑝

, (61)

1− 𝐹
(𝑖)
22𝑝

𝐹
(𝑖)
21𝑝

=
1−𝐺

(𝑖)
22𝑝

𝐺
(𝑖)
21𝑝

. (62)

Комбiнуючи, отримуємо:

𝐹
(𝑖)
21𝑝𝐺

(𝑖)
12𝑝 = (1− 𝐹

(𝑖)
22𝑝)(1−𝐺

(𝑖)
11𝑝), (63)

𝐺
(𝑖)
21𝑝𝐹

(𝑖)
12𝑝 = (1−𝐺

(𝑖)
22𝑝)(1− 𝐹

(𝑖)
11𝑝). (64)

Для ермiтово спряжених операторiв народження
отримаємо

⟨𝑏+𝑖𝑝⟩ =
1− 𝐹

+(𝑖)
11𝑝

𝐹
+(𝑖)
12𝑝

⟨𝑎+𝑖𝑝⟩ =
1−𝐺

+(𝑖)
11𝑝

𝐺
+(𝑖)
12𝑝

⟨𝑎+𝑖𝑝⟩ (65)

та

𝐹
+(𝑖)
21𝑝 𝐹

+(𝑖)
12𝑝 = (1− 𝐹

+(𝑖)
22𝑝 )(1− 𝐹

+(𝑖)
11𝑝 ), (66)

𝐺
+(𝑖)
21𝑝 𝐺

+(𝑖)
12𝑝 = (1−𝐺

+(𝑖)
22𝑝 )(1−𝐺

+(𝑖)
11𝑝 ), (67)

1− 𝐹
+(𝑖)
11𝑝

𝐹
+(𝑖)
12𝑝

=
1−𝐺

+(𝑖)
11𝑝

𝐺
+(𝑖)
12𝑝

, (68)

1− 𝐹
+(𝑖)
22𝑝

𝐹
+(𝑖)
21𝑝

=
1−𝐺

+(𝑖)
22𝑝

𝐺
+(𝑖)
21𝑝

, (69)

𝐹
+(𝑖)
21𝑝 𝐺

+(𝑖)
12𝑝 = (1− 𝐹

+(𝑖)
22𝑝 )(1−𝐺

+(𝑖)
11𝑝 ), (70)

𝐺
+(𝑖)
21𝑝 𝐹

+(𝑖)
12𝑝 = (1−𝐺

+(𝑖)
22𝑝 )(1− 𝐹

+(𝑖)
11𝑝 ). (71)

Використовуючи спiввiдношення (53), можна зна-
йти такi спiввiдношення для добуткiв двох опера-
торiв:

⟨𝐵𝐴⟩ = ⟨𝐴
⌢

𝐵⟩ = ⟨
⌣

𝐴𝐵⟩. (72)

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2015. Т. 60, № 11 1159



В.I. Васькiвський

Цi основнi спiввiдношення мiж кореляцiйними
функцiями можна використати для знаходження
невiдомих матриць 𝐹 та �̂�. Далi будемо розгляда-
ти випадки наявностi ненульових кореляцiй. На-
приклад, для випадку ⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩ ≠ 0, коли 𝑖 = 𝑗, ма-
тимемо:

−⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑞𝑎𝑝⟩=⟨⌣𝑎𝑝𝑎𝑞⟩=𝐹11𝑝⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩+𝐹12𝑝⟨𝑏𝑝𝑎𝑞⟩,
(73)

−⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩=⟨𝑎𝑞𝑎𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑝
⌢
𝑎𝑞⟩=𝐺11𝑞⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩+𝐺12𝑞⟨𝑎𝑝𝑏𝑞⟩,

(74)
звiдки отримаємо

⟨𝑏𝑝𝑎𝑞⟩ = −1 + 𝐹11𝑝

𝐹12𝑝
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩, (75)

⟨𝑎𝑝𝑏𝑞⟩ = −1 +𝐺11𝑞

𝐺12𝑞
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩. (76)

Використовуючи решту спiввiдношень

⟨𝑎𝑞𝑏𝑝⟩ = 𝐹21𝑝⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩+ 𝐹22𝑝⟨𝑏𝑝𝑎𝑞⟩ =

= 𝐺11𝑞⟨𝑏𝑝𝑎𝑞⟩+𝐺12𝑞⟨𝑏𝑝𝑏𝑞⟩, (77)

⟨𝑏𝑞𝑎𝑝⟩ = 𝐹11𝑝⟨𝑎𝑝𝑏𝑞⟩+ 𝐹12𝑝⟨𝑏𝑝𝑏𝑞⟩ =

= 𝐺21𝑞⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩+𝐺22𝑞⟨𝑎𝑝𝑏𝑞⟩, (78)

знаходимо

⟨𝑏𝑝𝑏𝑞⟩ =
1− Sp𝐹 − 𝐹22𝑝 +𝐺11𝑞(1 + 𝐹11𝑝)

𝐹12𝑝𝐺12𝑞
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩

(79)

та

⟨𝑏𝑝𝑏𝑞⟩ =
1− Sp�̂�−𝐺22𝑞 + 𝐹11𝑝(1 +𝐺11𝑞)

𝐹12𝑝𝐺12𝑞
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩.

(80)
Звiдси маємо

Sp�̂� = Sp𝐹 (81)

та
⟨𝑏𝑝𝑏𝑞⟩ =

1− 𝐹22𝑝 −𝐺22𝑞 + 𝐹11𝑝𝐺11𝑞

𝐹12𝑝𝐺12𝑞
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩. (82)

Нарештi, отримаємо

⟨𝑎𝑞𝑏𝑝⟩ =
1− Sp𝐹 − 𝐹22𝑝

𝐹12𝑝
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩, (83)

⟨𝑏𝑞𝑎𝑝⟩ =
1− Sp�̂�−𝐺22𝑞

𝐺12𝑞
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩, (84)

⟨𝑏𝑞𝑏𝑝⟩ =
(𝐺22𝑞 + Sp�̂�− 1)𝐺11𝑝 − 1−𝐺11𝑞

𝐺12𝑝𝐺12𝑞
⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩.

(85)

Повнiстю аналогiчно, для ⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩ ≠ 0 знайдемо та-
кi спiввiдношення для матриць 𝐹+ та �̂�+:

⟨𝑏+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩ = −
1 + 𝐹+

11𝑝

𝐹+
12𝑝

⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩, (86)

⟨𝑎+𝑝 𝑏+𝑞 ⟩ = −
1 +𝐺+

11𝑞

𝐺+
12𝑞

⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩, (87)

Sp𝐹+ = Sp�̂�+ (88)

та

⟨𝑏+𝑝 𝑏+𝑞 ⟩ =
1− 𝐹+

22𝑝 −𝐺+
22𝑞 + 𝐹+

11𝑝𝐺
+
11𝑞

𝐹+
12𝑝𝐺

+
12𝑞

⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩, (89)

⟨𝑎+𝑞 𝑏+𝑝 ⟩ =
1− Sp𝐹+ − 𝐹+

22𝑝

𝐹+
12𝑝

⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩, (90)

⟨𝑏+𝑞 𝑎+𝑝 ⟩ =
1− Sp�̂�+ −𝐺+

22𝑞

𝐺+
12𝑞

⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩, (91)

⟨𝑏+𝑞 𝑏+𝑝 ⟩ =
(𝐺+

22𝑞 + Sp�̂�+ − 1)𝐺+
11𝑝 − 1−𝐺+

11𝑞

𝐺+
12𝑝𝐺

+
12𝑞

⟨𝑎+𝑝 𝑎+𝑞 ⟩.

(92)
З

⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩ = 𝐹11𝑞⟨𝑎𝑞𝑎𝑝⟩+ 𝐹12𝑞⟨𝑏𝑞𝑎𝑝⟩ (93)

отримаємо

𝐺12𝑞(1 + 𝐹11𝑞) + (𝐺22𝑞 + Sp�̂�− 1)𝐹12𝑞 = 0, (94)

а з

⟨𝑎𝑝𝑎𝑞⟩ = 𝐺11𝑝⟨𝑎𝑞𝑎𝑝⟩+𝐺12𝑝⟨𝑎𝑞𝑏𝑝⟩ — (95)

𝐹12𝑞(1 +𝐺11𝑞) + (𝐹22𝑞 + Sp𝐹 − 1)𝐺12𝑞 = 0. (96)

Звiдси:

𝐺12𝑞 = −𝐹12𝑞 (97)

та

(1− 𝐹22𝑞)𝐺12𝑞 = (1−𝐺22𝑞)𝐹12𝑞, (98)
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що дає

𝐺22𝑞 + 𝐹22𝑞 = 2. (99)

А також

𝐺22𝑞 + Sp�̂�− 1 = 1 + 𝐹11𝑞 (100)

та

𝐹22𝑞 + Sp𝐹 − 1 = 1 +𝐺11𝑞. (101)

Нарештi, з (61) та (97) випливає, що

𝐺11𝑞 − 1 = 1− 𝐹11𝑞. (102)

Враховуючи останнє, з (100) маємо

𝐺22𝑞 + Sp�̂�− 1 = 2𝐺22𝑞 +𝐺11𝑞 − 1 =

= 2𝐺22𝑞 − 𝐹11𝑞 + 1 = 1 + 𝐹11𝑞. (103)

Остаточно з (103):

𝐹11𝑞 = 𝐺22𝑞. (104)

Аналогiчно, з (101) випливає, що

𝐺11𝑞 = 𝐹22𝑞. (105)

З останнiх спiввiдношень та з (100), (101) маємо:

Sp𝐹 = Sp�̂� = 2. (106)

Аналогiчно, маємо

𝐺+
12𝑝 = −𝐹+

12𝑝, (107)

𝐺+
22𝑝 + 𝐹+

22𝑝 = 2, (108)

𝐺+
11𝑝 − 1 = 1− 𝐹+

11𝑝, (109)

𝐹+
11𝑝 = 𝐺+

22𝑝, (110)

𝐺+
11𝑝 = 𝐹+

22𝑝, (111)

Sp𝐹+ = Sp�̂�+ = 2. (112)

Далi використаємо такi спiввiдношення для добу-
тку двох операторiв:

⟨𝐴𝐵⟩+ = [Sp(𝜌𝐴𝐵)]
+
= Sp{(𝐴𝐵)

+
𝜌+} =

= Sp{(𝐴𝐵)
+
𝜌} = Sp{𝜌(𝐴𝐵)

+} =

= ⟨(𝐴𝐵)
+⟩ = ⟨𝐵+𝐴+⟩. (113)

Вiдтак:

⟨𝐴𝐵⟩+ = ⟨𝐵+𝐴+⟩. (114)

Тому, вважаючи всi невiдомi елементи матриць
дiйсними, з (83) та (86) отримуємо:

(1 + 𝐹+
11𝑝)𝐹12𝑝 = (1− Sp𝐹 − 𝐹22𝑝)𝐹

+
12𝑝, (115)

а з (84) та (87), в свою чергу, з урахуванням (97)
та (107):

(1 +𝐺+
11𝑝)𝐹12𝑝 = (1− Sp�̂�−𝐺22𝑝)𝐹

+
12𝑝. (116)

Звiдси маємо остаточно, враховуючи (106):

(1 +𝐺22𝑝)(1 + 𝐹+
11𝑝) = (1 + 𝐹22𝑝)(1 +𝐺+

11𝑝), (117)

якщо виконується одна з наступних умов (ми роз-
глядаємо лише варiанти, в яких недiагональнi еле-
менти матриць розкладання з iндексом 12 нену-
льовi):

1 + 𝐹22𝑝 ̸= 0, (118)

1 +𝐺+
11𝑝 ̸= 0, (119)

1 +𝐺22𝑝 ̸= 0, (120)

1 + 𝐹+
11𝑝 ̸= 0. (121)

З урахуванням (104), (105) та (110), (111), рiвнян-
ня (117) дає:

𝐹+
11𝑝 = 𝐹22𝑝, (122)

𝐹+
22𝑝 = 𝐹11𝑝, (123)

𝐺+
11𝑝 = 𝐺22𝑝, (124)

𝐺+
22𝑝 = 𝐺11𝑝. (125)

Нарештi, з (115), з врахуванням (97) та (107), ма-
ємо:

𝐹+
12𝑝 = −𝐹12𝑝 = 𝐺12𝑝 = −𝐺+

12𝑝. (126)

Звiдси та з (60), (63), (66), (67) випливають такi
кориснi спiввiдношення:

𝐺21𝑞𝐺12𝑞 = −(1− 𝐹11𝑞)
2
, (127)

𝐹21𝑞𝐺12𝑞 = (1− 𝐹11𝑞)
2
, (128)

𝐹+
21𝑝𝐺12𝑝 = −(1− 𝐹11𝑝)

2
, (129)

𝐺+
21𝑝𝐺12𝑝 = (1− 𝐹11𝑝)

2
. (130)
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Далi, маємо, що

𝛿𝑝𝑞 − ⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑞𝑎+𝑝 ⟩ = 𝐹+
11𝑝⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩+

+𝐹+
12𝑝⟨𝑏+𝑝 𝑎𝑞⟩ = 𝐺11𝑞⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩+𝐺12𝑞⟨𝑎+𝑝 𝑏𝑞⟩, (131)

звiдки отримуємо

⟨𝑏+𝑝 𝑎𝑞⟩ =
𝛿𝑝𝑞 − (1 + 𝐹+

11𝑝)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩
𝐹+
12𝑝

=

=
𝛿𝑝𝑞 + (𝐹11𝑝 − 3)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩

𝐺12𝑝
, (132)

⟨𝑎+𝑝 𝑏𝑞⟩ =
𝛿𝑝𝑞 − (1 +𝐺11𝑞)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩

𝐺12𝑞
=

=
𝛿𝑝𝑞 + (𝐹11𝑞 − 3)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩

𝐺12𝑞
. (133)

З

⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩ = 𝐺+
11𝑝⟨𝑎𝑞𝑎+𝑝 ⟩+𝐺+

12𝑝⟨𝑎𝑞𝑏+𝑝 ⟩ =

= 𝐹11𝑞⟨𝑎𝑞𝑎+𝑝 ⟩+ 𝐹12𝑞⟨𝑏𝑞𝑎+𝑝 ⟩ (134)

отримаємо

⟨𝑏𝑞𝑎+𝑝 ⟩ =
𝐹11𝑞𝛿𝑝𝑞 − (1 + 𝐹11𝑞)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩

𝐺12𝑞
(135)

та

⟨𝑎𝑞𝑏+𝑝 ⟩ =
𝐹11𝑝𝛿𝑝𝑞 − (1 + 𝐹11𝑝)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩

𝐺12𝑝
. (136)

Продовжуючи, з

⟨𝑏𝑞𝑎+𝑝 ⟩ = 𝐹+
11𝑝⟨𝑎+𝑝 𝑏𝑞⟩+ 𝐹+

12𝑝⟨𝑏+𝑝 𝑏𝑞⟩ (137)

маємо:

⟨𝑏+𝑝 𝑏𝑞⟩ =
𝐹11𝑝𝐹11𝑞− 3(𝐹11𝑝+ 𝐹11𝑞)+ 5

𝐺12𝑝𝐺12𝑞
⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩, (138)

а з

⟨𝑏+𝑝 𝑎𝑞⟩ = 𝐹11𝑞⟨𝑎𝑞𝑏+𝑝 ⟩+ 𝐹12𝑞⟨𝑏𝑞𝑏+𝑝 ⟩ : (139)

⟨𝑏𝑞𝑏+𝑝 ⟩ = {(𝐹 2
11𝑝 − 1)𝛿𝑝𝑞 + (3− 𝐹11𝑝 − 𝐹11𝑞 −

−𝐹11𝑝𝐹11𝑞)⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩}÷(𝐺12𝑝𝐺12𝑞). (140)

Насамкiнець, з

⟨𝑏+𝑝 𝑏𝑞⟩ = 𝐹21𝑞⟨𝑎𝑞𝑏+𝑝 ⟩+ 𝐹22𝑞⟨𝑏𝑞𝑏+𝑝 ⟩ (141)

отримуємо, що

𝐹11𝑞 = 1. (142)

З середнього значення (36) випливає, що

𝐺12𝑞 = 𝐺12𝑝 = 𝐺12 ̸= 0 (143)

є константою. А усереднюючи (37), отримуємо:

⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩ =
𝐾21𝑝𝐺12 + 2(𝐾22𝑝 −𝐾11𝑝)

4(𝐾22𝑝 −𝐾11𝑝)
𝛿𝑝𝑞. (144)

Враховуючи, що оператори з рiзними iндексами
сорту частинок комутують, повторюючи попере-
днi розрахунки для випадку 𝑗 ̸= 𝑖, отримуємо такi
загальнi спiввiдношення:

⟨𝑎𝑗𝑞𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ =
1− 𝐹

(𝑖)
11𝑝

𝐹
(𝑖)
12𝑝

⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ = 0, (145)

⟨𝑏𝑗𝑞𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑗𝑞⟩ =
1−𝐺

(𝑗)
11𝑞

𝐺
(𝑗)
12𝑞

⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ = 0, (146)

⟨𝑏𝑗𝑞𝑏𝑖𝑝⟩=⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑗𝑞⟩ =
(1− 𝐹

(𝑖)
11𝑝)(1−𝐺

(𝑗)
11𝑞)

𝐹
(𝑖)
12𝑝𝐺

(𝑗)
12𝑞

⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ = 0,

(147)

⟨𝑎𝑗𝑞𝑏+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ =
1− 𝐹

+(𝑖)
11𝑝

𝐹
+(𝑖)
12𝑝

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ = 0, (148)

⟨𝑏𝑗𝑞𝑎+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑗𝑞⟩ =
1−𝐺

(𝑗)
11𝑞

𝐺
(𝑗)
12𝑞

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩ = 0, (149)

⟨𝑏𝑗𝑞𝑏+𝑖𝑝⟩=⟨𝑏+𝑖𝑝𝑏𝑗𝑞⟩=
(1− 𝐹

+(𝑖)
11𝑝 )(1−𝐺

(𝑗)
11𝑞)

𝐹
+(𝑖)
12𝑝 𝐺

(𝑗)
12𝑞

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑗𝑞⟩=0,

(150)

⟨𝑎+𝑗𝑞𝑏
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎

+
𝑗𝑞⟩ =

1− 𝐹
(𝑖)+
11𝑝

𝐹
(𝑖)+
12𝑝

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑗𝑞⟩ = 0, (151)

⟨𝑏+𝑗𝑞𝑎
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏

+
𝑗𝑞⟩ =

1−𝐺
(𝑗)+
11𝑞

𝐺
(𝑗)+
12𝑞

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑗𝑞⟩ = 0, (152)

⟨𝑏+𝑗𝑞𝑏
+
𝑖𝑝⟩=⟨𝑏+𝑖𝑝𝑏

+
𝑗𝑞⟩=

(1−𝐹
(𝑖)+
11𝑝 )(1−𝐺

(𝑗+)
11𝑞 )

𝐹
(𝑖)+
12𝑝 𝐺

(𝑗)+
12𝑞

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑗𝑞⟩=0.

(153)
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4. Енергiя елементарних
збуджень у випадку трикутної
форми матриць розкладання

Нагадаємо, що з урахуванням (142) з (104), (105),
(110), (111) та (122)–(125) випливає:

𝐺22=𝐹22 = 𝐺11=𝐹11 = 𝐺+
22=𝐹+

22 = 𝐺+
11 = 𝐹+

11 = 1.

(154)

Розглянемо деякi наслiдки отриманих результатiв.
З (58) та (65) це дає:

⟨𝑏+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑞⟩ = 0. (155)

З (127)–(130), враховуючи (142) та (143), випливає,
що

𝐺21 = 𝐺+
21 = 𝐹21 = 𝐹+

21 = 0. (156)

Використаємо формулу (3.4.12) з [1] у виглядi

𝐾21𝑝⟨𝑎𝑝𝑎+𝑝 ⟩+(𝐾22𝑝−𝐾11𝑝)⟨𝑎𝑝𝑏+𝑝 ⟩−𝐾12𝑝⟨𝑏𝑝𝑏+𝑝 ⟩ = 0.

(157)

Враховуючи отриманi вище результати, звiдси ма-
ємо, що

⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑝⟩ =
𝐾21𝑝𝐺12 +𝐾22𝑝 −𝐾11𝑝

𝐾21𝑝𝐺12 + 2(𝐾22𝑝 −𝐾11𝑝)
. (158)

Нарештi, з (144) випливає, що остаточно маємо

⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑞⟩ =
𝛿𝑝𝑞
2

, (159)

а також

𝐾21 = 0. (160)

Враховуючи (31), маємо

𝐾
(𝑖)
22𝑝 = 𝐾

(𝑖)
11𝑝 ±𝐾, (161)

де 𝐾 – невiдома константа. Зазначимо, що, врахо-
вуючи (158), необхiдно, щоб 𝐾 ̸= 0. В противному
разi, якщо в (157) покласти одночасно i 𝐾21 = 0,
i 𝐾22𝑝 = 𝐾11𝑝, тодi рiвняння (157) задовольняє-
ться автоматично, i ⟨𝑎+𝑝 𝑎𝑝⟩ залишається невизна-
ченим! Вiдтак, фактично, ми далi розглядатимемо
лише один з можливих варiантiв – коли справджу-
ється (159). З (143), (154), (156) та (160) бачимо,

що всi матрицi розкладання для даного випадку
є трикутними. Згiдно з концепцiєю автора ПАМ,
власнi значення матрицi розкладання визначають
енергiю елементарних збуджень кулонiвської пари
[1]. Для трикутної форми власнi значення матрицi
збiгаються з її дiагональними елементами. З (161)
бачимо, що енергiя елементарних збуджень збiга-
ється з кiнетичною енергiєю частинок, або вiдрi-
зняється вiд неї лише на константу.

5. Деякi висновки

Оскiльки величина 𝑛𝑖𝑝 = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝⟩ означає середню
кiлькiсть частинок сорту 𝑖, що перебувають у станi
з певною проекцiєю спiну 𝑠𝑧 та певним iмпульсом
𝑝 =(𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧), з (159) бачимо, що для кожної з ча-
стинок пари, що розглядається, є лише два можли-
вi стани. Це можуть бути рiзнi варiанти, що вiдпо-
вiдають певному спiну та iмпульсу пари. Нагада-
ємо, що ми розглядали лише випадок ненульових
аномальних функцiй розподiлу, коли ⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ ̸= 0

та ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞⟩ ̸= 0, що i є умовою наявностi спарюва-

ння частинок. Цiкаво звернути увагу на випадок,
коли сумарний iмпульс пари рiвний нулю або iм-
пульси окремих частинок протилежнi за напрям-
ком. Тодi сумарний струм пари буде ненульовим
i матимемо генерацiю магнiтного поля як ефект
кулонiвського спарювання.

Отриманi результати дозволяють зробити ви-
сновок, що ПАМ є ефективним методом описан-
ня кореляцiй в системi двох частинок, що пiдляга-
ють електростатичнiй взаємодiї. Вiн дозволяє вже
в другому порядку знайти майже всi невiдомi ком-
поненти матриць розкладання та спiввiдношення
для кореляцiйних функцiй. Але, оскiльки знахо-
дження середнього значення енергiї системи вима-
гає знайти кореляцiйнi функцiї четвертого поряд-
ку, в данiй статтi лише закладенi основи точної те-
орiї кулонiвської пари. Зазначимо, що ми ще нiде
не використали явний вигляд потенцiальної енер-
гiї взаємодiї, який впливає лише на результати для
третього, четвертого та вищих порядкiв кореляцiй-
них функцiй.

1. М.Ф. Сарры, УФН 161, №11, 47.
2. Н.Н. Боголюбов, Н.Н. Боголюбов (мл.), Введение в

квантовую статистическую механику (Москва, Нау-
ка, 1984).
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В.И.Васькивский (В.I. Васькiвський)

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ
КУЛОНОВСКОЙ ПАРЫ

Р е з ю м е

Впервые публикуются результаты, полученные прямым ал-
гебраическим методом, для корреляционных функций двух
частиц c кулоновским взаимодействием. Эффективность
этого метода продемонстрирована нахождением во втором
порядке почти всех неизвестных матричных элементов ма-
триц разложения.

V.I. Vaskivskyi (В.I. Васькiвський)

CORRELATION FUNCTIONS OF COULOMB PAIR

S u m m a r y

The correlation functions of two electrostatically interacting

particles have been obtained for the first time, by using the

direct algebraic method for finding the cross-correlation func-

tions. The efficiency of this method has been demonstrated by

finding almost all unknown elements of the decomposition ma-

trices in the second-order approximation.

1164 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2015. Т. 60, № 11


