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ЕФЕКТИВНА МАСА АТОМА 4He
В НАДПЛИННIЙ I НОРМАЛЬНIЙ ФАЗАХУДК 538.941

Знайдено вираз для температурної залежностi ефективної маси атома 4He в над-
плиннiй i нормальнiй фазах, який дозволяє усунути iнфрачервонi розбiжностi i є за-
стосовним при всiх температурах за винятком вузької флуктуацiйної областi 0,97 .
. 𝑇/𝑇c ≤ 1. В границi високих i низьких температур, а також в границi виключення
взаємодiї, отриманий вираз дає вiдомi результати. На основi ефективної маси роз-
раховано хiд кривої теплоємностi, а також знайдено температуру фазового переходу
𝑇c ≈ 2,18 K. Використовуючи запропонований в роботi пiдхiд, отримано значення ма-
лого критичного iндексу 𝜂 в наближеннi хаотичних фаз, яке вiдтворює вже вiдомий
результат цього наближення.
Ключ о в i с л о в а: рiдкий 4He, ефективна маса, критична температура, критичнi iн-
декси.

1. Вступ

Вперше iдея про те, що перехiд рiдкого 4He
в надплинний стан пов’язаний з явищем бозе-
ейнштейнiвської конденсацiї, була висловлена Ф.
Лондоном [1]. Саме “близькiсть” температури бозе-
конденсацiї iдеального газу з параметрами гелiю
до температури переходу в реальному 4He наштов-
хнула його на цю здогадку. I хоча таке трактуван-
ня фазового переходу не позбавлене труднощiв [2],
але загалом коректно описує сучаснi експерименти
з холодними газами [3, 4].

До нерозв’язаних до сьогоднi проблем в теорiї
рiдкого 4He можна вiднести мiкроскопiчний роз-
рахунок термодинамiчних функцiй у всiй областi
температур та температури переходу в надплин-
ний стан, яка б узгоджувалась з екперименталь-
ним значенням. На якiсному рiвнi пониження кри-
тичної температури обґрунтував Фейнман [5] вве-
денням ефективної маси частинок. Використову-
ючи iнтуїтивнi мiркування, вiн дiйшов до виснов-
ку, що ефективна маса внаслiдок ефектiв взаємо-
дiї мiж частинками повинна бути бiльшою за ма-
су атомiв. Цi висновки справедливi i для двови-
мiрних систем [6]. Хоча iснує i конкуруючий ме-
ханiзм. Вiдштовхування на малих вiдстанях ефе-
ктивно збiльшує густину системи, а, отже, збiль-
шує температуру бозе-конденсацiї, що й пiдтвер-
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джується результатами теоретичних розрахункiв
[7–11] та Монте-Карло симуляцiй для моделi сла-
бонеiдеального бозе-газу [12, 13]. Для узгодження
експериментальних результатiв для 4He на вайкорi
з теоретичними розрахунками доводиться одноча-
сно враховувати як ефект перенормування маси
атомiв, так i зсув, пов’язаний з вiдштовхувальною
частиною взаємодiї мiж частинками [14].

В лiтературi переважно аналiзувалось значення
ефективної маси при низьких температурах [15–
19], а в роботах [20, 21] за допомогою варiацiйного
пiдходу отримана i температурна залежнiсть. Вла-
стивостi гелiю в нормальнiй фазi дослiджувались
в роботах [22, 23], де для узгодження розрахова-
них структурних функцiй з експериментальними
кривими була використана ефективна маса части-
нок як пiдгоночний параметр. В роботi [24] пока-
зано спосiб розрахунку ефективної маси атома 4He
в рiдинi, яка дозволяє усунути iнфрачервонi роз-
бiжностi, що є характерними для теорiї фазових
переходiв. Недолiком запропонованого в цiй роботi
пiдходу є слабообґрунтований спосiб екстраполяцiї
“затравочної” ефективної маси на широку область
температур (лише на основi її виразу для нуля
температур), а також некоректна поведiнка отри-
маної величини ефективної маси в критичнiй обла-
стi. Iнший пiдхiд до розрахунку ефективної маси
був запропонований в роботi [25], де з її допомогою
було знайдено температурну поведiнку теплоємно-
стi i показано значно краще узгодження з експери-
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ментальними даними в порiвняннi з розрахунком
на основi “голої маси”. Однак отриманий у цьому
пiдходi вираз для ефективної маси не усуває зга-
данi iнфрачервонi розбiжностi, оскiльки iдеологiя
його розрахунку не брала до уваги цiєї мети.

Завданням цiєї роботи є знайти такий вираз для
ефективної маси, який би, з одного боку, усував
iнфрачервонi розбiжностi, а з iншої – давав коре-
ктну поведiнку в околi критичної точки (за виня-
тком, хiба що, вузької флуктуацiйної областi) i був
краще теоретично обґрунтований в широкотемпе-
ратурнiй дiлянцi; а також отримати температурну
поведiнку теплоємностi з новою ефективною ма-
сою i провести порiвняння з попереднiми резуль-
татами.

2. Загальнi викладки

Для розрахунку теплоємностi багатобозонної си-
стеми ми скористаємося виразом для внутрiшньої
енергiї в наближеннi парних кореляцiй [24, 25],
який можна отримати в результатi усереднення га-
мiльтонiана системи з матрицею густини, знайде-
ною в [26]:
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де �̄� – ефективна маса, 𝜀𝑞 = ~2𝑞2/2�̄�, 𝑧0,
𝑆0(𝑞) – перенормованi вiдповiдно одночастинковий
спектр, активнiсть i структурний фактор iдеаль-
ного бозе-газу; 𝐸𝑞 = 𝛼𝑞𝜀𝑞 – спектр елементарних
збуджень Боголюбова, 𝛼𝑞 =
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1 + 2𝑁𝜈𝑞/(𝑉 𝜀𝑞) –

боголюбiвський фактор, 𝜈𝑞 =
∫︀
𝑒−𝑖qRΦ(𝑅) 𝑑R –

фур’є-образ потенцiалу парної мiжчастинкової
взаємодiї Φ(𝑅), 𝑆(𝑞) – структурний фактор бозе-
рiдини в наближеннi парних кореляцiй:
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Розподiл бозе-частинок з новим спектром є таким:

�̄�𝑝 =
1
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0 𝑒𝛽𝜀𝑝 − 1

, (4)

а сам перенормований одночастинковий спектр 𝜀𝑝
вибраний у виглядi:

𝜀𝑝 = 𝜀𝑝 +Δ𝑝 −Δ0, (5)

де Δ𝑝 – поправка до спектра, яку потрiбно ви-
значити. Величина Δ0 залежить тiльки вiд темпе-
ратури i фактично вiдповiдає за перенормування
активностi. Пiсля усунення iнфрачервоних розбi-
жностей для Δ𝑝 отримано [24]:
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Вираз для перенормованого одночастинкового
спектра (5) можна записати i в такий спосiб:

𝜀𝑝 =
~2𝑝2

2�̄�(𝑝)
, (7)

де величину �̄�(𝑝) трактуємо як повну ефективну
масу частинки, залежну вiд модуля хвильового ве-
ктора p. Такий вигляд спектра 𝜀𝑝 був запропоно-
ваний у роботi [27] для усунення iнфрачервоних
розбiжностей. Нагадаємо, що ефективна маса �̄�
формується багаточастинковими кореляцiями, по-
чинаючи з чотиричастинкових i, узагалi кажучи,
є залежною вiд модуля iмпульсу 𝑝. Зрозумiло, що
нас цiкавитиме поведiнка �̄�(𝑝) при 𝑝 → 0, i пiд
повною ефективною масою будемо розумiти вели-
чину �̄� = �̄�(0). У зв’язку з цим ми докладнiше
розглянемо рiзницю Δ𝑝 −Δ0 при 𝑝 → 0.

При малих значеннях 𝑝 перенормований спектр
(5) запишемо так [24]:
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В нашiй теорiї для температурної залежностi “за-
травочної” ефективної маси 𝑚* використаємо ви-
раз, який знайдено в роботi [25]:
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Тут зроблено таке позначення: 𝑛(𝑥) = 1/ /(𝑒𝑥−1).
Неважко побачити, що розбiжнiсть в критичнiй

точцi правої частини рiвностi (9) “сидить” в пiдiн-
тегральному виразi в областi малих значень хви-
льового вектора 𝑞 i є логарифмiчною за своєю при-
родою, що буде показано згодом. Така розбiжнiсть
є характерною для критичних явищ. Наше завда-
ння полягає в тому, щоб видiлити цю неаналiти-
чнiсть i знайти коректний вираз для ефективної
маси. Для цього повернемося до рiвностi, яка ви-
пливає з роботи [24]:
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З виразу (12) видiлимо величину Δ∞, яка мiстить
всю неаналiтичнiсть i водночас є набагато зручнi-
шою для аналiзу:
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Наступний крок – це знайти розклад Δ∞ в околi
малих значень 𝑝 i обмежитися доданками, пропор-
цiйними до 𝑝2, оскiльки лише вони будуть давати
внесок у величину ефективної маси в силу рiвно-
стi (11).

У правiй частинi рiвностi (13) перейдемо вiд пiд-
сумовування до iнтегрування:
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де 𝑝20 = 2�̄�/(𝛽~2), 𝑃0 = 𝑝0
√︀
(1− 𝑧0). В докрити-

чнiй областi активнiсть 𝑧0 = 1, а тому в цiй областi
𝑃0 = 0 i отриманi нами вирази дещо спростяться.

Зробимо замiну змiнних: 𝑞/𝑝 = 𝑥, 𝑑𝑞 = 𝑝𝑑𝑥. Тодi
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Функцiя 𝜆𝑝𝑥/(1 + 𝜆𝑝𝑥𝑆0(𝑝𝑥)) є обмеженою i пря-
мує до нуля, коли 𝑥 → ∞ (при фiксованому 𝑝), а
функцiя
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в областi 𝑥 > 1 є спадаючою до нуля, при цьому
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для будь-яких значень 𝑃0 i 𝑝. Це дає пiдстави
стверджувати (особливо, коли йдеться про докри-
тичну область), що при 𝑝 → 0 незникаючий вне-
сок у величину Δ∞/𝑝2 робить лише область малих
значень 𝑝𝑥 пiдiнтегральної функцiї.

Пiсля цих слiв перейдемо до пошуку розкладiв
величин 𝜆𝑞 i 𝑆0(𝑞) в околi нуля хвильового вектора
𝑞. Для 𝜆𝑞 отримати результат зовсiм нескладно:

𝜆𝑞 = 𝛽𝜌𝜈0 + 𝑜(𝑞), (16)

де 𝜌 – це густина бозе-системи.
Натомiсть вигляд розкладу структурного фа-

ктора iдеального бозе-газу залежить вiд того, в
якiй областi температур ми працюємо. В докри-
тичнiй (𝑇 < 𝑇c) вiн має такий вигляд:

𝑆0(𝑞) =
4�̄�(1−(𝑇/𝑇c)

3/2
)

𝛽~2𝑞2
+

�̄�2

2𝜌~4𝛽2

1

𝑞
+1+𝑜 (𝑞), (17)

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 1 33



I.О. Вакарчук, О.I. Григорчак, В.С. Пастухов та iн.

Рис. 1. Залежнiсть величини 𝐹∞ = lim
𝑝→0

Δ∞(𝑝)/𝜀𝑝 вiд тем-

ператури при значеннi параметра 𝑝 = 0,01. Крапки – то-
чний вираз, суцiльна лiнiя – прийняте наближення

Рис. 2. Залежнiсть величини 𝐹∞ = lim
𝑝→0

Δ∞(𝑝)/𝜀𝑝 вiд тем-

ператури при значеннi параметра 𝑝 = 0,1. Крапки – точний
вираз, суцiльна лiнiя – прийняте наближення

а в надкритичнiй такий:

𝑆0(𝑞) =
�̄�2

𝜋𝜌~4𝛽2

1

𝑞
arctg

(︂
𝑞

2𝑃0

)︂
+ 𝑜(𝑞). (18)

Цей результат випливає безпосередньо iз вира-
зу для структурного фактора iдеального бозе-
газу [26]:

𝑆0(𝑞) = 1 +
�̄�

4𝜋2𝜌𝛽~2
1

𝑞

∞∫︁
0

𝑝

𝑧−1
0 𝑒𝛽

~2𝑞2

2�̄� − 1
×

× ln

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 𝑧0𝑒

−𝛽
~2(𝑝+𝑞)2

2�̄�

1− 𝑧0𝑒−𝛽
~2(𝑝−𝑞)2

2�̄�

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑝.

Для аналiтичного дослiдження виразу (15) ми ско-
ристаємося таким наближенням для величин 𝜆𝑞 i
𝑆0(𝑞), яке мiстить лише наведенi щойно члени роз-
кладу. Переконатися в адекватностi використаних
наближень допоможе чисельний аналiз, результа-
ти якого наведенi на рис. 1 i рис. 2.

Подальше дослiдження виразу (15) ми будемо
проводити окремо в докритичнiй i пiслякритичнiй
областi температур, а також в самiй критичнiй то-
чцi в силу вiдмiнностi пiдходiв, якi потрiбно засто-
сувати в кожному iз згаданих випадкiв.

3. Розрахунки в докритичнiй
областi температур

В докритичнiй областi температур (𝑇 < 𝑇c) вираз
(15) набуде такого вигляду:

Δ∞ =
𝑝20κ𝑝3

4𝜋2𝛽𝜌

∞∫︁
0

𝑥2
(︁
𝑥 ln

⃒⃒⃒
𝑥+1
𝑥−1

⃒⃒⃒
− 2
)︁
𝑑𝑥

(1 + κ)𝑥2𝑝2 + 𝛾𝑥𝑝+ 2𝑛0κ
+ 𝑜(𝑝2),

де

κ = 𝛽𝜌𝜈0; 𝛾 =
�̄�2𝜈0
2~4𝛽

; 𝑛0 = 1−
(︂
𝑇

𝑇c

)︂3/2
. (19)

Далi, скориставшись представленням

𝑥 ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥+ 1

𝑥− 1

⃒⃒⃒⃒
−2=

1∫︁
−1

𝑥2𝑑𝑎

𝑥2 − 𝑎2
−

1∫︁
−1

𝑑𝑎=

1∫︁
−1

𝑎2𝑑𝑎

𝑥2 − 𝑎2

i змiнивши порядок iнтегрування, будемо мати

Δ∞=
2�̄�κ𝑝3

(2𝜋~𝛽)2𝜌

1∫︁
−1

𝑑𝑎×

×
∞∫︁
0

𝑥2𝑎2𝑑𝑥

(𝑥2 − 𝑎2)[(1 + κ)𝑥2𝑝2 + 𝛾𝑥𝑝+ 2𝑛0κ]
+ 𝑜(𝑝2).

(20)

Знаменник пiдiнтегрального виразу розкладемо на
множники, а весь пiдiнтегральний вираз на про-
стi дроби i проведемо елементарне iнтегрування по
змiннiй 𝑥. Тодi

Δ∞=− 𝑝20κ𝑝
4𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)

1∫︁
−1

𝑎2𝑑𝑎

{︂
𝑝2𝑎 ln |𝑎|

2(𝑎𝑝− 𝑥1)(𝑎𝑝− 𝑥2)
−

− 𝑝2𝑎 ln |𝑎|
2(𝑎𝑝+ 𝑥1)(𝑎𝑝+ 𝑥2)

+
𝑝𝑥2

2 ln |𝑥2/𝑝|
(𝑎2𝑝2 − 𝑥2

2)(𝑥1 − 𝑥2)
−
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− 𝑝𝑥2
1 ln |𝑥1/𝑝|

(𝑎2𝑝2 − 𝑥2
1)(𝑥1 − 𝑥2)

}︂
+ 𝑜(𝑝2), (21)

де 𝑥1/𝑝 i 𝑥2/𝑝 – коренi квадратного рiвняння

(1 + κ)𝑥2𝑝2 + 𝛾𝑥𝑝+ 2𝑛0κ = 0,

причому:

𝑥1,2 =
−𝛾 ±

√︀
𝛾2 − 8𝑛0(1 + κ)κ
2(1 + κ)

. (22)

Пiсля вiдповiдних перетворень i iнтегрування за
змiнною 𝑎 будемо мати, що

Δ∞ =
𝑝20κ

4𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)
1

𝑥1 − 𝑥2

{︂
2(𝑥2

2 − 𝑥2
1)+

+
𝑥3
2

𝑝2

(︂
dilog

[︂
1 +

𝑝

𝑥2

]︂
− dilog

[︂
1− 𝑝

𝑥2

]︂)︂
−

− 𝑥3
1

𝑝2

(︂
dilog

[︂
1 +

𝑝

𝑥1

]︂
− dilog

[︂
1− 𝑝

𝑥1

]︂)︂
+

+ 2𝑥2
2 ln |𝑥2/𝑝|

(︂
1− 𝑥2

𝑝
arcth

[︂
𝑝

𝑥2

]︂)︂
−

− 2𝑥2
1 ln |𝑥1/𝑝|

(︂
1− 𝑥1

𝑝
arcth

[︂
𝑝

𝑥1

]︂)︂}︂
+ 𝑜(𝑝2), (23)

де dilog[𝑥] =
𝑥∫︀
1

ln(𝑦)/(1− 𝑦)𝑑𝑦.

Проводячи розклад за 𝑝 отриманого виразу, ми
знайдемо, що величини, пропорцiйнi до 𝑝2, похо-
дять виключно з останнiх двох доданкiв у фiгур-
них дужках. В результатi будемо мати:

Δ∞ =
𝑝20κ

3𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)
ln |𝑥1/𝑥2|
(𝑥1 − 𝑥2)

𝑝2 + 𝑜(𝑝2). (24)

При наближеннi до критичної точки один з ко-
ренiв, скажiмо 𝑥2, прямує до нуля, i ми отриму-
ємо логарифмiчну розбiжнiсть для величини Δ∞
в околi критичної точки. Як в цьому випадку бу-
ти з ефективною масою? Повертаючись до аналi-
зу виразiв для 𝑥1 i 𝑥2, ми прийдемо до висновку,
що iснує значення температури 𝑇F, при якiй вели-
чини 𝑥1 i 𝑥2 стають дiйсними. Це, в свою чергу,
приводить до того, що функцiя arcth (𝑝/𝑥2) пере-
стає бути обмеженою в областi температур мiж 𝑇F

i 𝑇c та прямує до безмежностi при наближеннi до
критичної точки. Поки величина 𝑥2 залишається

комплексною, функцiю арктангенса гiперболiчно-
го можна виразити через арктангенс тригономе-
тричний, який, в свою чергу, є обмеженою фун-
кцiєю. Температуру 𝑇F можна легко знайти, при-
рiвнявши до нуля дискримiнант наведеного вище
квадратного рiвняння. Його чисельний розв’язок
вiдносно температури дає значення 𝑇F ≈ 2,13 K
при критичнiй температурi 𝑇c ≈ 2,18 K. Як бачи-
мо, це є дуже вузька область, яку ми можемо iн-
терпретувати, як флуктуацiйну, тобто таку, в якiй
флуктуацiї величини бозе-конденсату стають спiв-
мiрними з кiлькiстю самого конденсату. Про неї
також можна говорити як про область, аналогi-
чну до областi Гiнзбурга, де перетурбативний ме-
тод розрахунку не працює. Так чи iнакше, в цiй
вузькiй областi ми не можемо зробити жодних ко-
ректних висновкiв про ефективну масу в межах
нашого пiдходу. Для аналiзу цiєї областi потрiбнi
iншi методи, наприклад, ренормгруповий пiдхiд.
Внесок Δ∞ у значення ефективної маси до темпе-
ратури 𝑇F є дуже незначним, в чому можна впев-
нитися завдяки чисельному аналiзу. Аналiтичний
вигляд цього внеску у праву частину рiвностi (11)
такий:

𝑝40κ
6𝜋2𝜌(1 + κ)

ln |𝑥1/𝑥2|
(𝑥1 − 𝑥2)

. (25)

4. Розрахунки в критичнiй точцi

Щоб з’ясувати характер розбiжностi величини
Δ∞/𝑝2 як функцiї 𝑝 в критичнiй точцi, проведе-
мо розрахунок безпосередньо в нiй. Повернемося
до формули (20) i покладемо в нiй 𝑇 = 𝑇c, що
означає 𝑛0 = 0. Тодi

Δ∞=
𝑝20κ𝑝2

2𝜋2𝛽𝜌

1∫︁
0

𝑑𝑎

∞∫︁
0

𝑥𝑎2𝑑𝑥

(𝑥2 − 𝑎2)[(1 + κ)𝑥𝑝+ 𝛾]
+ 𝑜(𝑝2).

(26)

Знову розкладемо знаменник пiдiнтегрального
виразу на множники, а сам вираз – на простi дроби
i проiнтегруємо за змiнною 𝑥. В результатi отри-
маємо:

Δ∞ =
𝑝20κ𝑝2

2𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)

1∫︁
0

𝑎2𝑥0 ln |𝑎/𝑥0|
𝑎2𝑝2 − 𝑥2

0

𝑑𝑎+ 𝑜(𝑝2),

де 𝑥0/𝑝 – корiнь рiвняння (1+κ)𝑥𝑝+𝛾 = 0, причо-
му: 𝑥0 = −𝛾/(1+κ). У написаному вище iнтегралi
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зробимо замiну змiнних 𝑎/|𝑥0| = 𝜉. Тодi

Δ∞ =
𝑝20κ𝑥2

0𝑝

2𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)

1/|𝑥0|∫︁
0

𝜉2 ln 𝜉

𝜉2 − 1
+ 𝑜(𝑝2) =

= − 𝑝20κ𝑥2
0𝑝

2𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)

1/|𝑥0|∫︁
0

𝜉2 ln 𝜉𝑑𝜉 + 𝑜(𝑝2), (27)

оскiльки 1/|𝑥0|∼𝑝, 𝑝→0. В результатi отримаємо:

Δ∞=
𝑝20κ𝑝2

18𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)|𝑥0|

(︂
1− 3 ln

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑥0

⃒⃒⃒⃒)︂
+𝑜(𝑝2).

Отож ми показали, що величина Δ∞/𝑝2 в крити-
чнiй точцi розбiгається як ln |𝑝|, 𝑝 → 0. Така роз-
бiжнiсть є характерною для критичних явищ. Її
можна трактувати як наслiдок розкладу одноча-
стинкового спектра бозе-рiдини в критичнiй точцi:

~2𝑝2

2�̄�

(︂
𝑝

𝑝

)︂2−𝜂

=
~2𝑝2

2�̄�

(︂
𝑝

𝑝

)︂2
𝑒−𝜂 ln(𝑝/𝑝) =

=
~2𝑝2

2�̄�

(︂
1− 𝜂 ln

(︂
𝑝

𝑝

)︂)︂
+ 𝑜 (𝜂) , (28)

де 𝜂 – це малий критичний iндекс, 𝑝 – характер-
ний масштаб хвильового вектора в околi крити-
чної точки. Беручи до уваги, що в критичнiй то-
чцi єдиний незникаючий внесок в одночастинковий
спектр бозе-рiдини дає величина Δ∞, ми отрима-
ємо рiвняння, з якого можемо знайти 𝜂 i 𝑝:

𝑝20κ𝑝2

18𝜋2𝛽𝜌(1 + κ)|𝑥0|

(︂
1− 3 ln

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑥0

⃒⃒⃒⃒)︂
=

=
𝑝2

𝑝20𝛽

(︂
1− 𝜂 ln

(︂
𝑝

𝑝

)︂)︂
. (29)

Звiдси:

𝜂 =
4

3𝜋2
≈ 0,135,

𝑝 = |𝑥0| exp
(︂
𝜂 − 3

3𝜂

)︂
≈ 1,68· 10−3 Å

−1
.

(30)

Результат для малого критичного iндекса 𝜂
вперше отриманий в роботах [28,29], де для розра-
хункiв використовувався метод розкладу за обер-
неними степенями вимiрностi параметра порядку.
Наближення хаотичних фаз вiдтворює лише пер-
ший член цього розкладу, а тому й не дивно, що
результат для малого критичного iндекса вiдрiзня-
ється вiд результату Монте-Карло симуляцiй [30].

5. Розрахунки при температурах,
вищих за критичну

При температурах, вищих за критичну, величина
(15) набуде вигляду:

Δ∞ =
𝑝20𝑧0κ
4𝜋2𝛽𝜌

∞∫︁
0

𝑞𝑑𝑞

𝑞 + 𝛾 arctg
(︁

𝑞
2𝑃0

)︁ ×

×
{︂
𝑞

2𝑝
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑃 2
0 + (𝑞 + 𝑝)2

𝑃 2
0 + (𝑞 − 𝑝)2

⃒⃒⃒⃒
− 2𝑞2

𝑃 2
0 + 𝑞2

}︂
, (31)

де 𝛾 = 2𝛾/𝜋. Спочатку продиференцiювавши, а
потiм проiнтегрувавши за параметром 𝑝 отрима-
ний вираз, а також змiнивши порядок iнтегруван-
ня, будемо мати:

Δ∞ =
𝑝20𝑧0κ
4𝜋2𝛽𝜌

1

𝑝

𝑝∫︁
0

𝑑𝑝

∞∫︁
0

𝑞𝑑𝑞

𝑞 + 𝛾 arctg
(︁

𝑞
2𝑃0

)︁ ×

× 2𝑞𝑝2(𝑞2 − 𝑝2 − 3𝑃 2
0 )

[𝑃 2
0 + (𝑝+ 𝑞)2] [𝑃 2

0 + (𝑝− 𝑞)2] [𝑃 2
0 + 𝑞2]

. (32)

Щоб порахувати написаний вище iнтеграл, симе-
тризуємо межi iнтегрування за 𝑞, а потiм зроби-
мо аналiтичне продовження пiдiнтегральної фун-
кцiї у верхню пiвплощину i замкнемо контур iнте-
грування пiвколом радiуса 𝑅. В границi 𝑅 → ∞
iнтеграл за пiвколом 𝑅 дає нуль в силу того, що
степiнь знаменника пiдiнтегральної функцiї на двi
одиницi вищий за степiнь чисельника. В результа-
тi, наш iнтеграл дорiвнює сумi лишкiв аналiтично-
го продовження пiдiнтегральної функцiї у верхню
пiвплощину помноженiй на 2𝜋𝑖. У цю пiвплощи-
ну потрапляють лише три особливi точки пiдiнте-
гральної функцiї: 𝑞 = 𝑝+𝑖𝑃0; 𝑞 = −𝑝+𝑖𝑃0; 𝑞 = 𝑖𝑃0.
Принагiдно зауважимо, що знаменник дробу, який
мiстить функцiю арктангенса, не перетворюється
в нуль в жоднiй точцi комплексної площини. В ре-
зультатi розрахункiв отримаємо:

Δ∞ =
𝑝20𝑧0κ
4𝜋2𝛽𝜌

𝜋𝑖

2𝑝

𝑝∫︁
0

𝑑𝑝

(︃
2𝑃 2

0

𝑖𝑃0 + 𝛾 arctg(𝑖/2)
+

+
(−𝑝+ 𝑖𝑃0)

2

−𝑝+ 𝑖𝑃0 + 𝛾 arctg
(︁
− 𝑝

2𝑃0
+ 𝑖

2

)︁ +

+
(𝑝+ 𝑖𝑃0)

2

𝑝+ 𝑖𝑃0 + 𝛾 arctg
(︁

𝑝
2𝑃0

+ 𝑖
2

)︁)︃. (33)
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Не вдаючись в деталi доволi простих перетворень,
запишемо кiнцевий результат для Δ∞:

Δ∞=−2𝜋

𝑝

𝑝∫︁
0

𝑑𝑝

{︂
(𝑓2+𝑃0)(𝑝

2−𝑃 2
0 )−2𝑝𝑃0(𝑓1 + 𝑝)

(𝑓1 + 𝑝)2 + (𝑓2 + 𝑃0)2
+

+
𝑃 2
0

𝑃0 + 𝛾 ln(3)/2

}︂
, (34)

де

𝑓1 =
𝛾

2
arctg

(︂
4𝑝𝑃0

3𝑃 2
0 − 𝑝2

)︂
,

𝑓2 = −𝛾

2
ln

(︃√︀
(3𝑃 2

0 − 𝑝2)2 + 16𝑝2𝑃 2
0

9𝑃 2
0 + 𝑝2

)︃
.

(35)

В отриманому виразi проведемо розклад за ма-
лим параметром 𝑝 i збережемо лише доданки, про-
порцiйнi до 𝑝2. В результатi будемо мати:

Δ∞ = −𝑝20𝑧0κ𝛾
27𝜋𝛽𝜌

×

×
(︀
−9𝛾 ln2(3) + 8𝑃0 + 28𝛾 ln(3)− 16𝛾

)︀
(2𝑃0 + 𝛾 ln(3))3

𝑝2 + 𝑜(𝑝2).

(36)

Вiдповiдно, внесок у праву частину рiвностi (11) є
таким:

−𝑝40𝑧0κ𝛾
27𝜋𝜌

(︀
−9𝛾 ln2(3) + 8𝑃0 + 28𝛾 ln(3)− 16𝛾

)︀
(2𝑃0 + 𝛾 ln(3))3

. (37)

За допомогою чисельного аналiзу можна переко-
натися у малостi цiєї величини, а тому її внеском
у ефективну масу можна також знехтувати.

6. Аналiтичний вираз для ефективної маси

Беручи до уваги, що величина Δ∞ дає незначний
внесок у значення ефективної маси (що було пока-
зано вище) i повертаючись до схеми розрахунку,
наведеної в роботi [24], для ефективної маси отри-
маємо такий вираз:

�̄� =
𝑚*

(1 + 𝐹 (𝑇 ))
, (38)

де

𝐹 (𝑇 ) = lim
𝑝→0

1

𝑁𝛽𝜀𝑝

∑︁
q ̸=0

𝜆𝑞

1 + 𝜆𝑞𝑆0(𝑞)

(︀
𝑒p∇𝑞−1

)︀
×

×
(︂
𝑛𝑞 −

1

𝑧−1
0 (𝛽𝜀𝑞 + 1− 𝑧0)

)︂
, (39)

∇𝑞 – оператор градiєнта.

Рис. 3. Температурна залежнiсть ефективної маси
атома 4He

Розкладемо в ряд оператор 𝑒p▽𝑞 , обмежившись
першими трьома членами розкладу, оскiльки саме
вони дають необхiдне нам наближення. Зробивши
пiсля цього нескладнi перетворення, перейшовши
вiд пiдсумовування до iнтегрування i врахувавши
змiст позначень 𝑝0 i 𝑃0, для величини 𝐹 (𝑇 ) будемо
мати такий вираз:

𝐹 (𝑇 ) =
1

2𝜋2𝜌

∞∫︁
0

𝜆𝑞𝑞
2𝑑𝑞

1 + 𝜆𝑞𝑆0(𝑞)

(︃
𝑛𝑞(1 + 𝑛𝑞)×

×
[︂
2

3
𝛽𝜀𝑞(1 + 2𝑛𝑞)− 1

]︂
− 𝑧0(𝛽𝜀𝑞 − 3 + 3𝑧0)

3 (𝛽𝜀𝑞 + 1− 𝑧0)
3

)︃
. (40)

Безпосередньою перевiркою легко переконатися,
що в границi як низьких, так i високих температур
функцiя 𝐹 (𝑇 ) рiвна нулю, а тому в цих границях
�̄� = 𝑚*. Користуючись результатами роботи [25],
знайдемо, що lim𝑇→0 �̄� ≈ 1,7𝑚, а lim𝑇→∞ �̄� = 𝑚.

7. Чисельний розрахунок
ефективної маси i теплоємностi

Щоб проiлюструвати отриманий результат, потрi-
бно подати його в графiчному виглядi. Для цього
необхiдно провести чисельний розрахунок вiдно-
шення 𝑚/𝑚, який вимагає самоузгодженого пiд-
ходу, оскiльки вираз для 𝑚 мiстить в собi вели-
чини 𝑆0(𝑞), 𝜀𝑞, 𝑛𝑞, якi, в свою чергу, залежать вiд
𝑚. На практицi це означає здiйснення iтерацiйно-
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Рис. 4. Температурна залежнiсть теплоємностi рiдкого
4He. Суцiльна крива – теоретичний результат з урахува-
нням ефективної маси, кружечки – експериментальнi данi
[35–37]

го процесу, який у нашому випадку зводиться до
3-4 iтерацiй.

Обчислення проводимо при рiвноважнiй густи-
нi гелiю 𝜌 = 0,02185 Å−3, масi частинок 𝑚 =
= 4,0026 а.о.м., швидкостi звуку 𝑐 = 238,2 м/с у
границi 𝑇 → 0 [32]. Як вхiдну iнформацiю, замiсть
коефiцiєнта Фур’є енергiї парної взаємодiї мiж
частинками 𝜈𝑞, використовуємо експериментально
вимiрюваний структурний фактор 𝑆exp(𝑞) рiдкого
4He, екстрапольований до температури 𝑇 → 0 з
роботи [33].

На рис. 3 подана температурна залежнiсть ефе-
ктивної маси атома 4He в наближеннi парних мiж-
частинкових кореляцiй. Отримавши її, ми за вiдо-
мою формулою [34] розрахували також темпера-
туру бозе-конденсацiї в рiдкому 4He i здобули зна-
чення 𝑇c ≈ 2,18 K, що є дуже близьким до екпери-
ментального 𝑇c = 2,168 K.

Для розрахунку теплоємностi ми скористали-
ся виразом для внутрiшньої енергiї багатобозонної
системи в наближеннi парних кореляцiй (1), чи-
сельно продиференцiювавши його по температурi.
На рис. 4 наведено графiк температурної залежно-
стi теплоємностi з урахуванням ефективної маси.

8. Висновок

В роботi знайдено вираз для температурної зале-
жностi ефективної маси атома 4He (як у нормаль-
нiй, так i надплиннiй фазi), яка дає можливiсть
усунути iнфрачервонi розбiжностi, що є характер-

ними для критичних явищ. Вираз для ефектив-
ної маси застосовний при всiх температурах, окрiм
вузької флуктуацiйної областi, яка розпочинається
з температури 𝑇F ≈ 2,13 K i закiнчується темпера-
турою фазового переходу. В границi високих тем-
ператур ефективна маса переходить у “голу” масу
атома 4He. Це саме вiдбувається i при “виключен-
нi” мiжчастинкової взаємодiї. В границi низьких
температур ми отримуємо значення, яке збiгається
зi значенням ефективної маси домiшкового атома
3He в рiдинi 4He при замiнi “голої” маси 3He на
масу 4He [18]. В цьому контекстi зауважимо, що
немає єдиної думки про значення ефективної маси
навiть в нулi температур, не кажучи вже про ши-
рокотемпературну область, оскiльки саме введен-
ня цiєї величини є феноменологiчним моментом i
великою мiрою залежить вiд застосованих пiдхо-
дiв для її розрахунку [15–17].

Теоретично розрахований хiд кривої теплоємно-
стi з урахуванням ефективної маси значно краще
узгоджується з експериментом, зокрема в надкри-
тичнiй областi, нiж без її урахування [31]. Крiм
того, в порiвняннi з “затравочною” масою, отри-
мана нами ефективна маса дає краще узгодження
з експериментом для теплоємностi в областi шири-
ною приблизно 0,5 К над точкою фазового перехо-
ду [25].

За допомогою ефективної маси вдалося зсунути
точку фазового переходу вiд значення для iдеаль-
ного бозе-газу до температури 𝑇c ≈ 2,18 K, що, як
уже зазначалося, є дуже близьким до експеримен-
тального. “Затравочна” маса в цьому випадку дає
𝑇c ≈ 1,94 K [25].

Запропонований в цiй роботi пiдхiд дозволив та-
кож знайти малий критичний iндекс 𝜂 в наближен-
нi хаотичних фаз. Вiн доволi сильно вiдрiзняється
вiд сучасного значення [30], але водночас вiдтво-
рює вже вiдомий результат цього наближення [28].
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D. Vautherin, Phys. Rev. Lett. 83, 1703 (1999).

9. M. Holzmann and W. Krauth, Phys. Rev. Lett. 83, 2687
(1999).

10. P. Arnold, G. Moore, and B. Tomašik, Phys. Rev. A 65,
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В.С.Пастухов, Р.А.Притула

ЭФФЕКТИВНАЯ МАССА АТОМА 4He
В СВЕРХТЕКУЧЕЙ И НОРМАЛЬНОЙ ФАЗАХ

Р е з ю м е

Найдено выражение для температурной зависимости эф-
фективной массы атома 4He в сверхтекучей и нормальной
фазах, которое позволяет устранить инфракрасные расхо-
димости и является применимым при всех температурах за
исключением узкой флуктуационной области 0,97 . 𝑇/𝑇c ≤
≤ 1. В пределе высоких и низких температур, а также в
пределе исключения взаимодействия полученное выраже-
ние дает известные результаты. На основании эффективной
массы рассчитан ход кривой теплоемкости, а также получе-
на температура фазового перехода 𝑇c ≈ 2,18 K. Используя
предложенный в работе подход, найдено значение малого
критического индекса 𝜂 в приближении хаотических фаз,
которое воспроизводит уже известный результат этого при-
ближения.

I.O.Vakarchuk, O.I. Hryhorchak,
V.S. Pastukhov, R.O. Prytula

EFFECTIVE MASS OF 4He ATOM
IN SUPERFLUID AND NORMAL PHASES

S u m m a r y

The formula for the temperature dependence of the effective

mass of a 4He atom in the superfluid and normal phases is

obtained. This expression for the effective mass allows one to

eliminate infra-red divergences, being applicable at all temper-

atures, except for a narrow fluctuation region 0.97 . 𝑇/𝑇𝑐 ≤ 1.

In the high and low temperature limits, as well as in the in-

teractionless limit, the obtained expression reproduces the well

known results. The temperature dependence of the heat capac-

ity and the phase transition temperature 𝑇𝑐 ≈ 2.18 K are calcu-

lated, by using the formula obtained for the effective mass. In

the framework of the approach proposed in this work, the small

critical index 𝜂 is determined in the random phase approxima-

tion. The obtained value corresponds to the well known result.
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