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ПЕРЕНОС ПОХИБОК ТА СЕРЕДНIХ ВИМIРIВ
ФIЗИЧНОЇ ВЕЛИЧИНИ ДЛЯ ЕЛЕМЕНТАРНИХ
ФУНКЦIЙ cos(𝑥) ТА arccos(𝑥)УДК 53.088.3

Отриманi новi точнi “правила переносу похибки та середнього” однiєї вимiрюваної фi-
зичної величини на iншу, що пов’язана з нею функцiйним зв’язком типу cos(𝑥) або
arccos(𝑥). Показано, що добутi спiввiдношення iдеально працюють при обробцi набору
даних реального фiзичного дослiдження. Це пов’язано з тим, що по природi в них неявно
вже закладена вагова схема Гауса. Аналiтична форма, в якiй наведенi згаданi правила
(“аналiтичнi правила переносу”), а також точний характер їх дозволяє спростити i
прискорити процедуру обробки й аналiзу експериментальних даних.
К люч о в i с л о в а: перенос помилок, перенос похибок, перенос вiдхилень.

1. Вступ

Найчастiше неможливо безпосередньо вимiряти
значення певної фiзичної величини 𝑦, а доводи-
ться визначати його через iншу величину 𝑥, че-
рез функцiйний зв’язок 𝑦 = ℎ(𝑥). Вимiри 𝑥𝑖, що
отримуються, утворюють ряд випадкових чисел,
тобто статистичну множину {𝑥𝑖}, яка описується
двома числами: середнiм значенням 𝑥 (або “сере-
днiм”) та середньою “похибкою” (або “точнiстю”)
|Δ𝑥|, що пов’язана з середньоквадратичним вiдхи-
ленням Δ𝑥2. Цi середнi числа (або просто середнi)
i визначають фiзичну величину x.

Якщо тепер побудувати множину значень фун-
кцiї {𝑦𝑖 = ℎ(𝑥𝑖)}, яка теж має статистичну при-
роду, i так само описується двома числами: сере-
днiм 𝑦 та “похибкою” |Δ𝑦|, що, в свою чергу, теж
визначають обчислену фiзичну величину y. Про-
те, далеко не завжди є змога побудувати множину
{𝑦𝑖} i визначити через неї 𝑦cep та |Δ𝑦|. Тому дово-
диться шукати зв’язок 𝑥cep → 𝑦cep та |Δ𝑥| → |Δ𝑦|,
використовуючи властивостi функцiйного зв’язку
𝑦 = ℎ(𝑥). В цьому i полягає задача “переносу по-
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хибки” фiзичної величини 𝑥 на нову фiзичну вели-
чину 𝑦 = ℎ(𝑥) та обчислення “змiщеного середньо-
го” 𝑦 = ℎ(𝑥) пiсля обробки серiї фiзичних вимiрiв
𝑥𝑖 i ця задача є досить актуальною.

Наприклад, за великим рахунком, нас цiкавить
не точнiсть вимiрювання отриманих Брегговських
кутiв рентгенiвського розсiяння вiд кристала, а
параметри елементарної ґратки та їх “перенесе-
на” точнiсть. В простiшому випадку для рiвняння
Вульфа–Брегга:

2𝑑 sin 𝜃 = 𝑛𝜆,

це виглядає, як перенесення точностi Δ𝜃 → Δ𝑑.
У таких простих випадках можна грубо оцiнити
Δ𝑑 через процедуру диференцiювання згаданого
рiвняння, тобто

Δ𝑑 = − cot 𝜃Δ𝜃.

Але для бiльш складних випадкiв ця процеду-
ра ускладнюється i працює погано. Наприклад,
для визначення тих самих параметрiв елементар-
ної ґратки на практицi користуються перевизна-
ченою системою (50–100 рiвнянь Вульфа–Брегга)
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квадратичного типу:

𝜆2
(︀
ℎ2𝑎2*+𝑘2𝑏2*+𝑙2𝑐2*+2ℎ𝑘𝑎*𝑏* cos 𝛾* +

+2ℎ𝑙𝑎*𝑐*cos𝛽*+2𝑘𝑙𝑏*𝑐* cos𝛼*
)︀
= 4 sin2 𝜃𝑖,

де 4 sin 2𝜗𝑖 – вiдомi, експериментально вимiрянi ве-
личини. З цiєї системи статистичними методами
отримують 6 середнiх та 6 вiдхилень для 6 невi-
домих: 𝑎2*, 𝑏2*, 𝑐2*, 𝑎*𝑏* cos 𝛾*, 𝑎*𝑐*cos𝛽*, 𝑏*𝑐*cos𝛼*.
Пiсля цього потрiбно обчислити середнi значення
i “перенести” вiдхилення спочатку на параметри
зворотної ґратки 𝑎*, 𝑏*, 𝑐*, 𝛼*, 𝛽*, 𝛾*. А потiм отри-
мати 6 середнiх i “перенести” 6 дисперсiй для пара-
метрiв прямої ґратки: 𝑎*→ 𝑎, 𝑏*→ 𝑏, 𝑐*→ 𝑐, 𝛼*→ 𝛼,
𝛽* → 𝛽, 𝛾* → 𝛾 за складною системою спiввiдно-
шень (7 рiвнянь) типу:

cos𝛼 =
cos𝛽*cos 𝛾*− cos𝛼*

sin𝛽*sin 𝛾*
.

Так само, процедура обчислення середнiх та вiд-
хилень ускладнюється i працює погано, якщо фун-
кцiя 𝐻(cos (𝑥), arccos (𝑥))) є ланцюжком функцiй
cos (𝑥), arccos (𝑥) або ж якоюсь iншою сумiшшю та-
ких функцiй, бо треба диференцiювати всю фун-
кцiю H, тобто обчислювати 𝑑𝐻

𝑑𝑥 . Бiльш точнi ре-
зультати може дати розклад в ряд [1] в точцi
𝑥0 = 𝑥cep з урахуванням членiв ряду високих по-
рядкiв, що, вiдповiдно, тягне за собою подальше
ускладнення обчислень:

𝐻(𝑥)−𝐻(𝑥0) =
𝑑𝐻

𝑑𝑥0
(𝑥−𝑥0)+

1

2

𝑑2𝐻

𝑑2𝑥0
(𝑥−𝑥0)

2+ ... .

Аналiтичнi правила для “переносу похибки” й об-
числення “змiщеного середнього” набагато спро-
щували б такi розрахунки, але вони досi були вiдо-
мi лише для лiнiйної функцiї 𝑦 = 𝑘𝑥 [1]. Слiд заува-
жити, що перенос похибок за допомогою розкла-
ду в ряд Тейлора (“диференцiювання”) процедурно
носить бiльш загальний характер, оскiльки може
працювати з будь-якою безперервною функцiєю.
“Аналiтичний” же пiдхiд, навпаки, звужує його до
конкретних розглянутих функцiй (в даному роз-
глядi це – cos (𝑥) та arccos (𝑥)). Тому всi сучаснi
теоретичнi й практичнi застосування, методики й
розробки перенос похибок будують виключно на
основi “дифференцiювання” [3–11]. Проблематика
“аналiтичного” переносу похибок найкраще окре-
слена в [1].

2. Новi правила обчислення середнiх
та переносу похибок для елементарних
функцiй cos (𝑥) та arccos (𝑥)

Для отримання аналiтичних правил для двох ви-
браних функцiй (cos (𝑥), arccos (𝑥) середнє 𝑥cep та
“похибка” 𝑘(Δ𝑥)2cep були прив’язанi (формалiзова-
нi) до базових понять математичної статистики:

𝑥cep ≈ 𝐸𝑥; 𝑘(Δ𝑥)2𝑐𝑒𝑝 ≈ 𝐷𝑥,

де 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 – вiдповiдно, математичне очiкуван-
ня й дисперсiя вимiрюваної величини 𝑥. При та-
кiй формалiзацiї вважається, що при вимiрюваннi
фiзичної величини 𝑥 окремi значення 𝑥𝑖 з’являю-
ться у вiдповiдностi з деякою функцiю 𝑓(𝑥) роз-
подiлу ймовiрностi появи 𝑥𝑖. Ця функцiя, приро-
дно, має бути пов’язана з умовами вимiрiв (неявно
залежить вiд приладу, вибраної методики, тощо).
Зазвичай 𝑓(𝑥) нормують i тодi вона зветься функ-
цiєю щiльностi (або “щiльностi” або “густини”) ймо-
вiрностi появи фiзичної величини 𝑥 з безперервним
розподiлом [1]:
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1. (1)

У цьому випадку справжнє значення фiзичної ве-
личини cos або, як кажуть, її математичне очiкува-
ння можна обчислити за вiдомою функцiєю 𝑓(𝑥):

𝜇 = 𝐸𝑥 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (2)

Рiвняння (2) є також визначенням математичного
очiкування 𝐸(𝑥) [1]. Одночасно 𝑓(𝑥) визначає та-
кож дисперсiю фiзичної величини 𝑥 [1] (розкид її
значень при вимiрах, зумовлених 𝑓(𝑥)):

𝐷𝑥 =

∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝐸𝑥)
2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝜇)2𝑓(𝑥)𝑑𝑥; 𝜇 = 𝐸𝑥. (3)

Найважливiшим серед розподiлiв 𝑓(𝑥) вважається
т. зв. нормальний (гаусiв) розподiл ймовiрностi [1]:

𝑓(𝑥) =
𝑝√
𝜋
exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2], (4)
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де
𝑝2 =

1

2𝐷𝑥
, 𝜇 = 𝐸𝑥.

У випадку функцiйного зв’язку 𝑦 = ℎ(𝑥), мате-
матичне очiкування й дисперсiя для функцiї ℎ(𝑥)
будуть [1] (у рiзних записах):

𝜒 = 𝐸ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (5)

𝐷ℎ =

∞∫︁
−∞

[ℎ(𝑥)−𝐸ℎ]
2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

[ℎ(𝑥)−𝜒]2𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

(6)

Вираз (6) можна переписати у бiльш зручному для
нас виглядi (згiдно з [1]):

𝐷ℎ =

∞∫︁
−∞

[ℎ2(𝑥)− 2ℎ(𝑥)𝐸ℎ + 𝐸2
ℎ]𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝐸2
ℎ. (7)

У рiвняннях (4)–(7) 𝜇 = 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 входять до 𝑓(𝑥)
як параметри, тому, строго кажучи, 𝑓(𝑥) можливо
записати як 𝑓(𝑥, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥):

𝐸ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥) 𝑓(𝑥,𝐸𝑥, 𝐷𝑥)𝑑𝑥, (8)

𝐷ℎ + 𝐸2
ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ2(𝑥) 𝑓(𝑥,𝐸𝑥, 𝐷𝑥)𝑑𝑥. (9)

Можна помiтити, що (8) та (9) – iнтегральнi рiв-
няння, вирiшивши якi можна отримати бажаний
аналiтичний зв’язок мiж 𝐸ℎ, 𝐷ℎ (аналогами сере-
днiх для функцiї ℎ(𝑥)) з одного боку та 𝐸𝑥, 𝐷𝑥

(аналогами вимiряних середнiх) з iншого.
Виявилося, що можливо пiдiбрати табличнi iн-

теграли [2], подiбнi до (8) та (9) i, таким чином,
вирiшити задачу для двох елементарних функцiй
(cos(𝑥), arccos(𝑥)) (див. Додаток).

Згаданi спiввiдношення для функцiї cos(𝑥) ма-
ють вигляд:

𝐸cos = exp

(︂
−𝐷𝑥

2

)︂
cos𝐸𝑥;

𝐷cos =
1

2
[1− exp(−𝐷𝑥)][1− exp(−𝐷

𝑥
) cos 2𝐸𝑥],

(10)

де 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 – вiдповiдають середньому та похибцi
вимiряних даних, а 𝐸cos, 𝐷cos – середньому та по-
хибцi переносу результатiв вимiрiв через функцiю
cos(𝑥).

Для функцiї arccos(𝑥) спiввiдношення вигляда-
ють як:

𝐸arccos = arccos
𝐸𝑥

±
√︁
𝐸2

𝑥 +
√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

;

𝐷arccos = ln
1

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

,

(11)

де 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 – вiдповiдають середньому та похибцi
вимiряних даних, а 𝐸arccos, 𝐷arccos – середньому та
похибцi переносу результатiв вимiрiв через фун-
кцiю arccos(𝑥).

Таким чином, ми отримали (див. Додаток) ба-
жанi правила “переносу похибки” та обчислення
“змiщеного середнього” типу 𝐸ℎ = 𝐸ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) та
𝐷ℎ = 𝐷ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) для функцiй ℎ(𝑥) = cos(𝑥) та
arccos(𝑥).

3. Застосування нових
правил до експериментальних даних

Набiр експериментальних даних являє собою суку-
пнiсть окремих випадкових значень 𝑥𝑖 вимiряної
фiзичної величини 𝑥, т. зв. “вибiрку” {𝑥𝑖}. Величи-
на 𝑥 може мати безперервний розподiл [1] (iншими
словами, працюють з величинами, що випадково
“вибранi приладом” з безперервної множини).

Розглянемо як будуть виконуватись отриманi
спiввiдношення саме у випадку вибiрок. Для цьо-
го обчислюємо середнi звичайним способом (який
ми беремо за взiрець) по 4-м вибiркам: за 2-ма на-
борами експериментальних даних {𝑥𝑖} та за 2-ма
наборами обчислених функцiй cos(𝑥) i arccos(𝑥).
Далi порiвняємо їх з результатами, отриманими iз
спiввiдношень (10), (11), а також отриманими че-
рез розклад в ряд (диференцiювання) [1].

3.1. Приклад для cos(𝑥)

За приклад для 𝑥 вiзьмемо вибiрку {𝑥𝑖} з 20 вимi-
рiв одного з кутiв елементарної ґратки. Тут i далi
нижче вибiрки побудованi на основi даних вимiрю-
вань, отриманих за допомогою 3-кружного дифра-
ктометра [12, 13]:
{𝑥𝑖} = 70,5, 70,58, 70,66, 70,74, 70,82, 70,9, 70,98,

71,06, 71,14, 71,22, 70,5, 70,42, 70,34, 70,26, 70,18,
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70,1, 70,02, 69,94, 69,86, 69,78 (град). Арифметичнi
середнi (обчисленi по цiй виборцi зi сталою ймо-
вiрнiстю 𝑤𝑖 = 1/20) дадуть нам такi значення:

𝐸𝑛 = 70,5; 𝐷𝑛 = 0,1824, Δ𝑛 = 0,42708.

Використавши цi значення як 1-ше наближення,
обчислюємо вже гаусовi середнi (2–3 iтерацiї) згi-
дно iз ваговою схемою Гауса:

𝐸𝑥=

∑︀
𝑥𝑖𝑤𝑖∑︀
𝑤𝑖

, 𝐷𝑥=

∑︀
(𝑥𝑖 − 𝐸𝑥)

2𝑤𝑖∑︀
𝑤𝑖

, Δ𝑥=
√︀
𝐷𝑥,

(12)

де
𝑤𝑖 =

𝑝√
𝜋
exp[−𝑝2(𝑥𝑖 − 𝜇)2], 𝑝2 =

1

2𝐷𝑥
. (13)

Отримуємо 𝐸𝑥 = 70,5; 𝐷𝑥 = 0,11736; Δ𝑥 = 0,34258.
Iншими словами, по цiй виборцi маємо 𝐸𝑥 = 70,5±
± 0,3 (град).

Для правильного обчислення середнiх для фун-
кцiї cos(𝑥) необхiдно побудувати нову статистичну
вибiрку {cos𝑥𝑖} i вже по нiй обчислити потрiбнi
середнi.

Нова вибiрка буде:
{cos𝑥𝑖} = 0,33381, 0,33249, 0,33117, 0,32986,

0,32854, 0,32722, 0,3259, 0,32458, 0,32326, 0,32194,
0,33381, 0,33512, 0,33644, 0,33775, 0,33907, 0,34038,
0,341690, 0,343, 0,34432, 0,34563.

Використавши значення 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 та Δ𝑥 i “покру-
тившись” згiдно з (12) та (13) отримаємо бажанi
середнi для функцiї cos(𝑥) звичайним способом (їх
беремо за “взiрець”):

𝐸cos = 0,3338, 𝐷cos = 3,17649 · 10−5,

Δcos = 0,00564.

“Перенос похибок” за аналiтичними спiввiдношен-
нями (10) одразу дає такi значення:

𝐸cos = 0,33381, 𝐷cos = 3,18104 · 10−5,

Δcos = 0,00564.

Тут i далi ми навмисне залишили на розгляд
бiльше знакiв, нiж потрiбно (𝐷𝑥 – 2 знаки; Δ𝑥 –
взагалi 1), щоб мати змогу повнiше вiдслiдкувати
усi обчислення. Зважаючи на це, можна стверджу-
вати що у випадку функцiї cos(𝑥) стандартнi вiд-
хилення Δcos(𝑥) повнiстю збiгаються. Iншими сло-
вами, “перенос похибок” за спiввiдношеннями (10)
для функцiї cos(𝑥) – правильний i добре працює
для вибiрок.

3.2. Приклад для arccos(𝑥)

Розглянемо ще один приклад для функцiї
arccos(𝑥). Використаємо вибiрку {cos𝑥𝑖} вимiрiв
кута 𝛼 елементарної ґратки [12, 13]:
{𝑦𝑖} = {cos𝑥𝑖} = 0,18224, 0,17674, 0,17399,

0,16436, 0,16436, 0,16298, 0,16298, 0,1616, 0,1616,
0,16023, 0,18224, 0,18772, 0,19047, 0,20005, 0,20005,
0,20142, 0,20142, 0,20279, 0,20279, 0,20415.

Згiдно з використаною вище стандартною схе-
мою обчислень середнiх для вибiрки:

а) обчислюємо спочатку арифметичнi середнi
(ймовiрнiсть 𝑤𝑖 = 1/20) –

𝐸𝑛 = 0,18221; 𝐷𝑛 = 2,80422 · 10−4; Δ𝑛 = 0,01675;

б) далi обчислюємо гаусовi середнi (з ваговою
схемою (13)):

𝐸𝑦 = 0, 18222; 𝐷𝑦 = 1,9731 · 10−4; Δ𝑦 = 0,00444;

в) утворюємо масив-вибiрку (згiдно з функцiєю
arccos 𝑦):
{arccos 𝑦𝑖} = 79,5, 79,82, 79,98, 80,54, 80,54,

80,62, 80,62, 80,7, 80,7, 80,78, 79,5, 79,18, 79,02,
78,46, 78,46, 78,38, 78,38, 78,3, 78,3, 78,22 (град).

Робимо статистичну обробку цiєї вибiрки зви-
чайним способом (“взiрець”), використавши значе-
ння 𝐸𝑦, 𝐷𝑦 та Δ𝑦:

𝐸arccos = 79,5; 𝐷arccos = 0,67007;

Δarccos = 0,81858.

Розрахунки за спiввiдношеннями (11) дають такi
значення (слiд звернути увагу, що друге рiвняння
(11), для 𝐷arccos дає значення в радiанах, якi ми
переводимо в кутовi одиницi згiдно з [1]):

𝐸arccos = 79,4998; 𝐷arccos = 0,66995;

Δarccos = 0,81851.

Ми бачимо, що i в цьому випадку збiгання май-
же iдеальне. Тобто для функцiї arccos(𝑥) “перенос
похибок” за спiввiдношеннями (10), (11) – також
правильний i добре працює для вибiрок.

“Перенос похибок” за розкладом в ряд (диферен-
цiювання) дає такi значення:

𝐸arccos = 79, 5009; 𝐷arccos = 0, 066939;

Δarccos = 0, 25872.

Числовi значення трьох методiв легко порiвню-
ються.
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4. Деякi загальнi риси
отриманих спiввiдношень

Аналiтичний вигляд отриманих правил переносу
дозволяє легко видiлити особливостi вiдповiдних
спiввiдношень i, навiть, побудувати графiчнi зале-
жностi, що дуже корисно для планування фiзично-
го експерименту та його аналiзу:

1. Слiд наголосити, що величини 𝐸ℎ, 𝐷ℎ, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥

взаємно пов’язанi, а також те, що 𝐸ℎ й 𝐷ℎ – фун-
кцiї 2-х змiнних, а не однiєї:

𝐸ℎ = 𝐸ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷ℎ = 𝐷ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥).

Рис. 1. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷cos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

Рис. 2. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷arccos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥)

вiд 𝐸𝑥

До цього буває важко звикнути, як, наприклад, до
факту, що похибки функцiй ℎ(𝑥) Δcos або Δarccos

залежать вiд вимiряного середнього значення 𝑥cep.
2. Все це добре видно на рис. 1 та рис. 2, де

наведено залежностi дисперсiй функцiй

𝐷ℎ = 𝐷cos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷ℎ = 𝐷arccos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥);

вiд значень вимiрюваних “середнiх” вiдповiдних
аргументiв 𝐸𝑥 (𝐷𝑥 – параметр).

3. Крiм того, сама можливiсть мати графiчний
вигляд отриманих спiввiдношень дає змогу обгово-
рювати характер майбутнiх вимiрiв, планувати їх.

4. Стає зрозумiлим, чому пiдкореневий вираз у
другому рiвняннi (11) завжди буде > 0, тобто:

(1− 𝐸2
𝑥)

2 > 2𝐷𝑥.

5. Зауважимо, що в граничному випадку при
𝐷𝑥 = 0

𝐸ℎ = 𝐸cos = cos𝐸𝑥; 𝐷ℎ = 𝐷cos = 0;

𝐸ℎ = 𝐸arccos = arccos±𝐸𝑥, 𝐷ℎ = 𝐷arccos = 0,

тому при цьому можна користуватись “звичайни-
ми” правилами переносу:

𝐸cos = cos𝐸𝑥; 𝐸arccos = arccos±𝐸𝑥.

6. В iнших випадках, коли 𝐷𝑥 мають помiтну
величину, вирази для 𝐸cos i 𝐸arccos (10), (11) дадуть
бiльш правильнi значення.

5. Висновки

1. Спiввiдношення (10), (11) дають правильний ре-
зультат для виборок i можуть бути широко за-
стосованi для скорочення i суттєвого спрощення
обчислювальних процедур обчислень для функцiй
cos(𝑥) та arccos(𝑥).

2. У випадку вiдсутностi початкового масиву
експериментальних даних є чи не єдиним простим
i правильним способом отримання 𝐸ℎ, 𝐷ℎ i похиб-
ки 𝜎 зазначених функцiй.

3. Оскiльки 𝐷ℎ та похибки 𝜎 для обох
розглянутих функцiй практично збiгаються з
дiйсними значеннями, можливий точний пе-
ренос похибок для ланцюжка функцiй типу
cos(arccos(cos(arccos(...)))) або ж iншою сумiшшю
вказаних функцiй.
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4. На основi отриманих аналiтичних спiввiдно-
шень можливо побудувати два простих унiвер-
сальних програмних алгоритми (загального при-
значення) для обчислення пар окремих значень
(𝐸cos; 𝐷cos) та (𝐸arccos; 𝐷arccos), що можуть бути
вбудованi, як окремi модулi (пiдпрограми), в будь-
якi програмнi процедури. При цьому цей алгоритм
буде прозорим (легким для читання). Це прин-
ципово неможливо при iнших методах переносу,
оскiльки в них потрiбно розкладати в ряд або ди-
ференцiювати всю суперпозицiю функцiй як єдине
цiле. I для кожної задачi треба будувати окрему
процедуру.

5. Можливо передбачити величину похибки
функцiї i побудувати її графiчну залежнiсть вiд
планованої областi вимiрiв фiзичної величини.

6. Цiкавою є можливiсть отримати точне значе-
ння змiщення середнього для 𝐸cos та 𝐸arccos. В на-
ведених прикладах це змiщення нiяк не впливає на
значення цих середнiх i не вiдiграє нiякої ролi, але
воно iснує i в деяких застосуваннях його значення
може використовуватись.

7. Оскiльки аналiтичнi значення середнiх (𝐸cos;
𝐷cos) та (𝐸arccos; 𝐷arccos) генетично пов’язанi з
розподiлом Гауса, то обчислене значення дозволяє
порiвнювати їх зi значеннями таких же величин,
обчислених за iншими розподiлами. По мiнiмуму
𝐷cos або 𝐷arccos вирiшувати, що краще пiдходить.

ДОДАТОК

В цьому додатку наведений математичний доказ правиль-
ностi отриманих спiввiдношень для 2-х функцiй 𝐸cos та
𝐸arccos, тобто шлях зведення iнтегральних рiвнянь (8) i (9)
до табличних iнтегралiв i приведення отриманих спiввiдно-
шень до зручного вигляду (10) та (11).

1. Математичне очiкування 𝐸ℎ

для функцiї ℎ(𝑥) = cos(𝑥)

Якщо в рiвняннi (8) з урахуванням гаусового розподiлу 𝑓(𝑥)

(4), зробити замiну 𝑦 = 𝑥− 𝜇, то отримаємо:

𝜒 = 𝐸ℎ =
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

cos(𝑥) exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2]𝑑𝑥 =

=
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

cos(𝑦 + 𝜇) exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =
𝑝
√
𝜋
𝐽. (14)

Iнтегральний вираз 𝐽 є, по сутi, табличний интеграл 𝑇2

(3.896.2) [2], який при 𝑝 ↔ 𝑞, має вигляд:

𝑇2 =

∞∫︁
−∞

cos 𝑞(𝑦 + 𝜆) exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =

√
𝜋

𝑝
exp

(︂
−

𝑞2

4𝑝2

)︂
cos𝜆.

Легко помiтити, що 𝐽 = 𝑇2 при 𝑞 = 1 i 𝜆 = 𝜇. Тодi вiдразу
отримаємо

𝐽=

√
𝜋

𝑝
exp

(︂
−

𝑞2

4𝑝2

)︂
cos𝜆=

√
𝜋

𝑝
exp

(︂
−

1

4𝑝2

)︂
cos𝜇. (15)

Згадавши, що 𝜇 = 𝐸𝑥 i пiдставивши це значення у вираз
(14), маємо остаточний зв’язок iнтеграла 𝐸cos з iнтегралами
𝐸𝑥 та 𝐷𝑥, який з урахуванням (4 , 𝑝2 = 1

2𝐷𝑥
) виглядає як:

𝜒 = 𝐸cos = exp

(︂
−
𝐷𝑥

2

)︂
cos𝐸𝑥. (16)

Це – очiкуваний результат. При невеликих 𝐷𝑥 iснує неве-
личке змiщення, що зумовлене множником exp(−𝐷𝑥

2
) ≈ 1,

який при певних умовах, можна iгнорувати, але (16) – це
точна робоча формула для ℎ(𝑥) = cos(𝑥).

2. Дисперсiя 𝐷ℎ для функцiї ℎ(𝑥) = cos𝑥

З рiвняння (7) маємо “перенос похибки”:

𝐷cos =

∞∫︁
−∞

cos2(𝑥) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝐸2
ℎ = 𝐽0 − 𝐸2

ℎ. (17)

Перетворюємо 𝐽0 до табличного вигляду:

𝐽0 =

∞∫︁
−∞

cos2(𝑥) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

(1 + cos 2𝑥)/2 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

2

⎡⎣ ∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∞∫︁
−∞

cos 2𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⎤⎦ =
1

2
+

1

2
𝐽01.

I далi при (𝑦 = 𝑥− 𝜇) отримаємо вираз для 𝐽01:

𝐽01 =
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

cos 2𝑥 exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2]𝑑𝑥 =

=
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

cos 2(𝑦 + 𝜇) exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑥 =
𝑝
√
𝜋
𝐽02.

Iнтеграл 𝐽02 при 𝑞 = 2 i 𝜆 = 𝜇 збiгається з табличним
интегралом 𝑇2 (3.896.2) [2], який при 𝑝 ↔ 𝑞 має вигляд:

𝑇2 =

∞∫︁
−∞

cos 𝑞(𝑦+𝜆) exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =

√
𝜋

𝑝
exp

(︂
−

𝑞2

4𝑝2

)︂
cos 𝑞𝜆.

Тому, знову використавши замiни 𝜇 = 𝐸𝑥 та 𝑝2 = 1
2𝐷𝑥

,
остаточно маємо для 𝐽0:

𝐽0 =
1

2
+

1

2
𝐽01 =

1

2
+

1

2

𝑝
√
𝜋
𝐽02 =

=
1

2
+

1

2

𝑝
√
𝜋

√
𝜋

𝑝
exp

(︂
−

1

𝑝2

)︂
cos 2𝜇 =

=
1

2
+

1

2
exp(−2𝐷𝑥) cos 2𝐸𝑥.

Пiдставляючи 𝐽0 в (17), маємо “сирий” вираз для 𝐷cos,
оскiльки вiн вмiщує 𝐸2

cos:

𝐷cos =
1

2
+

1

2
exp(−2𝐷𝑥) cos 2𝐸𝑥 − 𝐸2

cos.
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Замiною 𝐸2
cos (16), отримаємо явну залежнiсть

𝐷cos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥):

𝐷cos =
1

2
+

1

2
exp(−2𝐷𝑥) cos 2𝐸𝑥 − exp(−𝐷𝑥) cos2 𝐸𝑥. (18)

Тобто це i буде правило “переносу похибок” для ℎ(𝑥) = cos𝑥.
Вираз (11) можна переписати у бiльш однорiдному виглядi:

𝐷cos =
1

2
[1− exp(−𝐷𝑥)][1− exp(−𝐷𝑥 ) cos 2𝐸𝑥], (19)

якщо врахувати спiввiдношення

cos2 𝐸𝑥 =
1

2
[1 + cos 2𝐸𝑥]. (20)

Слiд зауважити, що всi цi процедури (розкриття пiдiнте-
гральних виразiв у суму iнтегралiв, винос констант, тощо)
коректнi з погляду правил статистики [1].

3. Середнє 𝐸ℎ та дисперсiя 𝐷ℎ

для функцiї ℎ(𝑥) = arccos𝑥

Безпосереднiй шлях обчислення 𝐸(arccos𝑥) та 𝐷(arccos𝑥)

через табличнi iнтеграли – справа досить проблемати-
чна. Бажанi спiввiдношення можно отримати, розглядаючи
функцiю arccos𝑥, як зворотну до cos𝑥, використавши спiв-
вiдношення (10).

Дiйсно, рiвняння (10) дають нам явний зв’язок мiж 4-
ма iнтегралами 𝐸cos, 𝐷cos, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥. Грубо кажучи, мiж 4-
ма числами 𝐸cos, 𝐷cos, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥:

𝐸cos = 𝐸cos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷cos = 𝐷cos(𝐸𝑥, 𝐷𝑥). (21)

Якщо з рiвнянь (10) та (21) визначити функцiї 𝐸𝑥 =

= 𝐸𝑥(𝐸cos, 𝐷cos) i 𝐷𝑥 = 𝐷𝑥(𝐸cos, 𝐷cos), оберненi до фун-
кцiй (10) та (21), то вони також повиннi правильно описува-
ти математичнi зв’язки мiж iнтегралами 𝐸𝑥, 𝐷𝑥, 𝐸cos, 𝐷cos.

При цьому, якщо 𝐸cos та 𝐷cos будуть отриманi в якийсь
iнший спосiб (наприклад, вимiрянi) i будуть мати тi самi
числовi значення, що й обчисленi за (10), то вони знов-таки
задовольнять рiвнянням зв’язку 4-х iнтегралiв (10) тодi i
тiльки тодi, коли 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 матимуть тi самi значення, що
заданi в (10).

Iншими словами, якщо 𝑦 = cos𝑥 i, вiдповiдно, 𝑥 =

= arccos 𝑦, то спiввiдношення типу 𝐸𝑥 = 𝐸𝑥(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦) i
𝐷𝑥 = 𝐷𝑥(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦), оберненi рiвнянням (10) та (21), да-
дуть нам вiрнi значення iнтегральних виразiв математи-
чного очiкування 𝐸𝑥 i дисперсiї 𝐷𝑥, визначених згiдно з
(8) та (9) для функцiї випадкової величини 𝑦, яка зв’язана
зi змiнною 𝑥 сiнусовим законом 𝑦 = cos𝑥 або 𝑥 = arccos 𝑦.

Тобто, вирiшивши (10) вiдносно 𝑥, ми простим обчисле-
нням можемо отримувати значення 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 по значенням
𝐸𝑦 , 𝐷𝑦 , якi є середнiми для вимiрiв випадкової величини 𝑦,
яка пов’язана з 𝑥 спiввiдношенням 𝑥 = arccos 𝑦.

Вирiшимо (10) вiдносно 𝐸𝑦 , 𝐷𝑦 . Для цього перепишемо
їх, вiдповiдно, у виглядi:

𝐸𝑦 = exp

(︂
−
𝐷𝑥

2

)︂
cos𝐸𝑥, (22)

𝐷𝑦 =
1

2
[1− exp(−𝐷𝑥)][1− exp(−𝐷𝑥 ) cos 2𝐸𝑥]. (23)

Пам’ятаємо, що iнтеграли 𝐸𝑦 i 𝐷𝑦 пов’язанi з функцiєю
𝑦 = cos𝑥, а iнтеграли 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 з функцiєю 𝑥 = arccos 𝑦.
Вирiшимо цi рiвняння вiдносно iнтегралiв 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥, тобто
отримаємо рiвняння, зворотнi до (10) та (22) i (23).

З (20) маємо

cos 2𝐸𝑥 = 2 cos2 𝐸𝑥 − 1.

З (22) отримуємо рiвняння, оба члена якого позначимо як
f, тобто:

𝐸2
𝑦

cos2 𝐸𝑥
= exp(−𝐷𝑥) = 𝑓 ; 𝑍 =

1

cos2 𝐸𝑥
; 𝑓 = 𝑍 𝐸2

𝑦 . (24)

Тодi (23) можна записати як

2𝐷𝑦 = [1− exp(−𝐷𝑥)][1− exp(−𝐷𝑥)(2 cos
2 𝐸𝑥 − 1)] =

= [1− 𝑓 ][1− 𝑓 (2 cos2 𝐸𝑥 − 1)] =

= [1− 𝑓 ][1− 2𝑓 cos2 𝐸𝑥 + 𝑓 ] =

= 1− 𝑓 − 2𝑓 cos2 𝐸𝑥 + 2𝑓2 cos2 𝐸𝑥 + 𝑓 − 𝑓2 =

= 1− 𝑓2 + 2𝑓2 cos2 𝐸𝑥 − 2𝑓 cos2 𝐸2
𝑥.

Пiдставляючи позначення (24) в це рiвняння, маємо:

2𝐷𝑦 = 1− 𝑍2 𝐸4
𝑦 + 2𝑍2 𝐸4

𝑦

1

𝑍
− 2𝑍 𝐸2

𝑦

1

𝑍
=

= 1− 𝑍2 𝐸4
𝑦 + 2𝑍 𝐸4

𝑦 − 2𝐸2
𝑦 ;

2𝐷𝑦 − 1 + 𝑍2 𝐸4
𝑦 − 2𝑍 𝐸4

𝑦 + 2𝐸2
𝑦 = 0;

𝑍2 𝐸4
𝑦 − 2𝑍 𝐸4

𝑦 + 2𝐸2
𝑦 + 2𝐷𝑦 − 1 = 0;

𝑍2 − 2𝑍 +
[2𝐸2

𝑦 + 2𝐷𝑦 − 1]

𝐸4
𝑦

= 0.

Остаточно отримуємо рiвняння 2-го порядку:

𝑍2 − 2𝑍 +𝐵 = 0; 𝐵 = 𝐵(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦);

𝐵 =
[2𝐸2

𝑦 + 2𝐷𝑦 − 1]

𝐸4
𝑦

;
1

cos2 𝐸𝑥
= 𝑍 = 𝑍(𝐸𝑥).

(25)

Тривiальнi перетворення дають нам рiшення для (25):

(𝑍 − 1)2 = 1−𝐵; 𝑍 = 1±
√︀

(1−𝐵);

cos2 𝐸𝑥 =
1

𝑍
=

1

1±
√︀

(1−𝐵)
=

1

1±

√︃[︂
1−

(2𝐸2
𝑦+2𝐷𝑦−1)

𝐸4
𝑦

]︂ ;

cos2 𝐸𝑥 =
𝐸2

𝑦

𝐸2
𝑦 ±

√︁
(1− 𝐸2

𝑦)
2 − 2𝐷𝑦

. (26)

Оскiльки cos2 𝐸𝑥 6 1, то в (26) залишається тiльки знак
“+”. Остаточно для 𝐸𝑥 маємо

𝐸𝑥 = arccos
𝐸𝑦

±
√︁

𝐸2
𝑦 +

√︀
(1− 𝐸𝑦)2 − 2𝐷𝑦

. (27)

Знак “±” приписуємо для 𝐸𝑥, залежно вiд “здорового глу-
зду”, тобто вiд очiкуваного значення 𝐸𝑥.

Значення для 𝐷𝑥 знаходимо з (22) i з (26):

exp(𝐷𝑥) =
cos2 𝐸𝑥

𝐸2
𝑦

; 𝐷𝑥 = ln

(︃
cos2 𝐸𝑥

𝐸2
𝑦

)︃
;
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𝐷𝑥 = ln(
cos2 𝐸𝑥

𝐸2
𝑦

) = ln

⎛⎜⎝ 1

𝐸2
𝑦 +

√︁
(1− 𝐸2

𝑦)
2 − 2𝐷𝑦

⎞⎟⎠. (28)

Легко помiтити, що має бути 𝐷𝑥 > 0, тобто 𝐸2
𝑦+

+
√︁

(1− 𝐸2
𝑦)

2 − 2𝐷𝑦 6 1. I ця нерiвнiсть дiйсно завжди ви-
конується, оскiльки завжди 𝐸𝑦 6 1 i, як наслiдок, має ви-
конуватись ланцюжок нерiвностей:

[(1− 𝐸2
𝑦)

2 − 2𝐷𝑦 6 (1− 𝐸2
𝑦)

2] →

→
[︁√︁

(1− 𝐸2
𝑦)

2 − 2𝐷𝑦 6 1− 𝐸2
𝑦

]︁
→

→
[︁
𝐸2

𝑦 +
√︁

(1− 𝐸2
𝑦)

2 − 2𝐷𝑦 6 1
]︁
.

Пiдкореневий вираз у ( 27) має бути > 0, тобто (1−𝐸2
𝑦)

2 −
− 2𝐷𝑦 > 0. Це зрозумiло з таких мiркувань. Природа 𝐸𝑦 −
− cos(𝑥), тобто i 𝐸𝑦 6 1 i окремi вимiри 𝐸𝑖 6 1, тобто при
довiрчому iнтервалi

√
2𝜎 середнє вiдхилення 𝐸𝑦 +

√
2𝜎 має

бути 𝐸𝑦 +
√
2𝜎 6 1 i, вiдповiдно,

√
2𝜎 6 1 − 𝐸𝑦 6 1 − 𝐸2

𝑦 ;
2𝐷𝑦 6 (1− 𝐸2

𝑦)
2; остаточно (1− 𝐸2

𝑦)
2 − 2𝐷𝑦 > 0.

На останок перепишемо отриманi спiввiдношення (10),
(26) та (27) у бiльш зрозумiлому символiчному виглядi, де
𝑥 – позначена вимiрювана фiзична величина (аргумент), а
ℎ – вiдповiдна функцiя (cos𝑥; arccos𝑥):

𝐸ℎ = 𝐸cos=exp

(︂
−
𝐷𝑥

2

)︂
cos𝐸𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷cos=
1

2
[1− exp(−𝐷𝑥)][1− exp(−𝐷𝑥 ) cos 2𝐸𝑥];

(29)

𝐸ℎ = 𝐸arccos = arccos
𝐸𝑥

±
√︁

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

;

𝐷ℎ = 𝐷arccos = ln

(︃
1

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

)︃
.

(30)

Якщо зважити на формалiзацiю:

𝑥 ≈ 𝐸𝑥; 𝑘(Δ𝑥)2 ≈ 𝐷𝑥,

то отриманi спiввiдношення дають нам бажанi “правила пе-
реносу” середнiх та похибок для функцiй cos та arccos:

𝑋 → 𝐻; |Δ𝑋| → |Δ𝐻|.
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ПЕРЕНОС ПОГРЕШНОСТЕЙ
И СРЕДНИХ ИЗМЕРЕНИЙ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН
ДЛЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ cos(𝑥) И arccos(𝑥)

Р е з ю м е

Найдены новые точные “правила переноса погрешности и
среднего” одной измеряемой физической величины на дру-
гую, связанную с ней функциональной связью типа cos(𝑥)

или arccos(𝑥). Показано, что полученные соотношения иде-
ально работают при обработке набора данных реального
физического исследования. Это сопряжено с тем, что по
природе в них неявно уже заложена весовая схема Гаусса.
Аналитическая форма, в которой приведены упомянутые
правила (“аналитические правила переноса”), а также их
точный характер позволяет упростить и ускорить процеду-
ру обработки и анализа экспериментальных данных.

G.G.Rode

PROPAGATION OF MEASUREMENT ERRORS
AND MEASURED MEANS OF A PHYSICAL QUANTITY
FOR THE ELEMENTARY FUNCTIONS cos 𝑥 AND arccos 𝑥

S u m m a r y

New exact rules have been obtained for the propagation of

the error and the mean value for a measured physical quan-

tity onto another one with a functional relation of the cos 𝑥 or

arccos 𝑥 type between those quantities. The obtained formulas

are shown to provide an accurate result, if being applied to a

set of data obtained in a real experiment. This is a consequence

of the fact that the distribution of experimental data is inher-

ently based on the Gaussian weight scheme. An analytical form

used to present the mentioned rules (“analytical propagation

rules”) and the exact character of the latter allow the process-

ing and the analysis of experimental data to be simplified and

accelerated.
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