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ПОТЕНЦIАЛЬНЕ РОЗСIЮВАННЯ
ЕЛЕКТРОНА МОЛЕКУЛАМИ ФОСФОРУ P2 ТА P3УДК 537.533.9, 537.533.74

Теоретично вперше розглянуто потенцiальне розсiювання електрона молекулами фо-
сфору P2 та P3 в областi енергiй зiткнень 0,5—30 еВ. Дослiдження проведено у рамках
моделi незалежних атомiв з використанням дiйсного безпараметричного релятивiст-
ського оптичного потенцiалу взаємодiї електрона з атомами молекули. Для узгодже-
ного опису розсiювання електрона на атомах молекул потенцiали взаємодiї та атомнi
характеристики визначено у локальному наближеннi стацiонарної та нестацiонарної
теорiї функцiонала густини. Проведене порiвняння кутової поведiнки диференцiальних
та енергетичної поведiнки iнтегральних перерiзiв розсiювання електрона на молекулах
та на атомi фосфору показує їх подiбнiсть.
Ключ о в i с л о в а: модель незалежних атомiв, оптичний потенцiал, амплiтуда розсiю-
вання, парцiальний фазовий зсув, диференцiальний та iнтегральний перерiзи, оптична
теорема.

1. Вступ
Теоретичний розгляд потенцiального розсiюван-
ня електрона молекулою, як багатоатомною систе-
мою, значно складнiший, нiж опис даного процесу
на атомi. Але, такий опис є вкрай важливим з та-
ких точок зору, як фундаментальна — дослiджен-
ня взаємодiї з мiшенями рiзної форми та складної
структури, так i прикладна – для рiзноманiтних
застосувань у фiзицi i хiмiї газiв, поверхнi, твердо-
го тiла та плазми. Дуже важливим завданням є ви-
яснення точностi теоретичних наближень, що ви-
користовуються при дослiдженнях, для опису роз-
сiювання молекулярними системами при малих,
середнiх та великих енергiях зiткнень. За вiдсу-
тностi експериментальних даних з характеристик
розсiювання, результати розрахункiв у рiзних на-
ближеннях необхiдно порiвнювати з рiзними тео-
ретичними даними.

Такий опис, насамперед, здiйснюють у доста-
тньо простiй моделi незалежних атомiв (МНА або
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латиною IAM) [1–4]. При цьому амплiтуда розсi-
ювання електрона на молекулi зводиться до суми
амплiтуд розсiювання на атомах. У роботах [5, 6]
було зроблено покращання МНА, завдяки введен-
ню поправки на мiжатомне екранування (Screening
Correction Additivity Rule, IAM-SCAR). При цьому
в [5] цю поправку було розроблено для повних, а
в [6] для диференцiальних перерiзiв. В данiй ро-
ботi ми також використовуємо МНА [7–9] разом з
методом оптичного потенцiала (ОП) [10] взаємодiї
електрона з атомами молекули, який базується на
пiдходi [11, 12].

У бiльш складних пiдходах для знаходження
потенцiалiв взаємодiї електрона з молекулярною
мiшенню використовують методи теорiї електрон-
ного газу. Вперше використання для цього еле-
ктронної густини молекули-мiшенi було запропо-
новано та застосовано для розсiювання електро-
нiв на атомах та молекулах у [11, 12]. У роботi
[12] для врахування несферичностi кореляцiйно-
поляризацiйного потенцiалу взаємодiї електрона з
молекулою його було взято у виглядi двочленно-
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го розкладу по полiномах Лежандра. На великих
вiдстанях вiд мiшенi цi члени, з вiдповiдними по-
ляризовностями, є сферичний та несферичний по-
тенцiали (див. там посилання на стандартнi мето-
ди розрахункiв характеристик молекул).

Базуючись на цьому пiдходi було розвинуто ме-
тоди сферичних у [13, 14] та одноцентровиx [15]
молекулярних потенцiалiв взаємодiї. Так, у [13,14]
повну хвильову функцiю молекули та вiдповiдну
їй електронну густину знаходять методом Хартрi–
Фока. В роботi [15] для опису використовують
характеристики молекули, якi знаходять у зна-
чно складнiй процедурi – симетрично-адаптова-
ному одноцентровому розкладi повної багатоцен-
трової хвильової функцiї електронiв молекули-
мiшенi.

Детальне дослiдження характеристик розсiюва-
ння електронiв, позитронiв та фотонiв проводи-
ться у самому сучасному методi 𝑅-матрицi [16]. У
випадку розсiювання електрона на 𝑁 -електроннiй
молекулi, на малих вiдстанях вiд мiшенi, у вну-
трiшнiй областi, для врахування обмiнної та ко-
реляцiйної взаємодiй, хвильову функцiю (𝑁 + 1)-
електронного комплексу для заданої конфiгурацiї
мiжатомних вiдстаней знаходять за методами зв’я-
заних молекулярних станiв. Наприклад, викори-
стовуючи, у ролi базисних функцiй, орбiталi гау-
сiвського або слетерiвського типу. Цi орбiталi цен-
трують на ядрах та, надалi, їх об’єднують з непе-
рервними базисними функцiями.

Єдиною роботою, у якiй теоретично дослiджу-
валося 𝑒+ P2 розсiювання, є [17]. Там, для розра-
хунку у стат-обмiнному наближеннi перерiзiв пру-
жного розсiювання електрона на молекулах X2 та
XH3 (X = N, P, As, Sb) при енергiях зiткнень 10,
15, 20, 25 та 30 еВ було використано багатоканаль-
ний метод Швiнгера з псевдопотенцiалами. У цьо-
му наближеннi електрон взаємодiє з усiєю моле-
кулою, як i у методах робiт [12–15], але завдяки
тiльки статичному та обмiнному потенцiалам. Вве-
дення псевдопотенцiалу дозволяє замiнити реаль-
ний потенцiал, зобов’язаний сумарнiй дiї ядра та
електронiв остова в кожному атомi молекули. Для
валентних електронiв у [17] використовують ба-
гаточастинковi методи, наприклад метод Хартрi–
Фока. Бiльш детально цей пiдхiд описано у ко-
роткому оглядi [18] (також див. посилання там).
Отриманi нами результати з 𝑒 + P2 розсiювання
ми порiвнюємо з даними роботи [17].

2. Теоретичний метод

2.1. Характеристики розсiювання

Для вивчення поведiнки пружних диференцiаль-
них (ДП) та iнтегральних – пружного, передачi iм-
пульсу, в’язкостi – перерiзiв потенцiального розсi-
ювання електрона молекулами у МНА [1–4], нами
застосовується метод ОП [7–9] (див. також [10]). У
випадку розсiювання електронiв на 𝑁 -атомнiй мо-
лекулi в рамках МНА використовують амплiтуди
розсiювання [19, 20]:

𝐹 (𝜃,𝐸) =

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑓𝑚(𝜃,𝐸) exp(𝑖sr𝑚),

𝐺(𝜃,𝐸) =

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑔𝑚(𝜃,𝐸) exp(𝑖sr𝑚).

(1)

Тут s = k𝑖 − k𝑓 = 𝑘(n𝑖 − n𝑓 ) вектор переда-
чi iмпульсу; k𝑖 та k𝑓 початковий i кiнцевий iм-
пульси налiтаючого електрона; r𝑚 радiус-вектор
ядра 𝑚-го атома молекули (вiдносно центра мас);
𝜃 кут розсiювання; 𝐸 енергiя налiтаючого електро-
на, 𝐸 = 𝑘2/2; 𝑓𝑚 та 𝑔𝑚 прямi та спiн-повертаючi
(“spin-flip”) амплiтуди розсiювання електрона на
𝑚-му атомi молекули. Множники exp(𝑖𝑘n𝑖 · r𝑚) у
амплiтудах 𝐹 (𝜃,𝐸) та 𝐺(𝜃,𝐸) (1) враховують фа-
зовi зсуви хвилi, якi зумовленi зсувом початку вiд-
лiку вiдносно положення r𝑚 для 𝑚-го центра роз-
сiювання [1].

Диференцiальний перерiз пружного розсiюва-
ння електронiв на 𝑁 -атомнiй молекулi в рам-
ках МНА (наближення IAM), з використанням
усереднення по обертальним та коливним ступе-
ням вiльностi молекули, задається виразом (див.
[1, 2, 19, 20]) (використовуємо атомнi одиницi –
~ = 𝑒 = 𝑚𝑒 = 1):

𝑑𝜎IAM
el

𝑑Ω
= ⟨|𝐹 |2 + |𝐺|2⟩. (2)

Представлений через атомнi амплiтуди ДП (2)
буде мати вигляд

𝑑𝜎IAM
el

𝑑Ω
=

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑁∑︁
𝑛=1

[︀
𝑓𝑚(𝜃, 𝑘)𝑓*

𝑛(𝜃, 𝑘)+

+ 𝑔𝑚(𝜃, 𝑘)𝑔*𝑛(𝜃, 𝑘)
]︀
exp(−ℓ2𝑚𝑛𝑠

2/2)
sin(𝑠𝑟𝑛𝑚)

𝑠𝑟𝑛𝑚
. (3)
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Iнакше ДП (3) можна записати у виглядi двох
доданкiв: суми ДП розсiювання на кожному з ато-
мiв, це прямий доданок

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑑𝜎el,𝑚/𝑑Ω = 𝑑𝜎Ad
el /𝑑Ω

(згiдно з правилом сум, наближення Ad – “addi-
tivity rule”), та iнтерференцiйного, непрямого,
доданку:

𝑑𝜎IAM
el

𝑑Ω
=

𝑑𝜎Ad
el

𝑑Ω
+

𝑑𝜎Int
el

𝑑Ω
. (4)

Тут

𝑑𝜎Int
el

𝑑Ω
=

𝑁∑︁
𝑚,𝑛 ̸=𝑚

[︀
𝑓𝑚(𝜃, 𝑘)𝑓*

𝑛(𝜃, 𝑘)+

+ 𝑔𝑚(𝜃, 𝑘)𝑔*𝑛(𝜃, 𝑘)
]︀
exp(−ℓ2𝑚𝑛𝑠

2/2)
sin(𝑠𝑟𝑛𝑚)

𝑠𝑟𝑛𝑚
. (5)

У виразах (3) та (5) ℓ𝑚𝑛 та 𝑟𝑛𝑚 – амплiтуда ко-
ливання i вiдстань мiж 𝑛-м та 𝑚-м атомами в мо-
лекулi, а функцiя 𝑠(𝜃, 𝑘) = 2𝑘 sin(𝜃/2).

Для опису важливих ефектiв спiнової поляри-
зацiї при розсiюваннi електронiв молекулами ви-
користовуються параметри спiнової поляризации
𝑆(𝜃,𝐸), 𝑇 (𝜃,𝐸), 𝑈(𝜃,𝐸), якi пов’язанi з амплiту-
дами 𝐹 (𝜃,𝐸) та 𝐺(𝜃,𝐸) (див. [21, 22]). Так, напри-
клад, функцiя Шермана 𝑆(𝜃,𝐸), що описує поля-
ризацiю електронiв при розсiюваннi неполяризова-
ного пучка електронiв внаслiдок дiї спiн-орбiталь-
ної взаємодiї, має стандартний вигляд [21,22] з вра-
хуванням вказаного вище усереднення [19]:

𝑆(𝜃,𝐸) = 𝑖
⟨𝐹𝐺* − 𝐹 *𝐺⟩
⟨|𝐹 |2 + |𝐺|2⟩

=

= 𝑖

(︂∑︁
𝑚

[𝑓𝑚𝑔*𝑚 − 𝑓*
𝑚𝑔𝑚] +

∑︁
𝑚,𝑛 ̸=𝑚

[𝑓𝑚𝑔*𝑛 − 𝑓*
𝑛𝑔𝑚]×

× 𝑒−ℓ2𝑚𝑛𝑠
2/2 sin(𝑠𝑟𝑛𝑚)

𝑠𝑟𝑛𝑚

)︂
/(𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω). (6)

Енергетична i кутова поведiнка ДП та пара-
метрiв спiнової поляризации дуже чутлива до
якостi всiх наближень, що використовуються
для опису потенцiального розсiювання електронiв
молекулами.

Для розсiювання електрона на гомоядерних, у
нашому випадку на дво- та триатомних, молекулах

диференцiальнi перерiзи розсiювання (3) або (4) в
рамках МНА будуть мати значно простий вигляд
(також див. [20]):

𝑑𝜎IAM
el

𝑑Ω
= 2

𝑑𝜎el,A

𝑑Ω

[︂
1 + exp(−ℓ212𝑠

2/2)
sin(𝑠𝑟12)

𝑠𝑟12

]︂
, (7)

𝑑𝜎IAM
el

𝑑Ω
= 3

𝑑𝜎el,A

𝑑Ω

[︂
1 +

2

3

(︂
exp(−ℓ212𝑠

2/2)×

× sin(𝑠𝑟12)

𝑠𝑟12
+ exp(−ℓ213𝑠

2/2)
sin(𝑠𝑟13)

𝑠𝑟13
+

+ exp(−ℓ223𝑠
2/2)

sin(𝑠𝑟23)

𝑠𝑟23

)︂]︂
. (8)

Тут 𝑑𝜎el,A/𝑑Ω ДП розсiювання на одному з ато-
мiв такої молекули. Бачимо, що поведiнка та осо-
бливостi ДП 𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω розсiювання електрона на
такiй молекулi у МНА в цiлому будуть визначати-
ся саме кутовою та енергетичною залежностями i
всiма особливостями – мiнiмумами та максимума-
ми – ДП 𝑑𝜎el,A/𝑑Ω розсiювання електрона на окре-
мому атомi молекули.

У вказаних наближеннях IAM та Ad iнтеграль-
нi перерiзи пружного розсiювання зв’язанi мiж со-
бою. Їх можна обчислити прямим iнтегруванням
ДП по кутах розсiювання. Так, за ДП 𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω
отримуємо

𝜎IAM
el (𝐸) = 2𝜋

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 sin 𝜃
𝑑𝜎IAM

el (𝐸, 𝜃)

𝑑𝜃
=

= 𝜎Ad
el + 𝜎Int

el , (9)

де

𝜎Ad
el (𝐸) = 2𝜋

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 sin 𝜃
𝑑𝜎Ad

el (𝐸, 𝜃)

𝑑𝜃
, (10)

а iнтерференцiйний доданок дорiвнює

𝜎Int
el (𝐸) = 2𝜋

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 sin 𝜃
𝑑𝜎Int

el (𝐸, 𝜃)

𝑑𝜃
. (11)

Важливо зауважити, що iнтегральний перерiз
пружного розсiювання 𝜎Ad

el (𝐸) можна також ви-
значити за оптичною теоремою [1–3,23]. Для МНА
ця теорема збiгається з “additivity rule”, наближе-
ння Ad [2–6], тому з вигляду ДП (3)–(5), а також
використовуючи спiввiдношення

sin (𝑠𝑟𝑛𝑚)/𝑠𝑟𝑛𝑚 |𝜃→0 → 1,

sin (𝑠𝑟𝑛𝑚)/𝑠𝑟𝑛𝑚 |𝑟𝑛𝑚→0 → 1,
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маємо для цього перерiзу:

𝜎Ad
el (𝐸) =

4𝜋

𝑘

𝑁∑︁
𝑛=1

Im[𝑓𝑛(𝜃 = 0, 𝑘)] =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜎el,𝑛(𝐸). (12)

При розсiюваннi вперед “spin-flip” амплiтуда
(див. нижче) не дає внеску, внаслiдок власти-
востей приєднаних функцiй Лежандра 1-го роду
𝑃 1
ℓ (cos 𝜃): 𝑔𝑛(𝜃 = 0, 𝑘) = 0. З виразiв (7) та (8)

для ДП бачимо, що оптична теорема (12), приво-
дить до таких виразiв для iнтегральних перерiзiв:
𝜎Ad
el (𝐸) = 2𝜎el,A(𝐸) та 𝜎Ad

el (𝐸) = 3𝜎el,A(𝐸). Ана-
логiчно, за виразами (9) та (10), у наближеннях
IAM чи Ad, можна визначити iнтегральнi перерi-
зи передачi iмпульсу 𝜎IAM

mom(𝐸), 𝜎Ad
mom(𝐸), з ваговою

функцiєю (1−cos 𝜃) та в’язкостi 𝜎IAM
vis (𝐸), 𝜎Ad

vis (𝐸), –
з ваговою функцiєю sin2 𝜃. Зауважимо, що iнте-
гральнi перерiзи 𝑒 + P розсiювання, розрахованi
нами iнтегруванням ДП [9] по кутах та за опти-
чною теоремою збiгаються, що свiдчить про пра-
вильнiсть цих розрахункiв.

Пiдхiд МНА справедливий при умовах [1]:
𝑘(𝑟𝑛𝑚)min ≫ 1 – достатньо швидкий електрон
та (𝑟𝑛𝑚)min ≫ (𝑎)max – однократне розсiюван-
ня на атомах. Тут (𝑟𝑛𝑚)min мiнiмальна вiдстань
мiж атомами, (𝑎)max максимальний радiус взаємо-
дiї частинки з кожним атомом. Наприклад, для
(𝑟𝑛𝑚)min = 4𝑎0, що вiдповiдає мiжатомнiй вiдста-
нi ∼2,1 Å, та при 𝑘 = 1 а.о., що вiдповiдає енергiї
налiтаючого електрона ∼14 еВ, вже виконується
проста нерiвнiсть 𝑘(𝑟𝑛𝑚)min > 1. Тут 1 a.o. ≡ 𝑎0 =
= 5,2918 · 10−11 м — атомна одиниця довжини, бо-
рiвський радiус. Вiдзначимо, що при енергiї еле-
ктрона 1 еВ 𝑘(𝑟𝑛𝑚)min ∼ 1.

Ми вважаємо, що застосування достатньо хоро-
шого, суттєво квантово-механiчного, опису розсiю-
вання електрона у потенцiальному полi атомiв мо-
лекули дозволить також добре описати його розсi-
ювання у МНА в цiлому на всiй молекулi. На нашу
думку, такий опис розсiювання на молекулi буде
виконуватися навiть у випадках, коли справедли-
вою є проста нерiвнiсть – 𝑘(𝑟𝑛𝑚)min > 1. Вiдзначи-
мо також, що, наприклад, наближення IAM-SCAR
[5, 6] було запропоновано саме для використання
МНА при середнiх та навiть малих, менше 10 еВ,
енергiях зiткнень.

Амплiтуди розсiювання електрона на атомi мо-
жна знайти за дiйсними 𝛿±ℓ (𝐸) = 𝜀±ℓ (𝐸) (для
дiйсного ОП взаємодiї) [10] або комплексними

𝛿±ℓ (𝐸) = 𝜀±ℓ (𝐸) + 𝑖𝜉±ℓ (𝐸) (для комплексного ОП,
з врахуванням ефектiв поглинання) парцiальними
фазовими зсувами [22]. Так, формули для амплi-
туд розсiювання, що знаходимо через дiйснi парцi-
альнi фазовi зсуви 𝛿±ℓ (𝐸) = 𝜀±ℓ (𝐸), мають вигляд

𝑓𝑚(𝜃, 𝑘) =
1

2𝑖𝑘

∞∑︁
ℓ=1

{︀
(ℓ+ 1)

[︀
exp(2𝑖𝜀+ℓ )− 1

]︀
+

+ ℓ
[︀
exp(2𝑖𝜀−ℓ )− 1

]︀}︀
𝑃ℓ(cos 𝜃), (13)

𝑔𝑚(𝜃, 𝑘) =
1

2𝑖𝑘

∞∑︁
ℓ=1

[︀
exp(2𝑖𝜀−ℓ )− exp(2𝑖𝜀+ℓ )

]︀
×

×𝑃 1
ℓ (cos 𝜃), (14)

де 𝑃ℓ(cos 𝜃) – многочлени Лежандра.
Парцiальнi фазовi зсуви для початкових значень

орбiтального момента налiтаючого електрона ℓ <
< ℓmin, отримують при розв’язку дiйсних або ком-
плексних фазових рiвнянь (див. [10] та [22] та поси-
лання там), вiдповiдно з ОП 𝑉 ±

opt(𝑟, 𝐸) = 𝑉 ±(𝑟, 𝐸)

або 𝑉 ±
opt(𝑟, 𝐸) = 𝑉 ±(𝑟, 𝐸) + 𝑖𝑉 ±

A (𝑟, 𝐸) (тут 𝑉A по-
тенцiал поглинання). Асимптотичнi значення, для
ℓmax > ℓ > ℓmin, фазових зсувiв розраховують за
виразом [23]:

tan 𝛿asℓ = 𝜋𝛼𝑑(0)𝑘
2/[(2ℓ+ 3)(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)]. (15)

Тут 𝛼𝑑(0) – дипольна статична поляризовнiсть вiд-
повiдного атома молекули.

Важливо зауважити, що наявнiсть опублiкова-
них у науковiй лiтературi даних з розрахованих
парцiальних фазових зсувiв розсiювання частинок
на рiзних атомах дозволяє їх широке використання
для розрахункiв у МНА характеристик розсiюва-
ння рiзноманiтними молекулами, що складаються
з цих атомiв.

2.2. Оптичний потенцiал

Ми використовуємо дiйсну частину ОП, яка є не-
залежною вiд пiдгоночних (довiльних) або емпiри-
чних параметрiв (RSEP LA наближення) [10] (та-
кож див. [9]):

𝑉 ±(𝑟, 𝐸) = 𝑉S(𝑟) + 𝑉e(𝑟, 𝐸) + 𝑉P(𝑟)+

+𝑉R(𝑟, 𝐸) + 𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸). (16)

Тут знаки “±” у потенцiалi спiн-орбiтальної вза-
ємодiї вiдповiдають повному кутовому моменту
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налiтаючого електрона 𝑗 = ℓ ± 1/2. Потенцiаль-
нi складовi ОП – 𝑉S, 𝑉e, 𝑉P, 𝑉R, 𝑉

±
so це такi потен-

цiали: статичний; обмiнний; поляризацiйний; ска-
лярно-релятивiстський; спiн-орбiтальної взаємодiї.
Цi складовi в цiлому визначаються повною та спi-
новими електронними густинами атомiв молекули.
Електроннi густини можна розрахувати у набли-
женнях рiзних теорiй: Томаса–Фермi, Хартрi–Фо-
ка, теорiї функцiонала густини (ТФГ). Також для
цих величин можна використати аналiтичнi вира-
зи з параметрами, що дуже зручно у розрахунках
(див., наприклад, [24]). Величини параметрiв для
електронних густин, що були розрахованi у набли-
женнi Хартрi–Фока для атомiв вiд водню до кри-
птона (𝑍 = 1–36) наведено у [24]. У наближеннi ло-
кальної спiнової густини ТФГ для атома фосфору
такi параметри дано в [10], а у наближеннi локаль-
ної густини для ртутi – у [25]. Зауважимо, що у
пiдходах [11–15] потенцiальнi складовi ОП визна-
чаються електронною густиною молекули.

Обмiнний та поляризацiйний потенцiали вико-
ристовують у локальних спiн-неполяризованому
(iнакше локальному) або спiн-поляризованому
(див. [7, 26]) (локальному спiновому) наближен-
нях (вiльного) неоднорiдного електронного газу.
У першому з цих наближень обмiнний потенцi-
ал 𝑉e(𝑟, 𝐸) може бути нерелятивiстським 𝑉 N

e (𝑟, 𝐸)
[10] або, для важких атомiв, з релятивiстськи-
ми поправками 𝑉 R

e (𝑟, 𝐸). Для поляризацiйного по-
тенцiалу 𝑉 SR

P на малих вiдстанях вiд атома мо-
лекули використовується безпараметричний вираз
потенцiалу кореляцiйно-поляризацiйної взаємодiї
електронiв (див. [9, 10]). На великих (асимптоти-
чних) вiдстанях поляризацiйний потенцiал має ви-
гляд 𝑉 LR

P (𝑟) = −𝛼𝑑(0)/2𝑟
4. 𝑉 SR

P (𝑟) та 𝑉 LR
P (𝑟) пере-

тинаються у певнiй точцi 𝑟𝑐. Для розрахунку поля-
ризовностi 𝛼𝑑(0) атомiв використовується локаль-
не наближення часозалежної теорiї функцiонала
густини.

Ефекти поглинання впливають на характери-
стики розсiювання починаючи з енергiй зiткнень
𝐸 > Δ, де Δ – енергiя 1-го непружного порога 𝑛-
го атома. У випадку атома фосфору їх треба вра-
ховувати починаючи з енергiї Δ = 6,9667 еВ [27],
яка дорiвнює середнiй енергiї терма 4P конфiгу-
рацiї 3𝑝24𝑠, що дипольно збуджується з основного
стану 3𝑝3 4S атома фосфору (енергiя iонiзацiї ато-
ма становить 10,4868 еВ [27]). У методi оптично-
го потенцiалу цi ефекти враховують за допомогою

неемпiричних 𝑉A(𝑟, 𝐸) = 𝑉af(𝑟, 𝐸) (типу Сташев-
ської [28]) або емпiричних 𝑉A(𝑟, 𝐸) = 𝑉aMc(𝑟, 𝐸)
(типу МакКартi [29]) потенцiалiв поглинання (та-
кож див. [26]). Взагалi можна стверджувати, що
врахування поглинання призведе до деякого змен-
шення величини пружного диференцiального пе-
рерiзу та, як наслiдок, iнтегральних, пружного, пе-
редачи iмпульсу та в’язкостi.

Зауважимо, що у пiдходах сферичних [13, 14]
та одноцентровиx [15] потенцiалiв ефекти погли-
нання враховують бiльш послiдовно, як поглина-
ння всiєю молекулою, яке визначається збуджен-
ням її спектрiв — електронного, коливного, обер-
тального.

Таким чином, характеристики розсiювання мо-
жуть бути розрахованi у рiзних наближеннях опи-
су взаємодiї електрона з атомом молекули, як
без, так i з врахуванням ефектiв поглинання. На-
приклад, у спiн-неполяризованому [25]; у спiн-
поляризованому [26]; у повнiстю релятивiстсько-
му – з 𝑉 R

e (𝑟, 𝐸), 𝑉R(𝑟, 𝐸) та 𝑉 ±
so (𝑟, 𝐸); у напiвреля-

тивiстському, або, iнакше, у частково релятивiст-
ському – тiльки з 𝑉R(𝑟, 𝐸) або тiльки з 𝑉 ±

so (𝑟, 𝐸).

2.3. Структурнi розрахунки
молекул 𝑃2, 𝑃3 та 𝑃4

Структурнi характеристики молекул P2, P3 та P4

розрахованi теоретичними методами комп’ютерної
програми GAMESS [30]. Для визначення початко-
вої матрицi електронної густини в усiх випадках
були виконанi самоузгодженi iтерацiйнi розрахун-
ки необмеженим методом Хартрi–Фока. Для вра-
хування кореляцiйної взаємодiї електронiв подаль-
шi обчислення були проведенi методом зв’язаного
кластера з одиночним i подвiйним збудженням, з
потрiйною корекцiєю (CCSD(T)). При цьому було
застосовано розширений гаусовий базисний набiр
“потрiйне-𝜁” з додатковими функцiями для враху-
вання поляризацiйної та кореляцiйної взаємодiї.

Рiвноважна структура молекул P2 та P3 бу-
ла отримана в результатi геометричної оптимi-
зацiї за алгоритмом квадратичного наближення.
Отриманi нами рiвноважнi вiдстанi мiж атомами
у CCSD(T) розрахунку є такими (у 𝑎0): у випадку
молекули P2 – 𝑟12 = 3,610 (порiвняй з 𝑟12 = 3,579
[27] та 𝑟12 = 3,578 (для iзотопа 31P2) [31]); у ви-
падку молекули P3 – 𝑟12 = 3,7403, 𝑟13 = 3,7148,
𝑟23 = 7,4552. Зауважимо, що у роботi [17] не при-
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ведено даних про розраховану мiжатомну вiдстань
у молекулi P2.

Додатково вкажемо тут, що у випадку молеку-
ли P4 геометрична структура стає просторовою та
характеризується такими мiжатомними вiдстаня-
ми (у 𝑎0): 𝑟12 = 4,1094, 𝑟13 = 4,1094, 𝑟14 = 4,5494,
𝑟23 = 6,4074, 𝑟24 = 4,1094, 𝑟34 = 4,1094.

3. Обговорення результатiв

Дiйсний ОП (16), знайдений у наближеннi локаль-
ної спiнової густини ТФГ було застосовано у [10]
для опису потенцiального розсiювання електрона
на атомi P. Амплiтуди 𝑒+P розсiювання, знайденi
в [10] у наближеннi локальної густини ТФГ – RSEP
LA наближення – нами було застосовано до розсi-
ювання електрона молекулами P𝑛 (𝑛 = 2, 3) фо-
сфору (див. також попереднi повiдомлення [7–9]).
При цьому нехтуємо амплiтудами коливань ℓ𝑚𝑛

мiж 𝑛-м та 𝑚-м атомами в молекулi, тобто вва-
жаємо, що вони дорiвнюють нулевi.

3.1. Диференцiальнi перерiзи розсiювання

На рис. 1 представленi розрахованi у RSEP LA-
наближеннi кутовi залежностi ДП пружного роз-
сiювання електрона на атомi [10] та ДП 𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω
i 𝑑𝜎Ad

el /𝑑Ω розсiювання електрона на вказаних мо-
лекулах фосфору для восьми значень енергiй зi-
ткнень: 0,5, 1, 5, 10, 15, 20, 25 та 30 еВ (див. також
[8]). Перерiзи при вiдповiдних енергiях ми порiв-
нюємо з результатами розрахункiв у [17]. Бачимо,
що як i очiкувалося, отриманi нами ДП розсiюва-
ння на молекулах фосфору, згiдно з виразами (7)
та (8), дуже подiбнi структурно перерiзам розсiю-
вання на атомi та бiльшi їх за величиною, у вiдпо-
вiдностi з кiлькiстю атомiв у молекулi.

При малих енергiях 0,5 i 1 еВ ДП 𝑑𝜎Ad
el /𝑑Ω про-

ходять мiж атомним та 𝑑𝜎IAM
el /𝑑Ω (для 𝑒+P2) ДП в

усьому iнтервалi кутiв. З ростом енергiї зiткнення,
навiть при 5 еВ, починаючи з великих кутiв до се-
реднiх та малих, ДП 𝑑𝜎Ad

el /𝑑Ω для розсiювання на
P2 та P3 зростають, наближаючись до 𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω.
Але навiть при 30 еВ у iнтервалi кутiв 0–∼30∘

ДП 𝑑𝜎IAM
el /𝑑Ω залишаються бiльшими за 𝑑𝜎Ad

el /𝑑Ω.
Тобто iнтерференцiйнi члени (сума у (4)) є визна-
чальними для розсiювання на малi кути. З рис. 1, d
бачимо, що при енергiї 10 еВ ДП з [17] у iнтервалi
кутiв (60∘, 140∘) характеризується майже сталою
величиною, рiвною приблизно 1,4 · 10−20 м2/стер.

Розрахованi нами ДП при цих кутах мають згла-
джений мiнiмум: 0,42 ·10−20 м2/стер при 112∘. При
малих (<60∘) та великих (>150∘ ) кутах ДП з [17]
при всiх енергiях зiткнення близькi до наших ДП
розсiювання на атомi P. При зростаннi енергiї еле-
ктрона кутова поведiнка ДП з [17] стає бiльш стру-
ктурованою – вони мiстять 2 сгладженi мiнiмуми
та один максимум. У мiнiмумах ДП [17] значно
перевищують нашi значення. Цi особливостi дося-
гають своєї найбiльшої виразностi при 30 еВ, коли
при середнiх кутах (75∘ < 𝜃 < 130∘), у областi ма-
ксимума, данi з [17] знаходяться мiж нашими ДП
для розсiювання на атомi P та молекулах P2. За-
ниженi величини теоретичних ДП [17], отриманi
там у стат-обмiнному наближеннi, на нашу думку,
це наслiдок вiдсутностi у розрахунках поляриза-
цiйної взаємодiї електрона з молекулою P2. Може
саме це є причиною, чому найменшою енергiєю зi-
ткнень в цiй роботi взято достатньо велику енер-
гiю 10 еВ. З iншого боку, може саме використання
в [17] молекулярної електронної густини зумовлює
дещо меншу по величинi взаємодiю налiтаючого
електрона з молекулою, якiй вiдповiдає саме така
кутова поведiнка їх ДП.

3.2. Iнтегральнi перерiзи розсiювання

На рис. 2–4 наведено енергетичну поведiнку роз-
рахованих нами iнтегральних перерiзiв пружного
розсiювання електрона на атомi [10] та на вказаних
молекулах фосфору: пружних 𝜎IAM

el (𝐸) та 𝜎Ad
el (𝐸)

(також див. [8]), передачi iмпульсу 𝜎IAM
mom(𝐸) та

𝜎Ad
mom(𝐸), в’язкостi 𝜎IAM

vis (𝐸) та 𝜎Ad
vis (𝐸). Як бачимо,

якiсна поведiнка всiх цих перерiзiв подiбна. Пове-
дiнка перерiзiв розсiювання на молекулах у всiх
наближеннях теж структурно подiбна – мiнiмум,
максимум та хiд з ростом енергiї. З ростом енергiї
зiткнень перерiзи спадають, наближаючись зверху
до перерiзу 𝑒+ P розсiювання.

З рис. 2 та 3 бачимо, що величини iнтеграль-
них пружного та передачi iмпульсу перерiзiв 𝑒+P2

розсiювання з [17] трохи перевищують вiдповiднi
перерiзи 𝑒+P розсiювання [10]. Це наслiдок зани-
жених значень ДП у [17] – на порядок величини
при малих кутах та у декiлька разiв при великих
кутах, що призводить до того, що iнтегральнi пе-
рерiзи з цiєї роботи достатньо малi. З рис. 2 також
бачимо, що перерiз 𝜎IAM

el (𝐸) достатньо сильно пе-
ревищує 𝜎Ad

el (𝐸) у максимумi при 10 еВ – у ∼1,4
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Рис. 1. Кутова залежнiсть диференцiальних перерiзiв (в одиницях 10−20 м2· стер−1) пружного розсiювання електрона
на атомi та молекулах фосфору при енергiях зiткнень 0,5 (a), 1 (b), 5 (c), 10 (d), 15 (e), 20 (f ), 25 (g) та 30 (h) еВ.
Теорiя RSEP-LA: суцiльнi лiнiї: 𝑑𝜎el/𝑑Ω для 𝑒 + P розсiювання (крива 1 ) [10]; 𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω для 𝑒 + P2 розсiювання (крива
2 ); 𝑑𝜎IAM

el /𝑑Ω для 𝑒 + P3 розсiювання (крива 3 ); штрихова лiнiя з точкою – 𝑑𝜎Ad
el /𝑑Ω для 𝑒 + P2 розсiювання; штрихова

лiнiя з 2 точками – 𝑑𝜎Ad
el /𝑑Ω для 𝑒+P3 розсiювання. Коротко-штрихова лiнiя – 𝑑𝜎el/𝑑Ω для 𝑒+P2, багатоканальний метод

Швiнгера у стат-обмiнному наближеннi [17]
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Рис. 2. Енергетична залежнiсть iнтегральних пружних пе-
рерiзiв 𝜎IAM

el (𝐸) та 𝜎Ad
el (𝐸) (в одиницях 10−20 м2) при роз-

сiюваннi електрона на атомi та молекулах фосфору. Теорiя
RSEP-LA: крива 1 [10] – 𝑒+P розсiювання; крива 2 (IAM-
наближення), крива 3 (Ad-наближення) – 𝑒+P2 розсiюван-
ня; крива 4 (IAM-наближення), крива 5 (Ad-наближення) –
𝑒 + P3 розсiювання. Багатоканальний метод Швiнгера у
стат-обмiнному наближеннi [17], крива 6 – 𝑒 + P2 роз-
сiювання
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Рис. 3. Енергетична залежнiсть iнтегральних перерiзiв
передачi iмпульсу 𝑑𝜎IAM

mom(𝐸) та 𝑑𝜎Ad
mom(𝐸) (в одиницях

10−20 м2) при розсiюваннi електрона на атомi та молекулах
фосфору. Теорiя RSEP-LA: крива 1 [10] – 𝑒+ P розсiюван-
ня; крива 2 (IAM-наближення), крива 3 (Ad-наближення) –
𝑒 + P2 розсiювання; крива 4 (IAM-наближення), крива 5
(Ad-наближення) – 𝑒 + P3 розсiювання. Багатоканальний
метод Швiнгера у стат-обмiнному наближеннi [17], крива
6 – 𝑒+ P2 розсiювання
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Рис. 4. Енергетична залежнiсть iнтегральних перерiзiв
в’язкостi 𝜎IAM

vis (𝐸) та 𝜎Ad
vis (𝐸) (в одиницях 10−20 м2) при

розсiюваннi електрона на атомi та молекулах фосфору. Те-
орiя RSEP-LA: крива 1 [10] – 𝑒 + P розсiювання; крива
2 (IAM-наближення), крива 3 (Ad-наближення) – 𝑒 + P2

розсiювання; крива 4 (IAM-наближення), крива 5 (Ad-
наближення) – 𝑒+ P3 розсiювання

раза для 𝑒 + P2 та у ∼1,8 раза для 𝑒 + P3 розсiю-
вання. Тобто роль iнтерференцiйного (непрямого)
доданка 𝑑𝜎Int

el (𝐸) (11) у (9) (також див. (4), (5))
достатньо велика.

На рис. 3 показано, що при кожнiй енергiї зi-
ткнення розрахованi нами перерiзи 𝜎IAM

mom(𝐸) та
𝜎Ad
mom(𝐸), вiдповiдно до розсiювання на обох мо-

лекулах, достатньо близькi один до одного. Тобто,
внесок у ДП у виразi (5) вiд суми

𝑁∑︁
𝑚,�̸�=𝑚

[𝑓𝑚(𝜃, 𝑘)𝑓*
𝑛(𝜃, 𝑘) + 𝑔𝑚(𝜃, 𝑘)𝑔*𝑛(𝜃, 𝑘)]×

× exp(−ℓ2𝑚𝑛𝑠
2/2)

sin(𝑠𝑟𝑛𝑚)

𝑠𝑟𝑛𝑚

добуткiв амплiтуд розсiювання на рiзних ато-
мах (або вiд доданкiв, що мiстять множники
sin(𝑠𝑟𝑛𝑚)/𝑠𝑟𝑛𝑚 у виразах (7) та (8) у випадку одна-
кових атомiв) є малим та спадає з ростом енергiї.
Зауважимо, що пiдiнтегральний вираз у (11) для
розрахунку цього перерiзу буде мiстити функцiю

(1− cos 𝜃)/𝑠(𝜃, 𝑘) = sin(𝜃/2)/𝑘,

яка дає суттєвий внесок тiльки при середнiх та ве-
ликих кутах розсiювання. Вiдзначимо, що у роботi
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[2] чисельно показано, що з ростом енергiї зiткне-
ння (для енергiй починаючи з 100 еВ) для пере-
рiзiв передачи iмпульсу також справедливою стає
рiвнiсть 𝜎IAM

mom(𝐸) ≈ 𝜎Ad
mom(𝐸). Зближення перерiзiв

𝜎IAM
mom(𝐸) та 𝜎Ad

mom(𝐸) з ростом енергiй також видно
з рис. 3.

З рис. 4 бачимо, що з ростом енергiї зiткнен-
ня розрахованi нами перерiзи 𝜎IAM

vis (𝐸) та 𝜎Ad
vis (𝐸),

вiдповiдно до розсiювання на обох молекулах, теж
стають достатньо близькими. Пiдiнтегральний ви-
раз у (11) для розрахунку цього перерiзу мiстить
функцiю

sin2 𝜃/𝑠(𝜃, 𝑘) = 2 sin(𝜃/2) cos2(𝜃/2)/𝑘,

яка дає суттєвий внесок тiльки при середнiх кутах
розсiювання.

4. Висновки

У цiлому можна вважати, що застосований опис
потенцiального розсiювання електрона молекулою
у рамках моделi незалежних атомiв з використа-
нням метода безпараметричного дiйсного опти-
чного потенцiала взаємодiї електрона з атомами
молекули є достатньо задовiльним та може бути
плiдним.

Врахування у подальшому ефектiв поглинання
атомами має у бiльшiй мiрi вплинути на величи-
ну та у меншiй мiрi на кутову та енергетичну по-
ведiнку характеристик розсiювання молекулами.
Суттєвим може також бути впровадження вiдомих
поправок на мiжатомне екранування, IAM-SCAR,
при розсiюваннi.

Нагально важливим при цьому залишається пи-
тання про вiдповiднiсть розрахованих у представ-
лених наближеннях характеристик розсiювання
наявним експериментальним даним при малих та
середнiх енергiях зiткнень. Найважливiшим також
є такий подальший розвиток опису потенцiального
розсiювання, у якому треба використовувати стру-
ктурнi характеристики молекулярної мiшенi.

Один з авторiв, Ш.Ш. Демеш, вдячний Мiжна-
родному Вишеградському Фонду за часткову пiд-
тримку наукової роботи (договiр № 51501167).
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ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ РАССЕЯНИЕ
ЭЛЕКТРОНА МОЛЕКУЛАМИ ФОСФОРА P2 И P3

Р е з ю м е

Теоретически впервые рассмотрено потенциальное рассе-
яние электрона молекулами фосфора P2 и P3 в области
энергии столкновения 0,5–30 эВ. Исследование проведено
в рамках модели независимых атомов с использованием ве-
щественного безпараметрического релятивистского оптиче-
ского потенциала взаимодействия электрона с атомами мо-
лекулы. Для согласованного описания рассеяния электрона
на атомах молекул потенциалы взаимодействия и атомные
характеристики определены в локальном приближении ста-
ционарной и нестационарной теории функционала плотно-
сти с учетом релятивистских эффектов. Проведенное срав-
нение углового поведения дифференциальных и энергети-

ческого поведения интегральных сечений рассеяния эле-
ктрона на молекулах и на атоме фосфора показывает их
подобие.

Sh.Sh.Demesh, V.I. Kelemen, E.Yu.Remeta

POTENTIAL ELECTRON SCATTERING
BY P2 AND P3 PHOSPHORUS MOLECULES

S u m m a r y

Potential electron scattering by P2 and P3 phosphorus

molecules at scattering energies of 0.5–30 eV has been stud-

ied theoretically for the first time. The research is carried out

in the framework of the independent-atom model and using a

real parameter-free relativistic optical potential for the elec-

tron interaction with atoms in the molecule. For the consis-

tent description of the electron scattering by the atoms in the

molecule, the potential parameters and the atomic character-

istics are calculated in the local approximation of the station-

ary and time-dependent variants of the density functional the-

ory. The comparison of the angular behavior of the differential

cross-sections and the energy dependences of the integral ones

in the cases of electron scattering by phosphorus molecules and

phosphorus atoms testifies to their similarity.
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