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НАДКРИТИЧНА НЕСТАБIЛЬНIСТЬ
ДIРАКIВСЬКИХ ЕЛЕКТРОНIВ У ПОЛI
ДВОХ ПРОТИЛЕЖНО ЗАРЯДЖЕНИХ ЯДЕРУДК 539.1.01

У роботi дослiджено рiвняння Дiрака для електрона в потенцiалi скiнченного електри-
чного диполя за допомогою технiки лiнiйних комбiнацiй атомних орбiталей (ЛКАО).
Кулонiвський потенцiал ядер, що утворюють диполь, регуляризований шляхом враху-
вання їх скiнченних розмiрiв. Показано, що при перевищеннi деякого критичного зна-
чення дипольного моменту спостерiгається новий тип надкритичної нестабiльностi:
хвильова функцiя найвищого заповненого електронного рiвня змiнює свою локалiзацiю
з вiд’ємно зарядженого ядра на додатно заряджене, що можна проiнтерпретувати як
спонтанне народження з вакууму пари електрона i позитрона, кожен iз яких знаходи-
ться у зв’язаному станi з вiдповiдним ядром i частково його екранує.
К люч о в i с л о в а: надкритична нестабiльнiсть, змiна локалiзацiї хвильової функцiї,
критичний дипольний момент, метод ЛКАО.

1. Вступ

Однiєю з перших перевiрок, яку проходило ко-
жне новостворене хвильове рiвняння, завжди був
спектр воднеподiбного атома. Не стало винятком
i рiвняння Дiрака, написане ним у 1928 роцi [1].
Того ж таки року Дарвiн i Гордон [2, 3] отрима-
ли рiвнi енергiї для одноелектронного атома, ядро
якого несе заряд 𝑍𝑒:

𝐸 = 𝑚𝑐2

[︃
1 +

(𝑍𝛼)2

(
√︀
(𝑗 + 1/2)2 − (𝑍𝛼)2 + 𝑛𝑟)2

]︃−1/2

,

(1)

де 𝑗 – квантове число повного кутового моменту,
𝑛𝑟 – радiальне квантове число. Для основного ста-
ну 𝑗 = 1/2, 𝑛𝑟 = 0, тому 𝐸0 = 𝑚𝑐2

√︀
1− (𝑍𝛼)2.

Очевидно, що для надвеликих зарядiв ядер 𝑍 >
> 1

𝛼 ≈ 137 енергiя основного стану стає уявною.
Це явище назвали “падiнням на центр”.

c○ О.О. СОБОЛЬ, 2016

I.Я. Померанчук та Я.А. Смородинський в 1945
роцi показали [4], що причиною падiння на центр
є сингулярнiсть точного потенцiалу Кулона в по-
чатку координат. Розв’язок релятивiстської задачi
Кеплера з урахуванням скiнченних розмiрiв атом-
ного ядра показав, що при 𝑍 = 137 нiяких особли-
востей немає, основний рiвень енергiї монотонно
спадає, перетинає нуль, а при перевищеннi так зва-
ного критичного значення заряду ядра 𝑍cr ≈ 170
занурюється в нижнiй континуум i в системi ви-
никає нестабiльнiсть по вiдношенню до народжен-
ня електрон-позитронних пар [5, 6]. Електрони за-
повнюють 𝐾-оболонку, частково екрануючи заряд
ядра, а вiльнi позитрони летять на нескiнченнiсть.
Однак ядер з таким зарядом не iснує, тому ефект
так i не був спостережений.

Згодом виникла iдея про лобовi (або майже ло-
бовi) зiткнення ядер важких атомiв, наприклад,
урану [5, 7–9]. У цьому випадку їх сумарний за-
ряд перевищує критичний i iснує така вiдстань мiж
ядрами, за якої вiдбувається занурення найнижчо-
го зв’язаного стану в нижнiй континуум. Ця вiд-
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стань також називається критичною. На жаль, у
релятивiстськiй задачi двох центрiв змiннi не роз-
дiляються в жоднiй системi координат, а тому по-
будувати аналiтичний розв’язок не вдається [5, 6].
Проте, були проведенi розрахунки за допомогою
наближених методiв квантової механiки, зокрема
варiацiйного [10], i було отримано залежностi кри-
тичної вiдстанi мiж ядрами вiд повного заряду
системи.

Iнтерес до проблеми надкритичної нестабiльно-
стi значно зрiс пiсля екcпериментального вiдкрит-
тя графену в 2004 роцi [11]. Адже низькоенергети-
чнi електроннi збудження у цьому двовимiрному
кристалi мають ультрарелятивiстський закон дис-
персiї (дiракiвський конус) i описуються (2+ 1)-
вимiрним безмасовим рiвнянням Дiрака [12–14].
Низкою експериментальних методик можна ство-
рити масову щiлину в спектрi графену [13, 15, 16],
тому маємо (2 + 1)-вимiрний аналог квантової еле-
ктродинамiки. Роль швидкостi свiтла тут вiдiграє
швидкiсть Фермi 𝑣F ≈ 𝑐

300 , а тому константа зв’яз-
ку (аналог сталої тонкої структури) є значно бiль-
шою �̃� = 𝑒2

~𝑣F
≈ 300

137 ≈ 2,2. Хоча це значення ефе-
ктивно зменшується за рахунок дiелектричної про-
никностi пiдкладки, на якiй лежить графен, кри-
тичний заряд домiшки, який спричиняє надкри-
тичну нестабiльнiсть, є порiвнянний з одиницею
[17]. Нещодавно було експериментально спостере-
жено явище надкритичної нестабiльностi в класте-
рах заряджених димерiв 𝐶𝑎 [18]. У роботах [19, 20]
дослiджено надкритичний колапс у найпростiшо-
му кластерi з двох однакових домiшок, обчислено
залежнiсть критичної вiдстанi мiж ними вiд їх за-
ряду та масової щiлини. Було показано, що у ви-
падку безщiлинного графену нестабiльнiсть вини-
кає при перевищеннi сумарним зарядом домiшок
критичного значення незалежно вiд вiдстанi мiж
ними.

У роботi [21] розглянуто задачу про двi рiзно-
йменнi домiшки у графенi зi щiлиною. Обмежу-
ючись випадком точкового диполя, автори дослi-
джують особливостi дискретного спектра електро-
на поблизу континуумiв, виявляючи експоненцiйне
згущення рiвнiв, схоже на єфимiвський скейлiнг.
Але вони роблять висновок, що надкритичної не-
стабiльностi у цiй системi не може бути. Ця задача
знову розглядається в статтях [22,23], де у випадку
скiнченного диполя автори показують, що надкри-
тична нестабiльнiсть тут є, але має новий прояв:

у явищi мiграцiї хвильової функцiї найвищого за-
повненого електронного стану, що iнтерпретується
як народження iз вакууму пари електрона i дiрки,
кожен iз яких зв’язаний з вiдповiдною домiшкою,
екрануючи її заряд. Це дослiдження дало моти-
вацiю для розгляду аналогiчної задачi в (3 +1)-
вимiрнiй КЕД, який проводиться в цiй роботi.

Нерелятивiстська задача з рiвнянням Шредiнге-
ра неодноразово розглядалася в лiтературi [24–27].
Виявляється, що у тривимiрному просторi iснує
таке критичне значення дипольного моменту, ниж-
че вiд якого в системi не може iснувати зв’язаних
станiв:

𝐷cr = 0,6393 𝑒𝑎0, (2)

де 𝑎0 = ~2

𝑚𝑒2 = 0,529 Å – борiвський радiус. У ро-
ботi [27] також показано, що в 1 та 2 просторових
вимiрах вiдповiднi критичнi значення дипольного
моменту рiвнi нулю, тобто як завгодно малий ди-
польний момент породжує зв’язанi стани.

Релятивiстська задача з рiвнянням Дiрака для
електрона в дипольному потенцiалi ранiше розгля-
далася в роботi [28]. Автори дослiджували поведiн-
ку енергiї в областi поблизу континуумiв та вiд-
повiднi хвильовi функцiї методом зшивання асим-
птотик. Квадроване рiвняння Дiрака на великих
вiдстанях вiд диполя зводиться до вигляду рiвня-
ння Шредiнгера i допускає асимптотичне роздiле-
ння змiнних, що дозволяє встановити критичний
дипольний момент, який наближено збiгається iз
нерелятивiстським значенням (2).

Задача з електричним диполем, очевидно, має
зарядову симетрiю, i ця симетрiя вiдiграє провiд-
ну роль, призводячи до симетричного розмiщен-
ня енергетичних рiвнiв вiдносно нуля. Ця симетрiя
призводить до того, що електронний i симетри-
чний йому позитронний стани можуть перетнутися
лише при 𝐸 = 0. Але такий перетин є неможли-
вим, оскiльки цi стани мають однаковi квантовi
числа, тому дiє теорема про неперетинання рiвнiв
Вiгнера-фон Неймана [29]. Ця обставина зумовлює
наявнiсть характерних “перетяжок” у спектрi (див.
рис. 5, 7).

Розгляд рiвняння Дiрака у полi електричного
диполя також має вiдношення до опису подiлу
важкого мезона [6]. Дiйсно, важкi кварк та анти-
кварк мають протилежнi кольоровi заряди, а тому
утворюють диполь. В кольоровому полi цього ди-
поля (яке, в силу явища конфайнменту, наростає
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при спробi розвести кварки на деяку вiдстань) мо-
же народитися пара легких кварка та антикварка,
якi зв’язуються iз важкими i екранують їх заряд.
Таким чином, з одного важкого мезона в резуль-
татi подiлу утворюється два легших.

У цiй роботi застосовано метод лiнiйних комбi-
нацiй атомних орбiталей для обчислення спектра
i хвильових функцiй електрона в потенцiалi скiн-
ченного електричного диполя. Кулонiвський по-
тенцiал ядер, що утворюють диполь, регуляризо-
ваний шляхом врахування їх скiнченних розмiрiв.
В ролi атомних орбiталей використано хвильовi
функцiї кiлькох перших рiвнiв електрона у по-
лi одного ядра, центрованi на вiдповiдному ядрi.
Вжито заходiв для розширення меж застосування
методу ЛКАО на надкритичнi заряди ядер. При
цьому обчислення ведуться не лише бiля краю кон-
тинуумiв, а по всiй масовiй щiлинi, що ранiше не
дослiджувалося в лiтературi.

Стаття побудована таким чином. У роздiлi 2 на-
водиться точний розв’язок задачi з регуляризова-
ним потенцiалом одного ядра, проводиться аналiз
рiзних типiв регуляризацiй. У роздiлi 3 за допомо-
гою методу ЛКАО проводиться обчислення енергiї
та хвильових функцiй електрона у дипольному по-
тенцiалi, дослiджується їх поведiнка при змiнi ди-
польного моменту. Роздiл 4 присвячений розши-
ренню меж застосовностi методу ЛКАО до ядер
з великим зарядом. Узагальнення отриманих ре-
зультатiв та висновки наведенi в роздiлi 5. Деякi
технiчнi обчислення, якi виникають у процесi за-
стосування методу ЛКАО, наведенi в Додатку.

2. Регуляризований потенцiал одного ядра

Розглянемо задачу про рух електрона в потенцiалi
зарядженого ядра. Гамiльтонiан має вигляд:

�̂� = −𝑖~𝑐𝛾0𝛾∇+ 𝛾0𝑚𝑐2 − 𝑍𝑒2𝑣(𝑟), (3)

де 𝑣(𝑟) – функцiя, яка описує регуляризований по-
тенцiал Кулона, 𝛾𝜇 (𝜇 = 0, 3) – матрицi Дiрака,
для яких у цiй роботi використовується стандар-
тне представлення Дiрака–Паулi.

Для зручностi проведення обчислень здiйсни-
мо обезрозмiрення. Усi енергетичнi величини в
подальшому без змiни позначень вимiрюватиму-
ться в одиницях енергiї спокою електрона 𝐸0 =
= 𝑚𝑐2 ≈ 0,511 МеВ, а всi вiдстанi – в одини-
цях комптонiвської довжини хвилi для електрона

𝜆𝐶 = ~
𝑚𝑐 ≈ 386 фм. Також введемо позначення

𝜁 = 𝑍𝛼, де 𝛼 = 𝑒2

~𝑐 ≈ 1
137 – стала тонкої структури.

Потенцiал зарядженого ядра є сферично-
симетричним, тому зберiгається повний кутовий
момент. Хвильовi функцiї, якi є власними для
операторiв 𝐽2 та 𝐽𝑧, слiд шукати у виглядi:

|Ψ⟩ =

(︃
𝑔(𝑟)Ω𝑗,𝑗𝑧,𝑙

𝑖𝑓(𝑟)Ω′
𝑗,𝑗𝑧,𝑙′

)︃
. (4)

Тут 𝑙 = 𝑗−1/2, 𝑙′ = 𝑙+1 = 2𝑗−𝑙, парнiсть хвильової
функцiї (−1)𝑙, кутова залежнiсть описується сфе-
ричними спiнорами Ω та Ω′, якi мають вигляд:

Ω𝑗,𝑗𝑧,𝑙 =

⎛⎝
√︁

𝑗+𝑗𝑧
2𝑗 𝑌𝑙,𝑗𝑧−1/2√︁

𝑗−𝑗𝑧
2𝑗 𝑌𝑙,𝑗𝑧+1/2

⎞⎠,
Ω′

𝑗,𝑗𝑧,𝑙′
=

⎛⎝−
√︁

𝑗−𝑗𝑧+1
2𝑗+2 𝑌𝑙′,𝑗𝑧−1/2√︁

𝑗+𝑗𝑧+1
2𝑗+2 𝑌𝑙′,𝑗𝑧+1/2

⎞⎠,
(5)

де сферичнi гармонiки означенi стандартним чи-
ном [30]:

𝑌𝑙,𝑚(𝜃, 𝜙) = (−1)
𝑚+|𝑚|

2 𝑖𝑙

√︃
2𝑙 + 1

4𝜋

(𝑙 − |𝑚|)!
(𝑙 + |𝑚|)!

×

×𝑃
|𝑚|
𝑙 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜙. (6)

Хвильовi функцiї, якi для того самого значення
𝑗 мають протилежну парнiсть до означених в (4)
шукають в аналогiчному виглядi, але в них сфе-
ричнi спiнори Ω та Ω′ слiд помiняти мiсцями (до-
датковий фазовий множник 𝑖 введений для зруч-
ностi):

|Ψ̃⟩ =

(︃
𝑖𝑔(𝑟)Ω′

𝑗,𝑗𝑧,𝑙′

−𝑓(𝑟)Ω𝑗,𝑗𝑧,𝑙

)︃
. (7)

Пiсля пiдстановки (4), (7) до рiвняння Дiрака
�̂�|Ψ⟩ = 𝐸|Ψ⟩, отримаємо такi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь на радiальнi функцiї:{︃
𝑔′ − 𝑗−1/2

𝑟 𝑔 − 𝑓(1 + 𝐸 + 𝜁𝑣(𝑟)) = 0,

𝑓 ′ + 𝑗+3/2
𝑟 𝑓 − 𝑔(1− 𝐸 − 𝜁𝑣(𝑟)) = 0,

(8)

{︃
𝑔′ + 𝑗+3/2

𝑟 𝑔 − 𝑓(1 + 𝐸 + 𝜁𝑣(𝑟)) = 0,

𝑓 ′ − 𝑗−1/2
𝑟 𝑓 − 𝑔(1− 𝐸 − 𝜁𝑣(𝑟)) = 0.

(9)
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Умова нормування хвильових функцiй (з урахува-
нням ортонормованостi сферичних спiнорiв) набу-
ває вигляду:

⟨Ψ|Ψ⟩ =
+∞∫︁
0

𝑟2(𝑓2(𝑟) + 𝑔2(𝑟))𝑑𝑟 = 1,

⟨Ψ̃|Ψ̃⟩ =
+∞∫︁
0

𝑟2(𝑓2(𝑟) + 𝑔2(𝑟))𝑑𝑟 = 1.

(10)

Для кожного фiксованого значення квантового
числа 𝑗 системи рiвнянь (8) та (9) мають нескiн-
ченно багато розв’язкiв, якi задовольняють умови
нормування (10), тому задаватимемо їх радiаль-
ним квантовим числом 𝑛𝑟 = 0, 1, 2, ... . Орбiтальне
квантове число 𝐿 сферичного спiнора, який фiгу-
рує у верхнiй компонентi хвильової функцiї позна-
чатимемо у виглядi великих латинських букв за
стандартною вiдповiднiстю: 𝑆 (𝐿 = 0), 𝑃 (𝐿 = 1),
𝐷 (𝐿 = 2), 𝐹 (𝐿 = 3) ... . За аналогiєю з нере-
лятивiстським випадком, введемо головне кван-
тове число 𝑛 = 𝑛𝑟 + 𝐿 + 1. Терм будемо позна-
чати за Рассел–Саундерсом [31], додатково буде-
мо вказувати значення проекцiї кутового момен-
ту: |𝑛𝐿𝑗 , 𝑗𝑧⟩. Таким чином, першi три стани (за
енергiєю) мають такi набори квантових чисел:

1) 𝑗 = 1/2, 𝑗𝑧 = ±1/2, 𝑛𝑟 = 0, 𝐿 = 𝑙 = 0, 𝑙′ = 1,

𝑛 = 1 → |1𝑆1/2, ±1/2⟩; (11а)
2) 𝑗 = 1/2, 𝑗𝑧 = ±1/2, 𝑛𝑟 = 0, 𝐿 = 𝑙′ = 1, 𝑙 = 0,

𝑛 = 2 → |2𝑃1/2, ±1/2⟩; (11б)
3) 𝑗 = 1/2, 𝑗𝑧 = ±1/2, 𝑛𝑟 = 1, 𝐿 = 𝑙 = 0, 𝑙′ = 1,

𝑛 = 2 → |2𝑆1/2, ±1/2⟩. (11в)

Задача з регуляризованим потенцiалом Кулона
не допускає аналiтичного розв’язку, тому будемо
iнтегрувати системи (8), (9) чисельно. Для цього
знайдемо граничнi умови для радiальних функцiї
при 𝑟 = 0. Виразимо 𝑓 (чи 𝑓) з першого рiвняння
i пiдставимо в друге. Нехай характерний масштаб
регуляризацiї 𝑟0. Тодi при 𝑟 < 𝑟0, 𝑣(𝑟) ≈ 𝑣(0) ≫ 1.
Асимптотику знайдемо з наближеного рiвняння

𝑔′′ +
2

𝑟
𝑔′ +

(︂
𝜁2𝑣2(0)− 𝑗2 − 1/4

𝑟2

)︂
𝑔 = 0, (12)

регулярний при 𝑟 = 0 розв’язок якого має вигляд:

𝑔(𝑟) ∼ 1√
𝑟
𝐽𝑗(𝜁𝑣(0)𝑟). (13)

Аналогiчно дослiджуємо асимптотичну поведiнку
i для розв’язкiв системи (9). При 𝑗 = 1/2 граничнi
умови можна вибрати у такому виглядi:

𝑔(0) = 1, 𝑓(0) = 0;

𝑔(0) = 0, 𝑓(0) = 1.
(14)

Спектр визначаємо з умови того, що хвильова
функцiя має експоненцiйно загасати при 𝑟 → ∞.

Результат залежить вiд конкретного способу
регуляризацiї потенцiалу. Розглянемо три мож-
ливостi:

I. Регуляризацiя шляхом “виходу в 4-й вимiр”:

𝑣𝐼(𝑟, 𝑟0) =
1√︀

𝑟2 + 𝑟20
. (15)

II. Регуляризацiя шляхом врахування скiнчен-
них розмiрiв ядра (заряд ядра рiвномiрно розподi-
лений по його поверхнi):

𝑣II(𝑟, 𝑟0) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑟
, 𝑟 ≥ 𝑟0;

1

𝑟0
, 𝑟 < 𝑟0.

(16)

III. Регуляризацiя шляхом врахування скiнчен-
них розмiрiв ядра (заряд ядра рiвномiрно розподi-
лений по його об’єму):

𝑣III(𝑟, 𝑟0) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑟
, 𝑟 ≥ 𝑟0;

1

𝑟0

3− (𝑟/𝑟0)
2

2
, 𝑟 < 𝑟0.

(17)

Для моделювання реального значення регуляри-
зуючого параметра 𝑟0 використаємо вiдоме в ядер-
нiй фiзицi емпiричне спiввiдношення для радiуса
ядра [32]:

𝑟0 ≈ 1,25 фм ·𝐴1/3, (18)

де 𝐴 = 𝑍 + 𝑁 – масове число ядра. Щоб знайти
залежнiсть радiуса ядра вiд його заряду, вважати-
мемо, що ядро лежить на так званiй дорiжцi бета-
стабiльностi, для якої iснує наближений вираз [32]:

𝑍 =
𝐴

1,98 + 0,015𝐴2/3
. (19)

Розв’язуючи кубiчне рiвняння, отримуємо зале-
жнiсть 𝐴 = 𝐴(𝑍), а потiм з рiвняння (18) маємо
𝑟0 = 𝑟0(𝑍). Цю залежнiсть зображено на рис. 1.
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На рис. 2 наведено залежностi енергiї основного
стану електрона в полi ядра вiд його заряду для
трьох видiв регуляризацiї, а також для порiвняння
наведено аналогiчну криву для випадку нерегуля-
ризованого потенцiалу, 𝐸𝑁𝑅 =

√︀
1− (𝑍𝛼)2. З на-

ведених залежностей бачимо, що для нерегуляри-
зованого потенцiалу при 𝑍 & 137 настає явище “па-
дiння на центр”, коли енергiя основного стану стає
уявною i система вже не має визначеного основ-
ного стану. Ця проблема знiмається, коли потен-
цiал регуляризований (довiльним чином). Енергiя
основного стану монотонно спадає i при деякому
пороговому значеннi заряду стає вiд’ємною. Зале-
жно вiд типу регуляризацiї порогове значення за-
ряду лежить у межах 𝑍0 = 148–152. Пiсля цього
енергiя продовжує монотонно спадати i при дося-
гненнi критичного значення рiвень занурюється в
нижнiй континуум, спричиняючи надкритичну не-
стабiльнiсть. Залежно вiд типу регуляризацiї, кри-
тичний заряд лежить у межах 𝑍cr = 170–186.

Найбiльш природною є регуляризацiя третього
типу (рiвномiрний розподiл заряду всерединi ядра
скiнченного розмiру), тому в подальшому в усiх
чисельних розрахунках використовуватимемо са-
ме її. Хоча для загальностi в усiх формулах бу-
де фiгурувати довiльно регуляризований потенцi-
ал 𝑣(𝑟).

На рис. 3 наведено залежностi енергiй перших
трьох рiвнiв електрона (11) у регуляризованому
кулонiвському потенцiалi (III тип регуляризацiї)
вiд модуля заряду ядра. Для додатно заряджено-
го ядра рiвнi виходять iз верхнього континууму,
для вiд’ємно зарядженого – симетрично iз нижньо-
го континууму. На основi цих трьох рiвнiв енер-
гiї в наступних роздiлах буде побудований метод
ЛКАО для знаходження енергiї та хвильових фун-
кцiй електрона у потенцiалi диполя.

3. Метод ЛКАО для задачi з диполем

Тепер перейдемо до розгляду електрона в потенцi-
алi скiнченного електричного диполя. Обезрозмi-
рений гамiльтонiан має вигляд:

�̂� = −𝑖𝛾0𝛾∇+ 𝛾0 − 𝜁 (𝑣(𝑟1)− 𝑣(𝑟2)) , (20)

де 𝑟1,2 =
√︀
(𝑧 ±𝑅/2)2 + 𝜌2, 𝜌 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 (див.

рис. 4). На жаль, змiннi в цiй задачi не роздiля-
ються в жоднiй системi координат, тому будемо
застосовувати наближенi методи.

Рис. 1. Залежнiсть регуляризуючого параметра 𝑟0 вiд за-
ряду ядра 𝑍

Рис. 2. Залежнiсть енергiї основного стану електрона в ре-
гуляризованому кулонiвському потенцiалi вiд заряду ядра
для рiзних видiв регуляризацiї: I – штрих-пунктирна кри-
ва, II – штрихова крива, III – суцiльна крива. Для порiвнян-
ня наведено аналогiчну залежнiсть для нерегуляризованого
потенцiалу – пунктирна крива (NR)

Рис. 3. Залежнiсть енергiй трьох перших рiвнiв електрона
(11) у регуляризованому кулонiвському потенцiалi вiд за-
ряду ядра: 1𝑆1/2 – суцiльнi кривi, 2𝑃1/2 – штриховi кривi
та 2𝑆1/2 – штрих-пунктирнi кривi. Червоними штриховими
кривими зображено енергiї вiдповiдних рiвнiв у нерегуля-
ризованому потенцiалi Кулона
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Рис. 4. Електрон в полi електричного диполя

Розмiщення системи у просторi, система коорди-
нат та деякi позначення наведенi на рис. 4.

Проведемо аналiз методом лiнiйних комбiнацiй
атомних орбiталей (ЛКАО). Технiка ЛКАО є до-
бре вiдомою i широко використовується в молеку-
лярнiй фiзицi [33]. Хвильовi функцiї в цьому ме-
тодi вибирають у виглядi лiнiйних комбiнацiй ба-
зисних функцiй, якi, як правило, є одноелектрон-
ними функцiями, локалiзованими на вiдповiдних
атомах у молекулi. Коефiцiєнти лiнiйної комбiна-
цiї визначають шляхом мiнiмiзацiї повної енергiї
системи.

Означимо гамiльтонiани для електрона в полi
додатно i вiд’ємно зарядженого ядра вiдповiдно:

�̂�±(𝜁) = −𝑖𝛾0𝛾∇+ 𝛾0 ± 𝜁𝑣(𝑟). (21)

Оператор зарядового спряження (�̂� – оператор
комплексного спряження)

�̂�𝑐 = −𝑖𝛾2�̂�, �̂�2
𝑐 = 1 (22)

переводить цi гамiльтонiани один в одного:

�̂�𝑐�̂�+(𝜁)�̂�𝑐 = −�̂�−(𝜁). (23)

Тому, якщо |Ψ⟩ є власною функцiєю гамiльтонiана
𝐻−(𝜁) з енергiєю 𝐸, то функцiя |Ψ𝑐⟩ = �̂�𝑐|Ψ⟩ є
власною для гамiльтонiана �̂�+(𝜁) з енергiєю −𝐸.

Використовуючи явний вигляд сферичних спi-
норiв, неважко впевнитися, що

𝜎2Ω
*
𝑗,𝑗𝑧,𝑙

= −𝑖(−1)(𝑙+1)−𝑗𝑧+1/2Ω𝑗,−𝑗𝑧,𝑙,

𝜎2Ω
′*
𝑗,𝑗𝑧,𝑙′

= −𝑖(−1)𝑙
′−𝑗𝑧+1/2Ω′

𝑗,−𝑗𝑧,𝑙′
,

(24)

тобто дiя оператора зарядового спряження змiнює
знак проекцiї кутового моменту.

Задача з дипольним потенцiалом уже не має
сферичної симетрiї, тому повний момент не зберi-
гається. Але все ще є аксiальна симетрiя вiдносно

осi 𝑂𝑧, що проходить через обидва зарядженi цен-
три, тому зберiгається проекцiя повного моменту
на цю вiсь. Пробну функцiю методу ЛКАО обе-
ремо як лiнiйну комбiнацiю хвильових функцiй з
однаковим значенням проекцiї кутового моменту
(𝑗𝑧 = +1/2):

|Ψ⟩ = 𝑐1|1⟩+ 𝑐2|2⟩, (25)

де базиснi стани мають вигляд:

|1⟩ = |1𝑆1/2,+1/2, 𝑟1, 𝜁⟩ =

=

(︃
𝑔0(𝑟1)Ω1/2,1/2,0(1)

𝑖𝑓0(𝑟1)Ω
′
1/2,1/2,1(1)

)︃
, (26)

|2⟩ = �̂�𝑐|1𝑆1/2, −1/2, 𝑟2, 𝜁⟩ =

=

(︃
𝑖𝑓0(𝑟2)Ω

′
1/2,1/2,1(2)

𝑔0(𝑟2)Ω1/2,1/2,0(2)

)︃
. (27)

У наведених виразах радiальнi функцiї 𝑓0(𝑟), 𝑔0(𝑟)
знаходяться з чисельного iнтегрування задачi з
одним ядром (див. Роздiл 2).

Сферичнi спiнори мають вигляд:

Ω1/2,1/2,0 =
1√
4𝜋

(︁
1
0

)︁
,

Ω′
1/2,1/2,1 =

𝑖√
4𝜋

(︂
cos 𝜃

− sin 𝜃𝑒𝑖𝜙

)︂
.

(28)

Спроектуємо рiвняння Дiрака �̂�|Ψ⟩ = 𝐸|Ψ⟩ по
черзi на кожен iз базисних станiв:

𝑐1𝐻11 + 𝑐2𝐻12 = 𝐸(𝑐1 + 𝑐2𝑆),

𝑐1𝐻21 + 𝑐2𝐻22 = 𝐸(𝑐1𝑆 + 𝑐2).
(29)

Тодi з умови нетривiальностi коефiцiєнтiв лiнiйної
комбiнацiї (25) маємо секулярне рiвняння:

det

⃒⃒⃒⃒
𝐻11 − 𝐸 𝐻12 − 𝑆𝐸

𝐻21 − 𝑆*𝐸 𝐻22 − 𝐸

⃒⃒⃒⃒
= 0, (30)

де 𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝑖|�̂�|𝑗⟩ – матричнi елементи гамiльтонiа-
на, а 𝑆 = ⟨1|2⟩ – iнтеграл перекриття, який дорiв-
нює нулю, як показано у формулi (A2) Додатку.

Для обчислення матричних елементiв подамо
повний гамiльтонiан у виглядi: �̂� = �̂�−(1)+
+ 𝜁𝑣(𝑟2) = �̂�+(2)− 𝜁𝑣(𝑟1), тодi

𝐻11 = −𝐻22 = 𝜀0 + 𝜁𝐶, (31а)
𝐻12 = 𝐻21 = −𝜁𝐴, (31б)
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де 𝜀0 = 𝜀(1𝑆)(𝜁) – енергiя основного стану електро-
на в полi одного ядра (див. рис. 2, 3). У виразах
для матричних елементiв фiгурують кулонiвський
𝐶 та обмiнний 𝐴 iнтеграли. Вирази для них на-
веденi у формулах (A19), (A22) у Додатку 5. Цi
iнтеграли обчислюються за наявностi функцiй 𝑓0
та 𝑔0.

Остаточно, маємо спектр:

𝜀 = ±
√︀
(𝐻11)2 + (𝐻12)2 = ±

√︀
(𝜀0 + 𝜁𝐶)2 + 𝜁2𝐴2,

(32)

який є симетричним вiдносно нуля, що вiдображає
зарядову симетрiю задачi. Для вiд’ємної гiлки у
спектрi маємо такi коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї
(25):

𝑐1 =
𝐻12√︁

𝐻2
12 + (𝐻11 +

√︀
𝐻2

11 +𝐻2
12)

2

,

𝑐2 = − 𝐻11 +
√︀
𝐻2

11 +𝐻2
12√︁

𝐻2
12 + (𝐻11 +

√︀
𝐻2

11 +𝐻2
12)

2

.
(33)

Неважко бачити, що при 𝑅 → ∞ 𝐶 ≈ 1
𝑅 → 0,

𝐴 ∼ exp(−
√︀
1− 𝜀20𝑅) → 0. Тому при великих вiд-

станях мiж ядрами, енергiя системи 𝜀 → ±|𝜀0|, що
є цiлком очiкуваним фактом, оскiльки тодi ми мо-
жемо вважати ядра iзольованими.

З виразу для енергiї (32), а також iз того, що
𝐶 ≥ 0, видно, що “перетяжка” в спектрi може ви-
никнути лише при 𝜀0 < 0, а сам мiнiмум знаходи-
ться поблизу точки, де 𝜁𝐶 = |𝜀0|. В цiй же точцi
|𝑐1| = |𝑐2| = 1/

√
2, тобто вiдбувається явище змiни

локалiзацiї хвильової функцiї.

|𝑐2|2 − |𝑐1|2 =
2𝐻11(𝐻11 +

√︀
𝐻2

11 +𝐻2
12)

𝐻2
12 + (𝐻11 +

√︀
𝐻2

11 +𝐻2
12)

2
∼

∼ sign(𝐻11). (34)

Величини 𝐶 та |𝐴| монотонно спадають зi збiль-
шенням 𝑅. Спочатку |𝑐2| > |𝑐1|, тобто електронна
густина локалiзується переважно на вiд’ємно за-
рядженому ядрi, а пiсля переходу через “перетяж-
ку” |𝑐2| < |𝑐1|, тобто вiдбувається змiна локалiзацiї
хвильової функцiї на позитивно заряджене ядро.

Також видно, що коли 𝜀0 > 0, то завжди 𝐻11 > 0
i |𝑐2| > |𝑐1|, а тому хвильова функцiя увесь час за-
лишається локалiзованою переважно на негативно
зарядженому ядрi, змiни локалiзацiї немає.

Рис. 5. Залежнiсть енергiї основного стану електрона в
полi електричного диполя вiд обезрозмiреного дипольного
моменту 𝐷 =

𝐷ph

𝑒𝑎0
= 𝜁𝑅 для двох значень заряду ядер:

𝑍 = 130 – штриховi кривi, 𝑍 = 156 – суцiльнi кривi. Фiоле-
товим видiлено область, де не iснує зв’язаних станiв, див.
формулу (2)

На рис. 5 зображено кривi енергiї основного ста-
ну електрона в полi електричного диполя для двох
значень заряду ядер. При 𝜁 = 0,95 (𝑍 = 130) енер-
гiя основного стану електрона в полi одного ядра
є додатною (𝜀0 = +0,35, див. рис. 3), тому в полi
диполя енергiя електрона монотонно змiнюється зi
зростанням дипольного моменту (червонi штрихо-
ванi кривi на рис. 5). При 𝜁 = 1,14 (𝑍 = 156) енер-
гiя основного стану електрона в полi одного ядра
є вiд’ємною (𝜀0 = −0,30, див. рис. 3), тому в полi
диполя енергiя електрона проходить через “пере-
тяжку” (синi суцiльнi кривi на рис. 5), а хвильова
функцiя найвищого заповненого стану при перехо-
дi через цю перетяжку змiнює свою локалiзацiю з
вiд’ємно зарядженого ядра на додатно заряджене
(рис. 6).

Всi рiвнi з вiд’ємною енергiєю виходять iз ни-
жнього континууму при перевищеннi деякого кри-
тичного значення дипольного моменту (2). При
цьому вони всi заповненi електронами з моря Дi-
рака. Цi “морськi” електрони спочатку локалiзу-
ються бiля вiд’ємно зарядженого ядра. Потiм при
збiльшеннi вiдстанi мiж ядрами (при зростаннi ди-
польного моменту) вiдбувається мiграцiя хвильо-
вої функцiї одного з таких морських електронiв на
додатно заряджене ядро. На його мiсцi (поблизу
вiд’ємно зарядженого ядра) залишається дiрка –
позитрон. Таким чином, маємо народжену з ваку-
уму пару електрона i позитрона, якi знаходяться
у зв’язаному станi кожен зi своїм ядром, частко-
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Рис. 6. Залежнiсть коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї (25)
для найвищого заповненого електронного стану (нижня су-
цiльна крива на рис. 5) вiд обезрозмiреного дипольного мо-
менту 𝐷 =

𝐷ph

𝑒𝑎0
= 𝜁𝑅 для заряду ядер 𝑍 = 156. Спостерi-

гається явище змiни локалiзацiї хвильової функцiї

во екрануючи його заряд. Слiд зауважити, що для
виникнення цього явища заряд ядер має бути ве-
ликим настiльки, щоб рiвень електрона в полi до-
датного ядра перетнув нуль по енергiї, або рiвень
електрона в полi додатного ядра i йому симетри-
чний рiвень в полi вiд’ємного ядра разом подолали
вiдстань по енергiї 2𝑚𝑐2.

Описане явище дуже схоже на надкритичний
атомний колапс. Але вiдмiннiсть полягає в тому,
що там ми маємо одне ядро iз зарядом 𝑍 & 170,
i в його полi найнижчий зв’язаний стан електро-
на сам досягає нижнього континууму (при цьо-
му перетнувши вiдстань по енергiї 2𝑚𝑐2). Система
стає нестабiльною по вiдношенню до народже-
ння електрон-позитронних пар. Народженi еле-
ктрони локалiзуються на ядрi, частково екрану-
ючи його заряд, а вiльнi позитрони летять на
нескiнченнiсть.

Недолiком методу ЛКАО в даному розглядi є те,
що асимптотична поведiнка хвильових функцiй на
нескiнченностi ∼𝑒−

√
1−𝜀20𝑟, а не ∼𝑒−

√
1−𝜀2𝑟, як ма-

ло би бути. Особливо гостро цей недолiк постає
при малих вiдстанях 𝑅 мiж ядрами, коли справ-
жня енергiя системи прямує до границь контину-
умiв, а тому експоненцiйнi загасання мають бути
слабкими. Але в цьому методi хвильовi функцiї бу-
дуються з хвильових функцiй задачi з одним цен-
тром, а тому характер загасання у них за будь-
яких вiдстаней є однаковим i визначається лише
енергiєю основного стану електрона в полi одного

центра. Отже, при малих 𝑅 даний метод є незасто-
совним.

Описаний метод базується лише на двох додан-
ках у лiнiйнiй комбiнацiї (25), тобто враховує наяв-
нiсть лише основного стану електрона в полi одно-
го ядра. Цей опис досить добре працює для вiдно-
сно малих зарядiв. Але коли заряд ядер настiльки
великий, що основний рiвень у полi додатного ядра
i другий рiвень у полi вiд’ємного ядра мають при-
близно однакову енергiю (𝑍 & 160, див. рис. 3), до
лiнiйної комбiнацiї слiд включати також хвильовi
функцiї, що вiдповiдають другому енергетичному
рiвню. Ситуацiя ще бiльше погiршується для над-
критичних значень зарядiв ядер, коли основний рi-
вень занурюється в нижнiй континуум (𝑍 & 170,
див. рис. 3). Тодi енергiя основного стану стає ком-
плексною, а хвильовi функцiї – ненормованими i їх
використання в ролi базисних функцiй стає немо-
жливим. Цi проблеми вирiшуються деякою моди-
фiкацiєю методу ЛКАО, яка наведена в наступно-
му роздiлi.

4. Розширення меж
застосовностi методу ЛКАО

Для подолання описаних вище труднощiв, шука-
тимемо хвильову функцiю у виглядi наступної лi-
нiйної комбiнацiї (такої кiлькостi доданкiв досить
для зарядiв ядер 𝑍 . 185, для бiльших зарядiв
треба враховувати такi збудженi стани):

|Ψ⟩ =
6∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖|𝑖⟩, (35)

де стани |𝑖⟩ мають вигляд:

|1⟩ = |1𝑆1/2,+1/2, 𝑟1, 𝜁𝑎⟩ =

=

(︃
𝑔0(𝑟1)Ω1/2,1/2,0(1)

𝑖𝑓0(𝑟1)Ω
′
1/2,1/2,1(1)

)︃
, (36а)

|2⟩ = �̂�𝑐|1𝑆1/2,−1/2, 𝑟2, 𝜁𝑎⟩ =

=

(︃
𝑖𝑓0(𝑟2)Ω

′
1/2,1/2,1(2)

𝑔0(𝑟2)Ω1/2,1/2,0(2)

)︃
, (36б)

|3⟩ = |2𝑃1/2,+1/2, 𝑟1, 𝜁𝑏⟩ =

=

(︃
𝑖𝑔0(𝑟1)Ω

′
1/2,1/2,1(1)

−𝑓0(𝑟1)Ω1/2,1/2,0(1)

)︃
, (36в)
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|4⟩ = �̂�𝑐|2𝑃1/2,−1/2, 𝑟2, 𝜁𝑏⟩ =

=

(︃
𝑓0(𝑟2)Ω1/2,1/2,0(2)

−𝑖𝑔0(𝑟2)Ω
′
1/2,1/2,1(2)

)︃
, (36г)

|5⟩ = |2𝑆1/2,+1/2, 𝑟1, 𝜁⟩ =

=

(︃
𝑔1(𝑟1)Ω1/2,1/2,0(1)

𝑖𝑓1(𝑟1)Ω
′
1/2,1/2,1(1)

)︃
, (36д)

|6⟩ = �̂�𝑐|2𝑆1/2,−1/2, 𝑟2, 𝜁⟩ =

=

(︃
𝑖𝑓1(𝑟2)Ω

′
1/2,1/2,1(2)

𝑔1(𝑟2)Ω1/2,1/2,0(2)

)︃
. (36е)

Тут 𝑟1,2 =
√︀

(𝑧 ±𝑅/2)2 + 𝜌2, 𝑒𝑖𝜃1,2 = 𝑧±𝑅/2+𝑖𝜌
𝑟1,2

,

𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 (див. рис. 4). У наведених виразах

радiальнi функцiї 𝑓𝑖(𝑟), 𝑔𝑖(𝑟), 𝑓𝑖(𝑟), 𝑔𝑖(𝑟) знаходя-
ться з чисельного iнтегрування задачi з одним цен-
тром (див. роздiл 2).

Окрiм справжнього заряду ядра 𝜁, тут введено
два ефективних заряди 𝜁𝑎,𝑏. Вони потрiбнi для роз-
ширення меж застосовностi нашого методу на над-
критичнi заряди ядер. Їх значення такi:

𝜁𝑎 =

{︂
𝜁, 𝜁 < 𝜁𝑐1,
0,99 𝜁𝑐1, 𝜁 ≥ 𝜁𝑐1,

𝜁𝑏 =

{︂
𝜁, 𝜁 < 𝜁𝑐2,
0,99 𝜁𝑐2, 𝜁 ≥ 𝜁𝑐2,

(37)

де 𝜁𝑐1, 𝜁𝑐2 – критичнi значення зарядiв, за яких у
нижнiй континуум занурюються перший i другий
енергетичнi рiвнi, вiдповiдно.

Спроектуємо рiвняння Дiрака �̂�|Ψ⟩ = 𝐸|Ψ⟩ по
черзi на кожен iз станiв |𝑖⟩, 𝑖 = 1, 6:

6∑︁
𝑗=1

(𝐻𝑖𝑗 − 𝐸𝑆𝑖𝑗)𝑐𝑗 = 0. (38)

Тодi з умови нетривiальностi коефiцiєнтiв лiнiйної
комбiнацiї (35) отримаємо секулярне рiвняння:

det |𝐻𝑖𝑗 − 𝜀𝑆𝑖𝑗 | = 0, (39)

де 𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝑖|�̂�|𝑗⟩ – матричнi елементи, 𝑆𝑖𝑗 = ⟨𝑖|𝑗⟩ –
iнтеграли перекриття, 𝑖, 𝑗 = 1, 6.

Iнтеграли перекриття обчислюються у Додатку.
Cеред недiагональних iнтегралiв є лише 4 незале-
жнi: 𝑆14, 𝑆15, 𝑆16, 𝑆45. Тому матриця Грама має
вигляд:

S =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑆14 𝑆15 𝑆16
0 1 −𝑆14 0 −𝑆16 𝑆15
0 −𝑆14 1 0 0 −𝑆45
𝑆14 0 0 1 𝑆45 0
𝑆15 −𝑆16 0 𝑆45 1 0
𝑆16 𝑆15 −𝑆45 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠. (40)

Для обчислення матричних елементiв зручно
подати повний гамiльтонiан (20) у такому виглядi:

�̂�(𝜁) =

{︃
�̂�−(𝜁𝑖, 𝑟1) + 𝜁𝑣(𝑟2)− (𝜁 − 𝜁𝑖)𝑣(𝑟1),

�̂�+(𝜁𝑖, 𝑟2)− 𝜁𝑣(𝑟1) + (𝜁 − 𝜁𝑖)𝑣(𝑟2),
(41)

де 𝜁𝑖 = {𝜁, 𝜁𝑎, 𝜁𝑏}.
Зручнiсть такого представлення полягає у тому,

що стани |𝑖⟩ є власними для �̂�±:

�̂�−(𝜁𝑎, 𝑟1)|1⟩ = 𝜀(1𝑆)(𝜁𝑎)|1⟩,
�̂�+(𝜁𝑎, 𝑟2)|2⟩ = −𝜀(1𝑆)(𝜁𝑎)|2⟩,
�̂�−(𝜁𝑏, 𝑟1)|3⟩ = 𝜀(2𝑃 )(𝜁𝑏)|3⟩,
�̂�+(𝜁𝑏, 𝑟2)|4⟩ = −𝜀(2𝑃 )(𝜁𝑏)|4⟩,
�̂�−(𝜁, 𝑟1)|5⟩ = 𝜀(2𝑆)(𝜁)|5⟩,
�̂�+(𝜁, 𝑟2)|6⟩ = −𝜀(2𝑆)(𝜁)|6⟩.

(42)

При обчисленнi матричних елементiв виявляє-
ться, що незалежними є лише 12:

𝐻11 = −𝐻22 = 𝜀(1𝑆)(𝜁𝑎)+𝜁𝐶
(2)
1 −(𝜁−𝜁𝑎)𝐶

(1)
1 , (43а)

𝐻12 = −(2𝜁 − 𝜁𝑎)𝐴
(1)
12 , (43б)

𝐻13 = −𝐻24 = 𝜁𝐴
(2)
13 , (43в)

𝐻14 = 𝐻23 = −𝜀(2𝑃 )(𝜁𝑏)𝑆14 − 𝜁𝐴
(1)
14 + (𝜁 − 𝜁𝑏)𝐴

(2)
14 ,

(43г)

𝐻15 = −𝐻26 = 𝜀(2𝑆)(𝜁)𝑆15 + 𝜁𝐴
(2)
15 , (43д)

𝐻16 = 𝐻25 = −𝜀(2𝑆)(𝜁)𝑆16 − 𝜁𝐴
(1)
16 , (43е)

𝐻33 = −𝐻44 = 𝜀(2𝑃 )(𝜁𝑏)+ 𝜁𝐶
(2)
3 − (𝜁− 𝜁𝑏)𝐶

(1)
3 , (43є)

𝐻34 = −(2𝜁 − 𝜁𝑏)𝐴
(1)
34 , (43ж)

𝐻35 = −𝐻46 = 𝜁𝐴
(2)
35 , (43з)

𝐻36 = 𝐻45 = 𝜀(2𝑆)(𝜁)𝑆45 + 𝜁𝐴
(2)
45 , (43и)

𝐻55 = −𝐻66 = 𝜀(2𝑆)(𝜁) + 𝜁𝐶
(2)
5 , (43i)

𝐻56 = −𝜁𝐴
(1)
56 , (43ї)
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Рис. 7. Залежнiсть енергiї електрона в полi електрично-
го диполя вiд обезрозмiреного дипольного моменту 𝐷 =

=
𝐷ph

𝑒𝑎0
= 𝜁𝑅 для значення заряду ядер 𝑍 = 174. Рiзними

типами лiнiй позначено рiзнi енергетичнi рiвнi. Фiолетовим
видiлено область, де не iснує зв’язаних станiв, див. форму-
лу (2)

Рис. 8. Залежнiсть коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї (35)
для найвищого заповненого електронного стану (нижня су-
цiльна крива на рис. 7) вiд обезрозмiреного дипольного мо-
менту 𝐷 =

𝐷ph

𝑒𝑎0
= 𝜁𝑅 для заряду ядер 𝑍 = 174. Пояснення

див. в текстi

де введено перепозначення для обмiнних iнтегра-
лiв 𝐴

(𝑘)
𝑖𝑗 = ⟨𝑖|𝑣(𝑟𝑘)|𝑗⟩, 𝑖 ̸= 𝑗, та кулонiвських iнте-

гралiв 𝐶
(𝑘)
𝑖 = ⟨𝑖|𝑣(𝑟𝑘)|𝑖⟩. Всi незалежнi обмiннi та

кулонiвськi iнтеграли обчислюються в Додатку.
Спектр системи знаходимо з секулярного рiвня-

ння (39), а коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї 𝑐𝑖 зна-
ходимо як вiдповiднi нормованi власнi вектори:

(H− 𝜀S)�⃗� = 0, (�⃗�)
†
S�⃗� = 1. (44)

Коли ядра, якi входять до складу диполя набли-
зити дуже близько одне до одного, то вони частко-
во екрануються i ефективно зменшують свої заря-

ди. По мiрi їх вiддалення це взаємне екранування
зменшується. Тому вiддалення ядер деякою мiрою
еквiвалентне поступовому збiльшенню заряду в не-
рухомих ядер вiд нуля до реального значення.

На рис. 7 зображено залежностi енергiї електро-
на в полi електричного диполя для значення за-
ряду ядра 𝑍 = 174 (𝜁 = 1,27). З рис. 3 бачимо,
що для 𝑍 = 174 перший рiвень уже повнiстю пе-
ретнув масову щiлину i занурився до нижнього
континууму, а другий рiвень (для додатного ядра)
вже перетнувся iз першим рiвнем для вiд’ємного
ядра i також перетнув нульове значення енергiї,
так що 𝜀(2𝑃 ) = −0,28 < 0. Цi три факти знаходять
своє вiдображення у поведiнцi енергiї та хвильових
функцiй електрона в потенцiалi диполя.

Перша “перетяжка” на суцiльних кривих на
рис. 7 вiдповiдає проходженню першого енергети-
чного рiвня електрона в полi одного ядра через
нуль (тобто випадок, розглянутий у попередньому
роздiлi). Як i ранiше, при переходi через цю пе-
ретяжку вiдбувається мiграцiя хвильової функцiї
з вiд’ємного ядра на додатне, що вiдображено на
рис. 8 (до перетяжки домiнує коефiцiєнт 𝑐2, а пi-
сля – 𝑐1). Ця мiграцiя може бути проiнтерпретова-
на як народження з вакууму електрон-позитронної
пари у зв’язаному з ядрами станi, так як це було
зроблено в попередньому роздiлi.

Зближення i вiддалення суцiльної i штрихової
кривих при 𝐷 ≈ 2,2 вiдповiдає перетину першо-
го рiвня в полi додатного ядра i другого рiвня в
полi вiд’ємного ядра (i навпаки). У цей момент
на вiд’ємно зарядженому ядрi вiдбувається пере-
хiд електрона iз заповненого другого рiвня (штри-
хова крива) на незаповнений перший рiвень (су-
цiльна крива), починає домiнувати коефiцiєнт 𝑐4
на рис. 8. Одночасно з цим, поблизу додатного
ядра електрон з першого рiвня переходить на вiль-
ний другий рiвень, тим самим звiльняючи мiсце i
створюючи передумови для народження наступної
пари.

Нарештi, друга перетяжка на суцiльних кривих
на рис. 7 вiдповiдає проходженню другого енер-
гетичного рiвня електрона в полi одного ядра че-
рез нуль. При переходi через перетяжку вiдбуває-
ться перелокалiзацiя хвильової функцiї з вiд’ємно-
го ядра на додатне (до перетяжки домiнує коефi-
цiєнт 𝑐4, а пiсля – 𝑐3, див. рис. 8). Це iнтерпрету-
ється як народження з вакууму другої електрон-
позитронної пари, аналогiчно до першого випадку.
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Отже, при поступовому адiабатичному збiль-
шеннi дипольного моменту вiдбувається народже-
ння з вакууму електрон-позитронних пар за ра-
хунок явища мiграцiї хвильової функцiї “морськи-
х” електронiв. Їх максимальна кiлькiсть дорiвнює
кiлькостi енергетичних рiвнiв електрона в полi
одного ядра (для заданого значення його заряду),
якi перетнули нульове значення енергiї.

5. Висновки

У роботi дослiджується новий тип надкритичної
нестабiльностi дiракiвських електронiв у потенцi-
алi скiнченного електричного диполя, утвореного
двома протилежно зарядженими ядрами.

Рiвняння Дiрака в данiй задачi не допускає роз-
дiлення змiнних, тому використовуються набли-
женi методи. Щоб обчислити спектр та хвильо-
вi функцiї електрона в полi диполя застосовує-
ться метод лiнiйних комбiнацiй атомних орбiталей
(ЛКАО). Вiн є досить простим у реалiзацiї i до-
зволяє бiльшiсть розрахункiв проводити аналiти-
чно, хоча, натомiсть, незастосовний при малих вiд-
станях мiж домiшками. В ролi атомних орбiталей
використовуються хвильовi функцiї основного та
кiлькох перших збуджених станiв електрона в по-
тенцiалi одного ядра, що центрованi на вiдповiд-
ному ядрi.

Якщо заряди кожного з ядер є достатньо вели-
кими, щоб найнижчий зв’язаний стан електрона в
полi одного з них перетинав рiвень 𝐸 = 0 (тоб-
то разом рiвнi електрона i позитрона перекрива-
ли iнтервал 2𝑚𝑐2), то при поступовому збiльшеннi
вiдстанi мiж центрами рiвнi електрона i позитро-
на спочатку виходять iз вiдповiдних континуумiв
i наближаються один до одного, прагнучи пере-
тнутися, але (в силу теореми про неперетинання
Вiгнера–фон Неймана) не перетинаються, а почи-
нають розходитися i згодом асимптотично пряму-
ють до рiвнiв у полi одного центра. Таким чином,
спектр має характерну “перетяжку”. При переходi
через неї хвильова функцiя електрона змiнює свою
локалiзацiю. Електрон на найвищому заповненому
станi мiгрує з вiд’ємно зарядженого центра на до-
датно заряджений. Ефективно це виглядає так, нi-
би електрон, що вийшов з дiракiвського вакууму,
локалiзується на додатному ядрi, екрануючи йо-
го, а бiля вiд’ємного ядра локалiзується позитрон.
Тобто, як i у випадку надкритичної нестабiльностi

з однойменно зарядженими ядрами, народжується
електрон-позитронна пара, але в данiй задачi вона
утворюється у зв’язаному станi. Також було пока-
зано, що за подальшого збiльшення зарядiв ядер
можливе народження бiльшої кiлькостi електрон-
позитронних пар.

Якщо ж заряди ядер замалi, щоб рiвнi електро-
на i позитрона разом перекрили iнтервал енергiї
2𝑚𝑐2, таких явищ не спостерiгається. Тому над-
критична нестабiльнiсть у полi диполя має поро-
говий характер.

Пороговi значення заряду ядер, якi необхiднi
для виникнення явища мiграцiї хвильової функцiї,
𝑍 ∼ 150. На жаль, насьогоднi ядер з таким заря-
дом не iснує у природi. До того ж, необхiдно мати
два ядра з протилежними знаками зарядiв. Цi фа-
кти практично унеможливлюють експерименталь-
не спостереження цього явища. Натомiсть, є надiя
на спостереження цього явища у графенi, оскiль-
ки тут пороговi значення зарядiв є порiвнянними
з одиницею i немає проблем зi створенням домi-
шок протилежних зарядiв (додатнi i вiд’ємнi йо-
ни). Цi домiшки можна рухати за допомогою голки
електронного мiкроскопа. Якщо спочатку зблизи-
ти їх, а потiм рознести на велику вiдстань, то вони
мають бути заекранованими. У цьому i проявиться
описане явище.

Висловлюю слова найщирiшої вдячностi
Е.В. Горбару та В.П. Гусинiну за цiннi поради i
поправки, внесенi пiд час обговорення матерiалiв
даної роботи.

ДОДАТОК
Iнтеграли перекриття, кулонiвськi
та обмiннi iнтеграли

У цьому Додатку наводяться обчислення iнтегралiв пере-
криття, кулонiвських та обмiнних iнтегралiв, якi виника-
ють при застосуваннi технiки ЛКАО в задачi про електрон
у дипольному потенцiалi.

Iнтеграли перекриття:

𝑆𝑖𝑖 = 1, 𝑆𝑗𝑖 = 𝑆*
𝑖𝑗 𝑖, 𝑗 = 1, 6, (A1)

𝑆12 ≡ 𝑆 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑖𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)Ω

†(1)Ω′(2)−

− 𝑖𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)Ω
′†(1)Ω(2)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 [𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2) cos 𝜃2 + 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1) cos 𝜃1] =

= |у 2 доданку 𝑧 → −𝑧| = 0, (A2)
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𝑆13 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑖𝑔0(𝑟1)𝑔0(𝑟1)Ω

†(1)Ω′(1)+

+ 𝑖𝑓0(𝑟1)𝑓0(𝑟1)Ω
′†(1)Ω(1)

]︁
=

=
1

4𝜋

∫︁
𝑑3𝑟1

[︁
𝑔0(𝑟1)𝑔0(𝑟1)− 𝑓0(𝑟1)𝑓0(𝑟1)

]︁
cos 𝜃1 = 0, (A3)

𝑆14 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)Ω

†(1)Ω(2)−

− 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)Ω
′†(1)Ω′(2)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧
[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)− 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1) cos(𝜃2 − 𝜃1)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧
[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)−

−
𝑧2 + 𝜌2 −𝑅2/4

𝑟1𝑟2
𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)

]︂
, (A4)

𝑆15 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑔0(𝑟1)𝑔1(𝑟1)Ω

†(1)Ω(1)+

+ 𝑓0(𝑟1)𝑓1(𝑟1)Ω
′†(1)Ω′(1)

]︁
=

=

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2 [𝑔0(𝑟)𝑔1(𝑟) + 𝑓0(𝑟)𝑓1(𝑟)]. (A5)

Слiд зауважити, що 𝑆15 = 0, коли 𝜁𝑎 = 𝜁, тому що в цьому
випадку |1⟩ i |5⟩ є власними функцiями одного i того ж
гамiльтонiана �̂�−(𝜁), що вiдповiдають рiзним енергiям, а
значить є ортогональними одна до одної:

𝑆16 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑖𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2)Ω

†(1)Ω′(2)−

− 𝑖𝑔1(𝑟2)𝑓0(𝑟1)Ω
′†(1)Ω(2)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 [𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2) cos 𝜃2 +

+ 𝑔1(𝑟2)𝑓0(𝑟1) cos 𝜃1] = |в 2 доданку𝑧 → −𝑧| =

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 (𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2)− 𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2)) cos 𝜃2, (A6)

𝑆23 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)Ω

′†(2)Ω′(1)−

− 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)Ω
†(2)Ω(1)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧
[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2) cos(𝜃2 − 𝜃1)− 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)

]︁
=

= |𝑧 → −𝑧| = −
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧

[︂
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)−

−
𝑧2 + 𝜌2 −𝑅2/4

𝑟1𝑟2
𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)

]︂
= −𝑆14, (A7)

𝑆24 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
−𝑖𝑔0(𝑟2)𝑔0(𝑟2)Ω

†(2)Ω′(2)−

− 𝑖𝑓0(𝑟2)𝑓0(𝑟2)Ω
′†(2)Ω(2)

]︁
=

= −
1

4𝜋

∫︁
𝑑3𝑟2

[︁
𝑔0(𝑟2)𝑔0(𝑟2)− 𝑓0(𝑟2)𝑓0(𝑟2)

]︁
cos 𝜃2 = 0, (A8)

𝑆25 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑖𝑔0(𝑟2)𝑓1(𝑟1)Ω

†(2)Ω′(1)−

− 𝑖𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2)Ω
′†(2)Ω(1)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 [𝑔0(𝑟2)𝑓1(𝑟1) cos 𝜃1 +

+ 𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2) cos 𝜃2] = |у 1 доданку 𝑧 → −𝑧| =

= −
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧
[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2)−

− 𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2)
]︁
cos 𝜃2 = −𝑆16, (A9)

𝑆26 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑔0(𝑟2)𝑔1(𝑟2)Ω

†(2)Ω(2)+

+ 𝑓0(𝑟2)𝑓1(𝑟2)Ω
′†(2)Ω′(2)

]︁
=

=

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2 (𝑔0(𝑟)𝑔1(𝑟) + 𝑓0(𝑟)𝑓1(𝑟)) = 𝑆15. (A10)

𝑆34 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
−𝑖𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)Ω

′†(1)Ω(2)+

+ 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1)Ω
†(1)Ω′(2)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧
[︁
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2) cos 𝜃1 +

+ 𝑔0(𝑟2)𝑓0(𝑟1) cos 𝜃2
]︁
= |у 2 доданку 𝑧 → −𝑧| = 0, (A11)

𝑆35 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
−𝑖𝑔1(𝑟1)𝑔0(𝑟1)Ω

′†(1)Ω(1)−

− 𝑖𝑓1(𝑟1)𝑓0(𝑟1)Ω
†(1)Ω′(1)

]︁
=

=
1

4𝜋

∫︁
𝑑3𝑟1

[︁
𝑔1(𝑟1)𝑔0(𝑟1)− 𝑓1(𝑟1)𝑓0(𝑟1)

]︁
cos 𝜃1 = 0, (A12)

𝑆45 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2)Ω

†(2)Ω(1)−

− 𝑔0(𝑟2)𝑓1(𝑟1)Ω
′†(2)Ω′(1)

]︁
=

1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧

[︂
𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2)−

−
𝑧2 + 𝜌2 −𝑅2/4

𝑟1𝑟2
𝑔0(𝑟2)𝑓1(𝑟1)

]︂
, (A13)

𝑆36 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
−𝑔1(𝑟2)𝑓0(𝑟1)Ω

†(1)Ω(2)+

+ 𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2)Ω
′†(1)Ω′(2)

]︁
=

= −
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧

[︂
𝑔1(𝑟2)𝑓0(𝑟1)−

−
𝑧2 + 𝜌2 −𝑅2/4

𝑟1𝑟2
𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2)

]︂
= |𝑧 → −𝑧| = −𝑆45, (A14)
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𝑆46 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑖𝑔1(𝑟2)𝑔0(𝑟2)Ω

′†(2)Ω(2)+

+ 𝑖𝑓1(𝑟2)𝑓0(𝑟2)Ω
†(2)Ω′(2)

]︁
=

= −
1

4𝜋

∫︁
𝑑3𝑟2

[︁
𝑔1(𝑟2)𝑔0(𝑟2)− 𝑓1(𝑟2)𝑓0(𝑟2)

]︁
cos 𝜃2 = 0, (A15)

𝑆56 =

∫︁
𝑑3𝑟

[︁
𝑖𝑔1(𝑟1)𝑓1(𝑟2)Ω

†(1)Ω′(2)−

− 𝑖𝑔1(𝑟2)𝑓1(𝑟1)Ω
′†(1)Ω(2)

]︁
=

=
1

2

∞∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 [𝑔1(𝑟1)𝑓1(𝑟2) cos 𝜃2 +

+ 𝑔1(𝑟2)𝑓1(𝑟1) cos 𝜃1] = | у 2 доданку 𝑧 → −𝑧| = 0, (A16)

Кулонiвськi iнтеграли:

𝐶
(1)
1 =

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2(𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟))𝑣(𝑟), (A17)

𝐶
(1)
3 =

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2(𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟))𝑣(𝑟), (A18)

𝐶
(2)
1 ≡ 𝐶 =

∫︁
𝑑3𝑟

1

4𝜋

(︀
𝑓2
0 (𝑟1) + 𝑔20(𝑟1)

)︀
𝑣(𝑟2) =

=
1

2

∞∫︁
0

𝑟2𝑑𝑟
(︀
𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟)

)︀
×

×
𝜋∫︁

0

𝑑𝜃 sin 𝜃 𝑣
(︁√︀

𝑟2 − 2𝑟𝑅 cos 𝜃 +𝑅2
)︁
=

=
1

2𝑅

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟
(︀
𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟)

)︀ 𝑟+𝑅∫︁
|𝑟−𝑅|

𝑑𝑥 𝑥𝑣(𝑥) =

=
1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
(︀
𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟)

)︀
+

+

∞∫︁
𝑅

𝑑𝑟 𝑟
(︀
𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟)

)︀
+𝒪(𝑟20), (A19)

𝐶
(2)
3 =

1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2(𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟))+

+

∞∫︁
𝑅

𝑑𝑟 𝑟(𝑓2
0 (𝑟) + 𝑔20(𝑟)) +𝒪(𝑟20), (A20)

𝐶
(2)
5 =

1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2
(︀
𝑓2
1 (𝑟1) + 𝑔21(𝑟1)

)︀
+

+

∞∫︁
𝑅

𝑑𝑟 𝑟
(︀
𝑓2
1 (𝑟1) + 𝑔21(𝑟1)

)︀
+𝒪(𝑟20). (A21)

Обмiннi iнтеграли:

𝐴
(1)
12 ≡ 𝐴 =

1

2

∞∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 𝑔0(𝑟1)×

× 𝑓0(𝑟2)
𝑧 −𝑅/2

𝑟2
(𝑣(𝑟1)− 𝑣(𝑟2)), (A22)

𝐴
(2)
13 =

1

2

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2(𝑔0(𝑟)𝑔0(𝑟)− 𝑓0(𝑟)𝑓0(𝑟))×

×
1∫︁

−1

𝑑𝑥 𝑥 𝑣
(︁√︀

𝑟2 +𝑅2 − 2𝑅𝑟𝑥
)︁
, (A23)

𝐴
(𝑘)
14 =

1

2

∞∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧

[︂
𝑔0(𝑟1)𝑓0(𝑟2)−

−
𝑧2 + 𝜌2 −𝑅2/4

𝑟1𝑟2
𝑓0(𝑟1)𝑔0(𝑟2)

]︂
𝑣(𝑟𝑘), 𝑘 = 1, 2, (A24)

𝐴
(2)
15 =

1

2

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2 (𝑔0(𝑟)𝑔1(𝑟) + 𝑓0(𝑟)𝑓1(𝑟))×

×
1∫︁

−1

𝑑𝑥 𝑣
(︁√︀

𝑟2 +𝑅2 − 2𝑅𝑟𝑥
)︁
=

=
1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2 (𝑔0(𝑟)𝑔1(𝑟) + 𝑓0(𝑟)𝑓1(𝑟)) + 𝑓0(𝑟2)+

+

∞∫︁
𝑅

𝑑𝑟 𝑟 (𝑔0(𝑟)𝑔1(𝑟) + 𝑓0(𝑟)𝑓1(𝑟)) +𝒪(𝑟20), (A25)

𝐴
(1)
16 =

1

2

∞∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 (𝑔0(𝑟1)𝑓1(𝑟2)−

− 𝑓0(𝑟2)𝑔1(𝑟1)) cos 𝜃2 𝑣(𝑟1), (A26)

𝐴
(1)
34 =

1

2

∞∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 𝑔0(𝑟1)×

× 𝑓0(𝑟2)
𝑧 +𝑅/2

𝑟1
(𝑣(𝑟1)− 𝑣(𝑟2)), (A27)

𝐴
(2)
35 =

1

2

∞∫︁
0

𝑑𝑟 𝑟2(𝑔1(𝑟)𝑔0(𝑟)− 𝑓1(𝑟)𝑓0(𝑟))×

×
1∫︁

−1

𝑑𝑥 𝑥 𝑣
(︁√︀

𝑟2 +𝑅2 − 2𝑅𝑟𝑥
)︁
, (A28)

𝐴
(2)
45 =

1

2

∞∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧

[︂
𝑔1(𝑟1)𝑓0(𝑟2)−

−
𝑧2 + 𝜌2 −𝑅2/4

𝑟1𝑟2
𝑓1(𝑟1)𝑔0(𝑟2)

]︂
𝑣(𝑟2), (A29)

𝐴
(1)
56 =

1

2

∞∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 𝑔1(𝑟1)𝑓1(𝑟2)
𝑧 −𝑅/2

𝑟2
(𝑣(𝑟1)− 𝑣(𝑟2)).

(A30)
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Надкритична нестабiльнiсть у полi протилежно заряджених ядер

O.O. Sobol

SUPERCRITICAL INSTABILITY
OF DIRAC ELECTRONS IN THE FIELD
OF TWO OPPOSITELY CHARGED NUCLEI

S u m m a r y

The Dirac equation for an electron in a finite dipole poten-

tial has been studied within the method of linear combination

of atomic orbitals (LCAO). The Coulomb potential of the nu-

clei that compose a dipole is regularized, by considering the

finite nuclear size. It is shown that if the dipole momentum

reaches a certain critical value, the novel type of supercritical-

ity occurs; namely, the wave function of the highest occupied

electron bound state changes its localization from the nega-

tively charged nucleus to the positively charged one. This phe-

nomenon can be interpreted as a spontaneous creation of an

electron-positron pair in vacuum, with each of the created par-

ticles being in the bound state with the corresponding nucleus

and partially screening it.
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