
АСТРОФIЗИКА I КОСМОЛОГIЯ

1050 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 12

И.У. ТАДЖИБАЕВ, С.Н. НУРИТДИНОВ, А.А. МУМИНОВ
Национальный университет Узбекистана
(Ул. Университетская, 2, Ташкент 100174, Узбекистан; e-mail: tadj_ikram@mail.ru,
nur200848@mail.ru, maa201609@gmail.com)

НЕЛИНЕЙНАЯ КОСМОЛОГИЯ СИСТЕМЫ
ШАРОВЫХ СКОПЛЕНИЙ ВОКРУГ ГАЛАКТИКУДК 524.4

Изучены вопросы происхождения систем шаровых скоплений звезд вокруг галактик на
фоне нелинейно нестационарной модели коллапсирующих галактик. Исследованы не-
устойчивости данной нелинейной модели относительно четырех мелкомасштабных
мод возмущений. При этом степень моды определяет в среднем количество скопле-
ний в системе. Построены критические диаграммы зависимости начального значения
вириального отношения от степени вращения коллапсирующей модели. Вычислены зна-
чения инкрементов соответствующих видов неустойчивостей. Выполнено сравнение
результатов расчета характеристик неустойчивостей рассмотренных мод колебаний.
К люч е вы е с л о в а: системы шаровых скоплений звезд, гравитационные неустойчиво-
сти, пульсирующая модель, самогравитирующие системы, космология шаровых скоп-
лений.

1. Введение

Шаровые скопления звезд (ШСЗ) – довольно сло-
жные звездные системы, которые наблюдаются во-
круг галактик Хаббловского типа и отличаются
от других скоплений существенно большим коли-
чеством звёзд, симметричной формой, близкой к
сферической, и высокой концентрацией физиче-
ски связанных звезд. Система же шаровых скопле-
ний звезд (СШСЗ) определяется как подсистема
галактики. При этом эти системы иногда (в слу-
чае спиральных галактик) вероятно могут состо-
ять из физически слабосвязанных ШСЗ. Согласно
современным наблюдениям, почти все типы гала-
ктик камертона Хаббла содержат СШСЗ в весьма
различной степени, причем количество скоплений
явно зависит от типа галактики. С точки зрения
наблюдений изучение СШСЗ в других галактиках
проводилось более активно, чем такая система в
нашей Галактике. В частности, с появлением ПЗС
камер, внимание к СШСЗ резко возросло (см., на-
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пример, [1–7] и ссылки там). Особо следует отме-
тить работу Харриса и др. [3] по тщательному сбо-
ру данных. В работе [5] нами был выполнен анализ
данных наблюдений и предложена классификация
СШСЗ, а в работе [6] приведены результаты изуче-
ния данных по СШСЗ спиральных и карликовых
галактик.

Анализ наблюдательных данных по СШСЗ да-
ёт нам возможность понять не только конкретные
статистические свойства самих ШСЗ, но и фи-
зику и этапы эволюции галактик. При этом хи-
мический состав и динамические характеристики
СШСЗ играют значительную роль в исследовани-
ях ранних стадий формирования галактик. Кроме
того, результаты, полученные из анализа данных
наблюдений СШСЗ, могут быть использованы, в
частности, для проверки проблем происхождения
их родительских галактик.

Вопросы происхождения СШСЗ непосредствен-
но связаны с космологической проблемой форми-
рования галактик. Существует два различных сце-
нария происхождения галактик – каскадная фра-
гментация и иерархическое скучивание [8, 9]. Со-
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гласно теории каскадной фрагментации [8], на ран-
ней стадии эволюции Вселенной вначале формиру-
ются протосверхскопления галактик, а затем из-
за их неустойчивости происходит процесс их по-
этапной фрагментации вплоть до протогалактик,
и только потом рождаются СШСЗ. Теория иерар-
хического скучивания [9] утверждает, что во Все-
ленной вначале возникают протооблака ШСЗ, ко-
торые постепенно объединяются в протогалакти-
ки, а те – в скопления галактик и, наконец, в
сверхскопления. Как видно, результаты исследо-
вания СШСЗ необходимы, в частности, в пробле-
ме сравнения сценариев формирования и эволю-
ции галактик.

2. Состояние теории происхождения СШСЗ

К настоящему времени происхождение не толь-
ко СШСЗ, но даже самих ШЗС далеко не изу-
чено. Исследование проблем происхождения ШСЗ
и их систем носит сильно отрывистый и чаще
всего умозрительный характер. Вопросов намно-
го больше, чем конкретных ответов. Так, напри-
мер, остается неясным, состоит ли ШЗС из звезд
одного поколения, или же оно состоит из звезд,
прошедших различные циклы эволюции с боль-
шой разницей в возрасте. Почему почти все ШСЗ
имеют достаточно сферическую форму и как это
связано с эффективностью звездообразования и
т.п. Вот почему в литературе имеется несколько
различных точек зрения на формирование ШСЗ
и их систем. Например, в работе [1] обсуждае-
тся теория происхождения ШСЗ в результате кол-
лапса протогалактики и различаются три моде-
ли. Согласно первой модели, ШСЗ формирую-
тся намного раньше, чем сама галактика, во вто-
рой модели ШСЗ и галактика образуются почти
одновременно, а в третьей модели ШСЗ образую-
тся явно после образования их родительских га-
лактик. Также рассматривается возможность ра-
зрушения скоплений в результате, например, ди-
намического трения, внутренней релаксации, при-
ливного взаимодействия и формирования звезд. В
работе [10] предполагается, что некоторые ШСЗ
образуются в процессе взаимодействия или сли-
яния галактик, объясняется существование моло-
дых ШСЗ в Магеллановых Облаках, а также ано-
мально богатые СШСЗ вокруг некоторых гала-
ктик и особенно в центрах скоплений галактик.

Авторы [11] предлагают теорию происхождения
шаровых скоплений и их систем в период колла-
пса протогалактики. При этом тепловая неустой-
чивость способствует развитию двухфазной стру-
ктуры в газе, если время остывания сравнимо со
временем свободного падения. Согласно [11], го-
рячая компонента, температура которой остается
близкой к вириальной, сжимает холодную компо-
ненту в дискретные облака с температурами око-
ло 104 K и средними плотностями в диапазоне 1–
10 M⊙/pc3.

В работе [12] изучены мультимодальные распре-
деления металличности ШСЗ в массивных гигант-
ских галактиках и исследуется проблема происхо-
ждения различных поднаселений ШСЗ. Ими най-
дено, что при разделении металлобогатых и метал-
лобедных подсистем, в галактиках с бимодальным
распределением металличности ШСЗ средняя ме-
талличность среди металлобогатых хорошо корре-
лируется со светимостью родительской галактики,
а для металлобедных никакой корреляции нет. Это
указывает на то, что металлобогатые скопления
относительно тесно связаны с галактикой. Одна-
ко, отношение металлобогатых скоплений к ме-
таллобедным коррелирует с параметром удельной
частоты. Галактики, имеющие высокую удельную
частоту ШСЗ, содержат большее количество ме-
таллобедных скоплений. В [12] утверждается, что
модель слияния двух галактик не может объя-
снить происхождение ШСЗ в гигантских галакти-
ках. Авторы полагают, что ШСЗ формируются в
двух различных фазах формирования звезд из га-
за с различной металличностью и это приводит
к бимодальному распределению. Металлобедные
ШСЗ образуются на ранней стадии коллапса про-
тогалактического облака, а металлобогатые обра-
зовались позднее из более обогащенного газа, при-
мерно одновременно с галактикой. Считается, что
металлобогатые ШСЗ в эллиптических галакти-
ках аналогичны металлобедным ШСЗ в гало спи-
ральных галактик. А ШСЗ в “дисках” спиральных
галактик, если они там есть, образовались намного
позже.

В [13] изучаются последние стадии коллапса и
выполнено сравнение с результатами анализа за-
дачи 𝑁 -тел. В ряде работ [10, 12, 14–17] обсуждае-
тся возможность формирования СШСЗ при слия-
нии двух галактик, но в них не учтены конкретные
данные наблюдений.
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Из вышеуказанных здесь работ, мы можем сде-
лать вывод о том, что в настоящее время нет
последовательно развитой теории формирования
ШСЗ. Нет также цельной теории происхождения
СШСЗ, где большое значение имеет построение то-
чных нестационарных моделей. Дело в том, что
независимо от типа сценария происхождения га-
лактик, каскадная теория формирования или ие-
рархическое скучивание, ясно то, что протооблака
шаровых скоплений звезд рождаются из-за грави-
тационной неустойчивости радиальных орбит на
фоне либо коллапсирующей протогалактики, ли-
бо расширяющейся сферической космологической
модели. Процессы гравитационной неустойчиво-
сти происходят на фоне нелинейно нестационар-
ной, ранней стадии динамической эволюции гра-
витирующих систем. В работах [6, 18] с целью не-
которого приложения результатов изучения гра-
витационной неустойчивости на фоне пульсирую-
щей модели нами впервые использована аналогия
гравитирующей системы с газовой моделью с по-
казателем адиабаты 5/3. Действительно, если ра-
нее многими авторами (см., например, [19] и ссыл-
ки там) для анализа эволюции звездных систем
использована аналогия с газовой моделью с по-
казателем адиабаты 5/3, то имеет смысл и обра-
тный способ, т.е. имея теоретические результаты
для бесстолкновительной сферической системы,
можно попробовать их приложить к сферической
газовой системе [6, 18].

3. Исходная нелинейно нестационарная
модель и основные уравнения

Для построения нелинейно нестационарной мо-
дели необходимо иметь в основе устойчивую в
линейном приближении равновесную конфигура-
цию. Метод построения нелинейно пульсирующих
моделей нестационарных бесстолкновительных са-
могравитирующих систем был предложен в рабо-
тах [20–22], используя метод лагранжевых коор-
динат. Суть этого метода подробно описана в мо-
нографии [22]. Обобщение стационарной сфериче-
ской равновесной модели Камма [23] на случай
нелинейных пульсаций выполнена в [24], а в [25]
приведена вращающаяся нестационарная фазовая
модель

Ψ(𝑟, 𝑣𝑟, 𝑣⊥, 𝑡, 𝜆) =
𝜌(𝑡)Π2

𝜋2

𝜒(𝑓)√
𝑓

×

× [1 + Ω𝑟𝑣⊥ sin 𝜃 sin 𝜂], (1)

где

𝑓 =

(︂
1− 𝑟2

Π2

)︂(︂
1

Π2
− 𝑣2⊥

)︂
−

−
(︂
𝑣𝑟 +

𝜆𝑟 sin𝜓√
1− 𝜆2Π2

)︂2
, (2)

𝜒 – функция Хевисайда, радиус системы меняе-
тся по закону 𝑅 = Π(𝑡)𝑅0, причем Π(𝜓) = (1+
+𝜆 cos𝜓)/(1− 𝜆2) имеет смысл коэффициента ра-
стяжения шара, 𝜓 – вспомогательная переменная
вместо времени 𝑡, точнее 𝜓 = 𝑒

∫︀ 𝑡
0
Π−1 𝑑 𝑡, 𝑒 =

=
√
1− 𝜆2, 𝜆 = 1−

(︁
2𝑇
|𝑈 |

)︁
0

– амплитуда пульсации,
которая принимает значения в интервале [0; 1], а(︁
2𝑇
|𝑈 |

)︁
0

– вириальное отношение в момент 𝑡 = 0,
Ω – параметр твердотельного вращения пульсиру-
ющей сферы (0 ≤ Ω ≤ 1), 𝑣𝑎 = −𝜆𝑟 sin𝜓/(𝑒Π2),
𝑣𝑏 = 𝑟/Π2. Остальные обозначения см. в [22, 25].

Для исследования неустойчивостей нестацио-
нарной модели (1) накладывается на нее малое,
в общем случае, несимметричное возмущение 𝛿Φ.
Линеаризуя уравнение движения

r̈ = − r

Π3
+ grad(𝛿Φ), (3)

получаем уравнение малых несимметричных коле-
баний отдельной частицы:

(1 + 𝜆 cos𝜓)
𝑑2𝛿r

𝑑𝜓2
+ 𝜆 sin𝜓

𝑑𝛿r

𝑑𝜓
+ 𝛿r =

=
1

(1− 𝜆2)
3 (1 + 𝜆 cos𝜓)

𝜕(𝛿Φ)

𝜕r
. (4)

Далее, для расчета возмущения плотности пере-
ходим к смещению центроида (𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧), усредняя
уравнение (4) по пространству скоростей. Тогда
можно написать следующее решение (4), исполь-
зуя аналог функции Грина 𝑆(𝜓,𝜓1):

𝛿r =
1

(1− 𝜆2)3

𝜓∫︁
−∞

(1 + 𝜆 cos𝜓1)
3 ×

× 𝑆(𝜓,𝜓1)

[︃
𝜕(𝛿Φ)

𝜕r

]︃
𝑑𝜓1. (5)

Возмущение потенциала возьмем в виде

𝛿Φ = 𝐴(𝜓)𝑟𝑁 exp(𝑖𝑚𝜑)𝑃𝑚𝑁 (cos 𝜃), (6)
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где 𝐴(𝜓) – искомая функция, N – главный индекс
возмущения, m – азимутальное волновое число,
𝑃𝑚𝑁 – символ присоединенного полинома Лежан-
дра. Подставляя (6) в (5) и сравнивая вычислен-
ное выражение возмущения плотности с теорети-
ческим [26], находим следующий нестационарный
аналог дисперсионного уравнения (НАДУ):

1

6
𝐴(𝜓)Π3 =

1

𝑁(𝑁 + 1)
𝑆1𝑁 +

𝑖𝑚Ω(𝑁 − 2)!

(𝑁 + 2)!
𝑆2𝑁 , (7)

где

𝑆1𝑁 =

𝜓∫︁
−∞

𝑊−1𝐸
𝑑𝑃𝑁 (cosh)

𝑑 cosh
𝑑𝜓1,

𝑆2𝑁 =

𝜓∫︁
−∞

𝑊−1𝐸 sinh
𝑑2𝑃𝑁 (cosh)

𝑑(cosh)
2 𝑑𝜓1.

Здесь

cosℎ =
𝑐(𝜆+ cos𝜓1) + 𝑒2𝑠 sin𝜓1

(1 + 𝜆 cos𝜓)(1 + 𝜆 cos𝜓1)
,

𝐸 =
1

𝑒6
(1 + 𝜆 cos𝜓1)

3
𝑆(𝜓,𝜓1) 𝐴 (𝜓1),

𝑊 =
1 + 𝜆 cos𝜓1

1 + 𝜆 cos𝜓
, 𝑐 = 𝜆+ cos𝜓, 𝑠 = sin𝜓.

Остальные обозначения даны в работах [20–22, 25].

4. Анализ мелкомасштабных
видов неустойчивостей

Мы рассматриваем модель формирования, где
происхождение СШСЗ на ранней стадии колла-
пса протогалактики обусловлено гравитационной
неустойчивостью нелинейно нестационарной моде-
ли относительно мод колебаний высоких степе-
ней, которые соответствуют достаточно мелкомас-
штабным возмущениям плотности коллапсирую-
щей галактики. При этом степень моды определя-
ет в среднем количество ШСЗ в системе. Согласно
классификации СШСЗ [5], система называется бе-
дной, если количество ШСЗ находится в интерва-
ле от (10; 100) и умеренной, если в интервале (100;
1000). Здесь мы рассмотрим четыре моды колеба-
ний: 𝑁 = 11, 𝑚 = 3; 𝑁 = 12, 𝑚 = 4; 𝑁 = 14, 𝑚 = 4,
𝑁 = 16, 𝑚 = 6. Из них первые две соответствуют
бедным системам, а последние два – умеренным.
Для указанных мод колебаний неустойчивость при
определенных начальных условиях способна при-
вести к формированию системы из сгущений, ко-
личество которых будет соответствовать случаю
бедных и умеренных СШСЗ.

Отметим, что расчеты мод высоких степеней
приводят к громоздким системам интегральных
или дифференциальных уравнений. Например, в
простом случае 𝑁 = 11, 𝑚 = 3, мы имеем систему
дифференциальных уравнений 44 порядка:

(1 + 𝜆 cos𝜓)
𝑑2𝛾𝜏
𝑑𝜓2

+ 𝜆 sin 𝜓
𝑑 𝛾𝜏
𝑑𝜓

+ 𝛾𝜏 =

= (1 + 𝜆 cos 𝜓)
3
(𝜆+ cos 𝜓)

𝑁−𝜏
sin𝜏−1𝜓 𝐴 (𝜓), (8)

где

𝐴(𝜓) =
1

(1 + 𝜆 cos𝜓)
20𝐾

3
11 (𝛾𝜏 ) , 𝜏 = 1, 11,

𝛾𝜏 =

𝜓∫︁
−∞

(1 + 𝜆 cos𝜓1)
3𝑆(𝜓,𝜓1)𝑎(𝜓1)×

× (𝜆+ cos𝜓1)
𝑁−𝜏

sin𝜏−1 𝜓1 𝑑𝜓1. (9)

Выражение для функции 𝐾3
11 приведено в прило-

жении.
Для решения НАДУ в виде (8) и (9) необходим

переход от интегральной формы к дифференци-
альной. По аналогии (4) и (5) из (9) находим си-
стему дифференциальных уравнений, порядок ко-
торой равен 44:

(1 + 𝜆 cos𝜓)
𝑑2𝛾𝜏
𝑑𝜓2

+ 𝜆 sin 𝜓
𝑑 𝛾𝜏
𝑑𝜓

+ 𝛾𝜏 =

= (1 + 𝜆 cos 𝜓)
3
(𝜆+ cos 𝜓)

𝑁−𝜏
sin𝜏−1𝜓𝐴 (𝜓).

Так, мы имеем систему дифференциальных
уравнений 44-порядка в случае 𝑁 = 11, 𝑚 = 3.
НАДУ для остальных (12, 4), (14, 4) и (16, 6) мод
колебаний является более громоздко, чем рассмо-
тренный случай и поэтому здесь не приводим. В
этих случаях соответствующие системы имеют 80,
120 и 180 скоплений. Для этих мод колебаний име-
ем систему дифференциальных уравнений 48-, 56-
и 64-порядка, соответственно.

5. Результаты и их обсуждение

Неустойчивости указанных четырех мод колеба-
ний нами исследовались численно, решая НАДУ
отдельно для каждой моды. Каждый раз мы реша-
ем проблему поиска областей неустойчивости кон-
кретной моды возмущения на диаграмме “вири-
альное отношение в исходный момент напротив па-
раметра вращения модели” методом устойчивости
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Рис. 1. Критические зависимости начального вириального отношения от параметра вращения: a – для 𝑁 =

= 11, 𝑚 = 3; b – для 𝑁 = 12, 𝑚 = 4; c – для 𝑁 = 14, 𝑚 = 4; d – для 𝑁 = 16, 𝑚 = 6

периодических решений [27]. Нами также найде-
ны соответствующие зависимости инкремента не-
устойчивости от значения вириального отношения
в момент начала коллапса.

Так, на рис. 1 приведены критические зависимо-
сти начального вириального отношения от пара-
метра вращения. Из графика видно, что с ростом
порядка мод критическое значение начального ви-
риального параметра уменьшается, это означает,
что область неустойчивости медленно сужается.
Темп неустойчивости, в общем, очень слабо зави-
сит от степени вращения коллапсирующей прото-
галактики.

На рис. 2 показано поведение инкрементов неу-
стойчивости в зависимости от вириального отно-
шения и параметра вращения. Значения инкре-
ментов неустойчивостей в каждом случае уве-
личиваются с ростом значения параметра вра-

щения. Расчеты показывают, что соответствую-
щая область неустойчивости начинается при ма-
лых значениях вириального параметра, например,
(2𝑇/ |𝑈 |)0 = 0,024 для моды (14, 4), а для моды (16,
6) (2𝑇/ |𝑈 |)0 = 0,018. Оба значения вириального
отношения соответствуют случаю без вращения, а
включение вращения приводит к дестабилизации.

Также нами проведено сравнение инкрементов
неустойчивости четырех мод колебаний при фи-
ксированных значениях параметра вращения. На-
до отметить, что среди исследованных мод колеба-
ний при всех значениях параметра вращения ли-
дирующим является мода (12, 4). С увеличением
степени моды колебаний инкременты неустойчиво-
сти постепенно уменьшаются.

Отметим, что использованная нами здесь анало-
гия между газовой средой с показателем адиабаты
5/3 и звездной системой для реальных объектов
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Рис. 2. Поведение инкрементов неустойчивости от (2𝑇/ |𝑈 |)0 и Ω: a – для 𝑁 = 11, 𝑚 = 3; b – для 𝑁 = 12,
𝑚 = 4; c – для 𝑁 = 14, 𝑚 = 4; d – для 𝑁 = 16, 𝑚 = 6. Цифрами у кривых обозначены значения параметра
вращения

дает приближенные оценки физического состоя-
ния в момент начала коллапса и неустойчивости.
Например, из найденного условия для вириально-
го отношения в случае моды (14, 4) нами найдено
критическое значение температуры протогалакти-
ки, которое оказалось равным 5,2 · 104 К. Наши
расчеты показывают, что формирование СШСЗ
происходит из-за неустойчивости радиальных дви-
жений в протогалактике.

Работа выполнялась в рамках гранта ОТ-Ф2-13
АНТ РУз.
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NONLINEAR COSMOLOGY OF GLOBULAR
CLUSTER SYSTEMS AROUND GALAXIES

S u m m a r y

The formation of systems of globular star clusters around

galaxies has been studied in the framework of a nonlinear-

nonstationary model of collapsing galaxies. Instabilities of the

model with respect to four perturbation modes are analyzed,

with the mode order determining the average number of clus-

ters in the system. Critical diagrams for the dependence of

the initial value of the virial ratio on the rotation degree

of collapsing model are plotted. The instability growth rates

are calculated, and the obtained instability parameters are

compared.
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