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ПЕРЕНОС ПОХИБОК
ТА СЕРЕДНIХ ВИМIРIВ ФIЗИЧНОЇ ВЕЛИЧИНИ
ДЛЯ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦIЙ 𝑥2 ТА

√
𝑥УДК 53.088.3

Отриманi “правила переносу похибки та середнього” однiєї вимiрюваної фiзичної вели-
чини на iншу, пов’язану з нею функцiйним зв’язком 𝑥2 або

√
𝑥. В цi правила по природi

закладена вагова схема Гауса. Тому вони мають добре працювати в рамках реальної
вагової схеми Гауса з дискретними даними реального фiзичного дослiдження (з “вибiр-
ками”). Аналiтична форма, в якiй представленi згаданi правила (“аналiтичнi правила
переносу”), а також їх точний характер дозволяє cпростити i прискорити процедуру
обробки й аналiзу експериментальних даних.
К люч о в i с л о в а: перенос похибок, перенос вiдхилень, перенос помилок.

1. Вступ

Дана робота присвячена актуальнiй темi оцiнки
похибок фiзичних величин при непрямих вимiрю-
ваннях i вирiшує частину загальної проблеми пе-
реносу похибок.

Бiльш детально проблема переносу похибок опи-
сана в [1, 2]. Є два пiдходи для вирiшення цiєї про-
блеми. Всi сучаснi теоретичнi й практичнi застосу-
вання, методики й розробки перенос помилок бу-
дують виключно на основi розкладу в ряд Тейлора
(“диференцiювання”) [4–12]. Проблематика “аналi-
тичного” переносу помилок найкраще окреслена в
[1]. В данiй роботi робляться певнi зусилля в цьому
напрямку, а саме розглянутi двi поширенi елемен-
тарнi функцiї 𝑥2 та

√
𝑥, i вона є логiчним продов-

женням роботи [2].

2. Новi правила обчислення
середнiх та переносу похибок
для елементарних функцiй 𝑥2 та

√
𝑥

Для отримання аналiтичних правил для двох ви-
браних функцiй (𝑥2 та

√
𝑥) середнє 𝑥сер та “похиб-

ка” 𝑘(Δ𝑥)2сер були прив’язанi (формалiзованi) до
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базових понять математичної статистики [2]:

𝑥сер ≈ 𝐸𝑥; 𝑘(Δ𝑥)2сер ≈ 𝐷𝑥,

де 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 – вiдповiдно, математичне очiкування
й дисперсiя вимiрюваної величини 𝑥, якi згiдно з
[1] визначаються рiвняннями:

𝜇 = 𝐸𝑥 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥;

𝐷𝑥 =

∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝐸𝑥)
2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝜇)2𝑓(𝑥)𝑑𝑥;

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1.

(1)

Для функцiйного зв’язку 𝑦 = ℎ(𝑥) математичне
очiкування й дисперсiя визначаються [1,2] як:

𝜒 = 𝐸ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥;

𝐷ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝐸2
ℎ.

(2)
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Найважливiшим серед розподiлiв 𝑓(𝑥) вважається
так званий нормальний (Гаусiв) розподiл ймовiр-
ностi [1, 2]:

𝑓(𝑥) =
𝑝√
𝜋
exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2];

𝑝2 =
1

2𝐷𝑥
; 𝜇 = 𝐸𝑥.

(3)

В рiвняннях (2), (3) 𝜇 = 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 входять до 𝑓(𝑥)
як параметри, тому, строго кажучи, 𝑓(𝑥) можливо
записати, як 𝑓(𝑥, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥):

𝐸ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥)𝑓(𝑥,𝐸𝑥, 𝐷𝑥)𝑑𝑥, (4)

𝐷ℎ + 𝐸2
ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥,𝐸𝑥, 𝐷𝑥)𝑑𝑥. (5)

Легко помiтити, що (4) та (5) – iнтегральнi рiвня-
ння, вирiшивши якi ми отримали б бажаний ана-
лiтичний зв’язок мiж 𝐸ℎ, 𝐷ℎ (аналогами середнiх
для функцiї ℎ(𝑥)) з одного боку та 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 (анало-
гами вимiряних середнiх) з iншого.

Виявилося, що можливо пiдiбрати табличнi iн-
теграли [3], подiбнi до (4) та (5) i таким чином ви-
рiшити задачу для двох елементарних функцiй (𝑥2

та
√
𝑥) (див. Додаток).

Згаданi спiввiдношення для функцiї 𝑥2 мають
вигляд:

𝐸ℎ = 𝐸𝑥2 = 𝐸2
𝑥 +𝐷𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷𝑥2 = 2𝐷2
𝑥 + 4𝐸2

𝑥𝐷𝑥,
(6)

де 𝐸 i 𝐷 – вiдповiдають середньому та похибцi
вимiряних даних, а 𝐸(𝑥2), 𝐷(𝑥2) – середньому та
похибцi переносу результатiв вимiрiв через фун-
кцiю 𝑥2.

Для функцiї
√
𝑥 спiввiдношення виглядють як:

𝐸4
ℎ = 𝐸4√

𝑥 = 𝐸2
𝑥 − 1

2
𝐷

𝑥
;

𝐷ℎ = 𝐷√
𝑥 = 𝐸𝑥 −

√︂
𝐸2

𝑥 − 1

2
𝐷𝑥,

(7)

𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 – вiдповiдають середньому та похибцi вимi-
ряних даних, а 𝐸√

𝑥 та 𝐷√
𝑥 – середньому та похиб-

цi переносу результатiв вимiрiв через функцiю
√
𝑥.

Таким чином, ми отримали (див. Додаток) ба-
жанi правила “переносу похибки” та обчислення
“змiщеного середнього” типу 𝐸ℎ = 𝐸ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥)
та 𝐷ℎ = 𝐷ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) для функцiй ℎ(𝑥) = 𝑥2 та
ℎ(𝑥) =

√
𝑥.

3. Застосуванння нових
правил до експериментальних даних

Набiр експериментальних даних являє собою су-
купнiсть окремих випадкових значень 𝑥𝑖 вимi-
ряної фiзичної величини 𝑥, так званої “вибiрки”
{𝑥𝑖}. Величина 𝑥 може мати безперервний розпо-
дiл [1] (iншими словами, працюють з величинами,
що випадково “вибранi приладом” з безперервної
множини).

Розглянемо, як будуть виконуватись отриманi
спiввiдношення саме у випадку вибiрок. Для цього
обчислимо середнi звичайним способом (який ми
беремо за взiрець) по 4-х вибiрках: за 2-ма набора-
ми експериментальних даних {𝑥𝑖} та за 2-ма набо-
рами обчислених функцiй 𝑥2 i

√
𝑥. I порiвняймо їх

з результатами, отриманими за спiввiдношеннями
(6), (7).

Приклад для 𝑥2

Як приклад для 𝑥 вiзьмемо вибiрку {𝑥𝑖} з 20 вимi-
рiв одного з параметрiв елементарної ґратки. Тут
i далi нижче вибiрки побудованi на основi даних
вимiрювань, отриманих за допомогою 3-кружного
дифрактометра [13, 14]:

{𝑥𝑖} = 9,75, 9,778, 9,792, 9,841, 9,841, 9,848, 9,848,

9,855, 9,855, 9,862, 9,722, 9,708, 9,659, 9,659, 9,652,

9,652, 9,645, 9,645, 9,638, 9,75 (Å).

Арифметичнi середнi (обчисленi по цiй виборцi з
сталою ймовiрнiстю 𝑤𝑖 = 1/20) дадуть нам такi
значення:

𝐸𝑛 = 9,75; 𝐷𝑛 = 0,00729; Δ𝑛 = 0,08945.

Використавши цi значення, як 1-ше наближення,
обчислюємо вже Гаусовi середнi (2–3 iтерацiї) згi-
дно з ваговою схемою Гауса:

𝐸𝑥 =
∑︁

𝑥𝑖𝑓𝑖; 𝐷𝑥 =
(︁∑︁

𝑥𝑖 − 𝐸𝑥

)︁2
𝑓𝑖;

Δ𝑥 =
√︀

𝐷𝑥,
(8)

де 𝑓𝑖 – ймовiрнiсть по виборцi, (нормована до 1):
𝑓𝑖 =

𝑤𝑖∑︀
𝑛 𝑤𝑖

;
∑︀

𝑛 𝑓𝑖 = 1; а

𝑤𝑖 =
𝑝√
𝜋
exp[−𝑝2(𝑥𝑖 − 𝜇)2], 𝑝2 =

1

2𝐷𝑥
. (9)

Отримуємо 𝐸𝑥 = 9,75; 𝐷𝑥 = 0,00537; Δ𝑥 = 0,07328.
Iншими словами, по цiй виборцi маємо 𝐸𝑥 = 9,75±
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Рис. 1. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷𝑥2 (𝐸𝑥, 𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

Рис. 2. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷√
𝑥(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

± 0,07. Для того, щоб правильно обчислити середнi
для функцiї 𝑥2 необхiдно побудувати нову стати-
стичну вибiрку {𝑥2

𝑖 } i вже по нiй обчислити потрi-
бнi середнi. Нова вибiрка буде:

{𝑥2
𝑖 } = 95,0625, 95,60928, 95,88326, 96,84528,

96,84528, 96,9831, 96,9831, 97,12103, 97,12103,

97,25904, 95,0625, 94,51728, 94,24526, 93,29628,

93,29628, 93,1611, 93,1611, 93,02602, 93,02602,

92,89104 (Å
2
).

Арифметичнi середнi дадуть нам такi значення:

𝐸𝑛 = 95,06979; 𝐷𝑛 = 2,7725; Δ𝑛 = 1,6651.

Використавши значення 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 та Δ𝑥 i рахуючи
згiдно з (8) та (9), отримаємо бажанi середнi для
функцiї 𝑥2 звичайним способом:

𝐸𝑥2 = 95,06786; 𝐷𝑥2 = 2,04139; Δ𝑥2 = 1,42877.

“Перенос помилок” за отриманими спiввiдношен-
нями (6) дає такi значення:

𝐸𝑥2 = 95,06787; 𝐷𝑥2 = 2,042; Δ𝑥2 = 1,42899.

Тут i далi ми навмисне залишили на розгляд бiль-
ше знакiв, нiж потрiбно ( 𝐷𝑥 – 2 знаки; Δ𝑥 – вза-
галi 1), щоб мати змогу повнiше вiдслiдкувати всi
обчислення.

Зважаючи на це, можна стверджувати, що в ви-
падку функцiї 𝑥2 стандартнi вiдхилення Δ𝑥2 повнi-
стю збiгаються. Iншими словами, “перенос помило-
к” за спiввiдношеннями (6) функцiї 𝑥2 – правиль-
ний i добре працює для вибiрок.

Приклад для
√
𝑥

Розглянемо ще один приклад, для функцiї
√
𝑥. Ви-

користаємо вибiрку вимiрiв 𝑎2 прямої елементар-
ної ґратки:

{𝑦𝑖} = {𝑥2
𝑖 } = 40,45, 40,895, 40,984, 41,518, 41,518,

41,607, 41,607, 41,696, 41,785, 41,785, 40,45, 40,005,

39,916, 39,382, 39,382, 39,293, 39,293, 39,204,

39,115, 39,115 (Å
2
).

Згiдно з використаною вище стандартною схемою
обчислень середнiх для вибiрки:

а) Обчислюємо спочатку арифметичнi середнi
(ймовiрнiсть 𝑤𝑖 = 1/20) –

𝐸𝑛 = 40,45; 𝐷𝑛 = 1,05587; Δ𝑛 = 1,02756.

б) Далi обчислюємо Гаусовi середнi з ваговою
схемою (9):

𝐸𝑦 = 40,45; 𝐷𝑦 = 0,79847; Δ𝑦 = 0,89357.

в) Утворюємо масив-вибiрку (згiдно з функцiєю√
𝑦):

{√𝑦𝑖} = 6,36003, 6,39492,, 6,40187, 6,44345,

6,44345, 6,45035, 6,45035, 6,45724, 6,46413, 6,46413,

6,36003, 6,32495, 6,31791, 6,27551, 6,27551,

6,26841, 6,26841, 6,26131, 6,2542, 6,2542 (Å).
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Арифметичнi середнi дадуть нам такi значення:

𝐸√
𝑦 = 6,35952; 𝐷√

𝑦 = 0,00653; Δ√
𝑦 = 0,08081.

Робимо статистичну обробку цiєї вибiрки, викори-
ставши значення 𝐸𝑦, 𝐷𝑦 та Δ𝑦:

𝐸√
𝑦 = 6,35965; 𝐷√

𝑦 = 0,00494; Δ√
𝑦 = 0,07029.

Розрахунки за спiввiдношеннями (11) дають такi
значення “переносу помилок”:

𝐸√
𝑦 = 6,35964; 𝐷√

𝑦 = 0,00494; Δ√
𝑦 = 0,07025.

Як ми бачимо в цьому випадку збiгання – iдеальне.
Тобто, як i у випадку функцiї

√
𝑥 “перенос поми-

лок” за спiввiдношеннями (7) – правильний i добре
працює для вибiрок.

Слiд зауважити, що “роботу оберненої форму-
ли” варто було б перевiрити на вибiрках для бiльш
широкого дiапазону середнiх та дисперсiй, але це
виходить за рамки даної статтi.

4. Деякi загальнi риси
отриманих спiввiдношень

Аналiтичний вигляд отриманих правил переносу
дозволяє легко видiлити особливостi вiдповiдних
спiввiдношень i навiть побудувати графiчнi зале-
жностi, що дуже корисно для планування фiзично-
го експерименту та його аналiзу.

1. Слiд наголосити, що величини 𝐸ℎ, 𝐷ℎ, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥

взаємно пов’язанi, а також i те, що 𝐸ℎ й 𝐷ℎ – фун-
кцiї 2-х змiнних, а не однiєї:

𝐸ℎ = 𝐸ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷ℎ = 𝐷ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥).

До цього буває важко звикнути, як, наприклад, до
факту, що похибки функцiй ℎ(𝑥) Δ(𝑥2) або Δ(

√
𝑥)

залежать вiд намiряного середнього значення 𝑥сер.
2. Iнакше важко збагнути факт, що 𝐸𝑥2 нiколи,

за нiяких вимiрiв, не може прийняти 0 – значення.
Бiльше того, 𝐸𝑥2 буде завжди бiльше 𝐷𝑥, точнiше
𝐸𝑥2 > 𝐷𝑥 (10), 1-е рiвняння.

3. З цим же висновком пов’язана умова для зво-
ротної функцiї (

√
𝑥), яка випливає з 1-го рiвняння

(11) : 𝐸𝑦 > 1
2𝐷𝑦.

4. Все це добре видно на рис. 1 та 2, де поданi
залежностi дисперсiй функцiй:

𝐷ℎ = 𝐷𝑥2(𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷ℎ = 𝐷√
𝑥(𝐸𝑥, 𝐷𝑥);

вiд значень вимiрюваних “середнiх” вiдповiдних
аргументiв 𝐸𝑥 (𝐷𝑥 – параметр).

5. Крiм того, сама можливiсть мати графiчний
вигляд отриманих спiввiдношень дає змогу обгово-
рювати характер майбутнiх вимiрiв, планувати їх.

6. Зауважимо, що в граничному випадку 𝐷𝑥 = 0:

𝐸𝑥2 = 𝐸2
𝑥; 𝐷𝑥2 = 0;

𝐸√
𝑥 =

√︀
𝐸𝑥; 𝐷√

𝑥 = 0;

i при цьому можна користуватись “звичайними”
правилами переносу:

𝐸𝑥2 = 𝐸2
𝑥; 𝐸√

𝑥 =
√︀

𝐸𝑥.

В iнших випадках, коли 𝐷𝑥 мають помiтнi величи-
ни, вирази для 𝐸𝑥2 (6), (7) дадуть бiльш правильнi
значення.

5. Висновки

1. Спiввiдношення (6), (7) дають правильний ре-
зультат для виборок i можуть бути широко засто-
сованi для скорочення i суттєвого спрощення об-
числювальних процедур статистичних обчислень
для функцiй 𝑥2 та

√
𝑥.

2. У випадку вiдсутностi початкового масиву
експериментальних данних є чи не єдиним про-
стим i правильним способом отримання 𝐸ℎ, 𝐷ℎ i
похибки 𝜎 зазначених функцiй.

3. Оскiльки 𝐷ℎ та похибки 𝜎 для обох розгляну-
тих функцiй практично збiгаються з дiйсними зна-
ченнями, можливий точний перенос похибок для
ланцюжка функцiй типу (

√︀
(
√
𝑥)2)2... або ж вра-

ховуючи результати [2] iншою сумiшшю функцiй
𝑥2,

√
𝑥, cos(𝑥), arccos(𝑥).

4. Тому на основi отриманих аналiтичних спiв-
вiдношень можливо побудувати два простих унi-
версальних програмних алгоритми (загального
призначення) для обчислення пар окремих зна-
чень (𝐸(𝑥2);𝐷(𝑥2)) та (𝐸(

√
𝑥);𝐷(

√
𝑥)), що можуть

бути вбудованi, як окремi модулi (пiдпрограми), в
будь-якi програмнi процедури. При цьому цей ал-
горитм буде прозорим (легким для читання). Це
принципово неможливо при iнших методах пере-
носу, оскiльки в них потрiбно розкладати в ряд
або диференцiювати всю суперпозицiю функцiй,
як єдине цiле. I для кожної задачi треба будува-
ти окрему процедуру.

5. Можливо передбачити величину похибки
функцiї i побудувати її графiчну залежнiсть вiд
планованої областi вимiрiв фiзичної величини.
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6. Цiкавою є можливiсть отримати точне значе-
ння змiщення середнього для 𝐸(𝑥2) та 𝐸(

√
𝑥). В

наведених прикладах це змiщення нiяк не впливає
на значення цих середнiх i не вiдiграє нiякої ро-
лi, але воно iснує i в деяких застосуваннях його
значення може використовуватись.

ДОДАТОК

В цьому додатку наведений математичний доказ правиль-
ностi отриманих спiввiдношень для 2-х функцiй 𝐸(𝑥2) та
𝐸(

√
𝑥), тобто шлях зведення iнтегральних рiвнянь (4) i (5)

до табличних iнтегралiв i приведення отриманих спiввiдно-
шень до зручного вигляду (6) та (7).

Математичне очiкування 𝐸ℎ для функцiї ℎ(𝑥) = 𝑥2

У випадку ℎ(𝑥) = 𝑥2 рiвняння (4), з урахуванням Гаусового
розподiлу (3) виглядяє як:

𝐸ℎ = 𝐸𝑥2 =

∞∫︁
−∞

𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

𝑥2

√︂
𝑝

𝜋
exp[−𝑝(𝑥− 𝜇)2] =

=

√︂
𝑝

𝜋

∞∫︁
−∞

𝑥2 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑝𝑥𝜇− 𝑝𝜇2]𝑑𝑥 =

=

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)

∞∫︁
−∞

𝑥2 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑝𝑥𝜇]𝑑𝑥 =

=

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)𝐽, (10)

де 𝐽 =
∞∫︀

−∞
𝑥2 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑝𝜇𝑥]𝑑𝑥.

Iнтегральний вираз J є по сутi табличним iнтегралом 𝑇8

(3.462.8) [3], який має вигляд:

𝑇8 =

∞∫︁
−∞

𝑥2 exp[−𝑝𝑥2+2𝑞𝑥]𝑑𝑥 =
1

2𝑝

√︂
𝜋

𝑝

(︂
1 + 2

𝑞2

𝑝

)︂
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
.

Легко помiтити, що 𝐽 = 𝑇8, при 𝑞 = 𝑝𝜇. Пiдставивши це
значення в вираз для 𝑇8, маємо:

𝐽 =
1

2𝑝

√︂
𝜋

𝑝

(︂
1 + 2

𝑝2𝜇2

𝑝

)︂
exp

(︂
𝑝2𝜇2

𝑝

)︂
=

=
1

2𝑝

√︂
𝜋

𝑝
(1 + 2𝑝𝜇2) exp(𝑝𝜇2).

Пiсля включення цього виразу в рiвняння (10), отримуємо
𝐸𝑥2 :

𝐸ℎ = 𝐸𝑥2 =

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)𝐽 =

=

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)

1

2𝑝

√︂
𝜋

𝑝
(1 + 2𝑝𝜇2) exp(𝑝𝜇2) =

=
1

2𝑝
(1 + 2𝑝𝜇2) =

1

2𝑝
+ 𝜇2.

Враховуючи те, що 𝑝 = 1
2𝐷(𝑥)

= 1
2𝐷𝑥

, згiдно з (4), остаточно
маємо:

𝐸ℎ = 𝐸𝑥2 = 𝜇2 +𝐷𝑥 = 𝐸2
𝑥 +𝐷𝑥. (11)

Це – майже очiкуваний результат. Наявнiсть “змiщення” 𝐷𝑥

можна iгнорувати (при невеликих 𝐷𝑥 ≈ 0), але (15) – це
точна робоча формула для ℎ(𝑥) = 𝑥2 .

Дисперсiя 𝐷ℎ для функцiї ℎ(𝑥) = 𝑥2

З рiвняння (5) маємо “перенос похибки”:

𝐷(𝑥2) =

∞∫︁
−∞

𝑥4𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝐸2
ℎ = 𝐽0 − 𝐸2

ℎ. (12)

Розглянемо тепер iнтеграл 𝐽0. Вiн зводиться до вiдпо-
вiдного табличного iнтеграла перетвореннями, подiбними
до (10):

𝐽0 =

∞∫︁
−∞

𝑥4𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

𝑥4

√︂
𝑝

𝜋
exp[−𝑝(𝑥− 𝜇)2] =

=

√︂
𝑝

𝜋

∞∫︁
−∞

𝑥4 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑝𝑥𝜇− 𝑝𝜇2]𝑑𝑥 =

=

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)

∞∫︁
−∞

𝑥4 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑝𝑥𝜇]𝑑𝑥 =

=

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)𝐽01, (13)

де

𝐽01 =

∞∫︁
−∞

𝑥4 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑝𝜇𝑥]𝑑𝑥.

Iнтегральний вираз 𝐽01 має вигляд табличного iнтеграла
𝑇2 (3.462.2) або табличного iнтеграла 𝑇

′
2 (3.461.2), рiшення

яких в [3] записанi в двох формах:

𝑇2 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝑛 exp[−𝑝𝑥2+2𝑞𝑥]𝑑𝑥=
1

2𝑛−1𝑝

√︂
𝜋

𝑝

𝑑𝑛−1

𝑑𝑞𝑛−1

[︂
𝑞 exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
,

𝑇 ′
2 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝑛 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑞𝑥]𝑑𝑥 =

= 𝑛!

√︂
𝜋

𝑝
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂(︂
𝑞

𝑝

)︂𝑛 𝐸(𝑛2)∑︁
𝑘=0

1

(𝑛− 2𝑘)!𝑘!

(︂
𝑝

4𝑞2

)︂𝑘
.

При 𝑛 = 4 обидвi форми приводять до одного й того ж
виразу, тобто 𝑇 ′

2 = 𝑇2. Отже маємо при 𝑛 = 4:

𝐽01 = 𝑇2 =

∞∫︁
−∞

𝑥4 exp[−𝑝𝑥2 + 2𝑞𝑥]𝑑𝑥 =

=
1

23𝑝

√︂
𝜋

𝑝

𝑑3

𝑑𝑞3

[︂
𝑞 exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
=

1

8𝑝

√︂
𝜋

𝑝
𝐽02,

де

𝐽02 =
𝑑3

𝑑𝑞3

[︂
𝑞 exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
=

𝑑2

𝑑𝑞2

[︂
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

2𝑞2

𝑝
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
=
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=
𝑑

𝑑𝑞

[︂
2𝑞

𝑝
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

4𝑞

𝑝
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

4𝑞3

𝑝2
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
=

=
𝑑

𝑑𝑞

[︂
6𝑞

𝑝
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

4𝑞3

𝑝2
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
=

=

[︂
6

𝑝
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

12𝑞2

𝑝2
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

12𝑞2

𝑝2
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
+

+
8𝑞4

𝑝3
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂]︂
=

[︂
6

𝑝
+

24𝑞2

𝑝2
+

8𝑞4

𝑝3

]︂
exp

(︂
𝑞2

𝑝

)︂
.

Пiдставивши значення 𝑞 = 𝑝𝜇, добуваємо:

𝐽02 =

[︂
6

𝑝
+

24𝑝2𝜇2

𝑝2
+

8𝑝4𝜇4

𝑝3

]︂
exp

(︂
𝑝2𝜇2

𝑝

)︂
=

=

[︂
6

𝑝
+ 24𝜇2 + 8𝑝𝜇4

]︂
exp(𝑝𝜇2).

Вiдповiдно

𝐽01 = 1
8𝑝

√︁
𝜋
𝑝
𝐽02 =

1

8𝑝

√︂
𝜋

𝑝

[︂
6

𝑝
+ 24𝜇2 + 8𝑝𝜇4

]︂
exp(𝑝𝜇2) =

=

√︂
𝜋

𝑝
exp(𝑝𝜇2)

[︂
3

4𝑝2
+ 3

𝜇2

𝑝
+ 𝜇4

]︂
.

Вбудувавши це значення в (13) i врахувавши, що 𝑝 = 1
2𝐷𝑥

,
маємо:

𝐽0 =

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)𝐽01 =

√︂
𝑝

𝜋
exp(−𝑝𝜇2)

√︂
𝜋

𝑝
exp(𝑝𝜇2)×

×
[︂

3

4𝑝2
+ 3

𝜇2

𝑝
+ 𝜇4

]︂
=

3

4𝑝2
+ 3

𝜇2

𝑝
+ 𝜇4 =

=
3

4
4𝐷2

𝑥 + 3𝜇22𝐷𝑥 + 𝜇4 = 3𝐷2
𝑥 + 6𝜇2𝐷𝑥 + 𝜇4.

З урахуванням 𝐽0 i (12) отримуємо для 𝐷(𝑥2) (дисперсiю
для функцiї ℎ(𝑥) = 𝑥2):

𝐷(𝑥2) = 𝐽0 − 𝜒2 = 3𝐷2
𝑥 + 6𝜇2𝐷𝑥 + 𝜇4 − (𝜇2 +𝐷𝑥)

2 =

= 3𝐷2
𝑥 + 6𝜇2𝐷𝑥 + 𝜇4 − 𝜇4 − 2𝜇2𝐷𝑥 −𝐷2

𝑥 =

= 2𝐷2
𝑥 + 4𝜇2𝐷𝑥 = 2𝐷2

𝑥 + 4𝐸2
𝑥𝐷𝑥.

Остаточний результат:

𝐷(𝑥2) = 2𝐷2
𝑥 + 4𝜇2𝐷𝑥 = 2𝐷2

𝑥 + 4𝐸2
𝑥𝐷𝑥. (14)

Тобто це i буде правило “переносу помилок” для ℎ(𝑥) = 𝑥2.
Слiд зауважити, що всi цi процедури (розкриття пiдiнте-

гральних виразiв у суму iнтегралiв, перенесення констант,
тощо) – коректнi з погляду правил статистики [1].

Середнє 𝐸ℎ та дисперсiя 𝐷ℎ

для функцiї ℎ(𝑥) =
√

𝑥

Безпосереднiй шлях обчислення 𝐸√
𝑥 та 𝐷√

𝑥 через табли-
чнi iнтеграли – досить проблематична справа. Бажанi спiв-
вiдношення можно отримати, розглядаючи функцiю 𝐷√

𝑥,
як зворотну до 𝑥2, використавши спiввiдношення (6).

Дiйсно, рiвняння (6) дають нам явний з’вязок мiж чо-
тирма iнтегралами 𝐸𝑥2 , 𝐷𝑥2 , 𝐸𝑥, 𝐷𝑥. Грубо кажучи, мiж
4-ма числами 𝐸𝑥2 , 𝐷𝑥2 , 𝐸𝑥, 𝐷𝑥:

𝐸𝑥2 = 𝐸𝑥2 (𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷𝑥2 = 𝐷𝑥2 (𝐸𝑥, 𝐷𝑥). (15)

Якщо з рiвнянь (6) та (15) визначити функцiї 𝐸𝑥 =

𝐸𝑥(𝐸𝑥2 , 𝐷𝑥2 ) i 𝐷𝑥 = 𝐷𝑥(𝐸𝑥2 , 𝐷𝑥2 ), оберненi до функцiй
(15), то вони також мусять правильно описувати матема-
тичнi зв’язки мiж чотирма iнтегралами 𝐸𝑥, 𝐷𝑥, 𝐸𝑥2 , 𝐷𝑥2 .

При цьому, якщо 𝐸𝑥2 та 𝐷𝑥2 будуть отриманi в якийсь
iнший спосiб (наприклад, вимiрянi) i будуть мати тi ж чи-
словi значення, що й обчисленi за (15), то вони знов-таки
задовiльнять рiвняння зв’язку чотирьох iнтегралiв (6) та
(15) тодi i тiльки тодi, коли 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 матимуть тi самi зна-
чення, що заданi в (19).

Iншими словами, якщо 𝑦 = 𝑥2 i, вiдповiдно, 𝑥 =
√
𝑦, то

спiввiдношення 𝐸𝑥 = 𝐸𝑥(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦) i 𝐷𝑥 = 𝐷𝑥(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦), обер-
ненi рiвнянням (6) та (15), дадуть нам вiрнi значення iнте-
гральних виразiв математичного очiкування 𝐸𝑥 i дисперсiї
𝐷𝑥, визначених згiдно з (8) та (9) для функцiї випадкової
величини 𝑦, яка зв’язана зi змiнною 𝑥 законом 𝑦 = 𝑥2 або
𝑥 =

√
𝑦.

Тобто, вирiшивши (6) i (15) вiдносно 𝑥, ми простим обчи-
сленням можемо отримувати значення 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 позначення-
ми 𝐸𝑦 , 𝐷𝑦 , якi є середнiми для вимiрiв випадкової величини
𝑦, яка пов’язана з 𝑥 спiввiдношенням 𝑥 =

√
𝑦.

Вирiшимо (6). Для цього перепишемо їх, вiдповiдно, у
виглядi:

𝐸𝑦 = 𝐸2
𝑥 +𝐷𝑥, (16)

𝐷𝑦 = 2𝐷2
𝑥 + 4𝐸2

𝑥𝐷𝑥. (17)

Пам’ятаючи, що iнтеграли 𝐸𝑦 i 𝐷𝑦 пов’язанi з функцiєю
𝑦 = 𝑥2, а iнтеграли 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 – з функцiєю 𝑥 =

√
𝑦 . Вирi-

шимо цi рiвняння вiдносно iнтегралiв 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥. Для цього
пiднесемо обидвi частини (16) в квадрат i домножимо на 2.
Отримаємо:

2𝐸2
𝑦 = 2(𝐸2

𝑥 +𝐷𝑥)
2.

Розкривши дужки правої частини i вiднявши результат вiд
обох частин (17), маємо:

𝐷𝑦 − 2𝐸2
𝑦 = 2𝐷2

𝑥 + 4𝐸2
𝑥𝐷𝑥 − [2(𝐸2

𝑥 +𝐷𝑥)
2] =

= 2𝐷2
𝑥 + 4𝐸2

𝑥𝐷𝑥 − 2𝐸4
𝑥 − 4𝐸2

𝑥𝐷𝑥 − 2𝐷2
𝑥 = −2𝐸4

𝑥.

Звiдси ми отримуємо явну функцiю 𝐸𝑥(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦):

𝐸4
𝑥 = 𝐸2

𝑦 −
1

2
𝐷𝑦 . (18)

Записуючи (16) у виглядi 𝐷𝑥 = 𝐸𝑦−𝐸2
𝑥 i пiдставивши з (18)

значення 𝐸2
𝑥 =

√︁
𝐸2

𝑦 − 1
2
𝐷𝑦 (для радикала беремо знак +,

зваживши, що 𝐸2
𝑥 > 0 ), остаточно маємо явну функцiю

𝐷𝑥(𝐸𝑦 , 𝐷𝑦):

𝐷𝑥 = 𝐸𝑦 −
√︂

𝐸2
𝑦 −

1

2
𝐷𝑦 . (19)

Слiд зауважити, що зробленi перетворення не протирiчать
правилам статистики (1), тобто є коректними.

Наостанок перепишемо отриманi спiввiдношення (16)–
(19) у бiльш зрозумiлому символiчному виглядi, де 𝑥 – по-
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значена вимiрювана фiзична величина (аргумент), а ℎ – вiд-
повiдна функцiя (𝑥2;

√
𝑥):

𝐸ℎ = 𝐸𝑥2 = 𝐸2
𝑥 +𝐷𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷𝑥2 = 2𝐷2
𝑥 + 4𝐸2

𝑥𝐷𝑥;

𝐸4
ℎ = 𝐸4√

𝑥
= 𝐸2

𝑥 −
1

2
𝐷𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷√
𝑥 = 𝐸𝑥 −

√︂
𝐸2

𝑥 −
1

2
𝐷𝑥.

(20)

Враховуючи результати [2], корисно привести ще 4 “аналi-
тичнi” переноси для 2-х функцiй (cos(𝑥), arcos(𝑥)):

𝐸ℎ = 𝐸cos = exp

(︂
−
𝐷𝑥

2

)︂
cos𝐸𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷cos =
1

2
[1− exp(−𝐷𝑥)][1− exp(−𝐷𝑥 ) cos 2𝐸𝑥];

𝐸ℎ = 𝐸arccos = arccos
𝐸𝑥

±
√︁

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

;

𝐷ℎ = 𝐷arccos = ln

(︃
1

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

)︃
.

(21)

Якщо зважити на формалiзацiю:

𝑥 ≈ 𝐸𝑥; 𝑘(Δ𝑥)2 ≈ 𝐷𝑥,

то отриманi спiввiдношення (20), (21) дають нам бажанi
“правила переносу” середнiх та похибок для функцiй 𝑥2,√
𝑥, cos(𝑥), arcos(𝑥):

𝑋 → 𝐻; |Δ𝑋| → |Δ𝐻|.

Матерiали по циклу робiт були представ-
ленi на семiнарах 8 вiддiлiв Iнституту Фiзи-
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G.G.Rode

PROPAGATION OF THE MEASUREMENT ERRORS
AND MEASURED MEANS OF PHYSICAL QUANTITIES
FOR THE ELEMENTARY FUNCTIONS 𝑥2 AND

√
𝑥

S u m m a r y

Rules for the propagation of the error and the mean value ob-

tained for a measured physical quantity 𝑥 onto another one,

which is coupled to the former by means of the 𝑥2 or
√
𝑥 func-

tional relation, have been derived. Those rules are inherently

based on the Gaussian weight scheme, so that they should pro-

vide correct results in the framework of the latter with discrete

data, which is typical of a real physical experiment (with sam-

plings). The obtained analytical form that cummulates the

mentioned rules (the “analytical propagation rules”) and their

exact character allow the processing and the analysis of exper-

imental data to be simplified and accelerated.
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