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ВИЗНАЧЕННЯ ПРУЖНОСТI СТIНОК АРТЕРIЙ
В ПРОЦЕСI УЛЬТРАЗВУКОВОГО ДОСЛIДЖЕННЯУДК 616.12-008.33-073.7

В данiй статтi вивчається напружений стан бiологiчної тканини, а саме: стiнки ар-
терiї, при поширеннi пульсової хвилi. Артерiя розглядається як канал в пружному
середовищi. Моделлю кровi є iдеальна рiдина. Задача зводиться до розв’язання системи
рiвнянь, що складається з рiвнянь пружної рiвноваги та ейлерових рiвнянь гiдродина-
мiки. Першi описують поведiнку оточення артерiї, другi – течiю кровi в артерiї. В
результатi розв’язання системи рiвнянь, отримано формулу, що пов’язує зсувний мо-
дуль пружного середовища iз характеристиками пульсової хвилi – швидкiстю кровi та
деформацiєю стiнки аорти, якi можна визначати за допомогою традицiйного ультра-
звукового дослiдження. Як приклад, визначено зсувний модуль стiнки сонної артерiї.
К люч о в i с л о в а: артерiальний тиск, пульсовий тиск, ультразвукове дослiдження, зсув-
ний модуль, судинна стiнка.

1. Вступ

За своєю тематикою дана стаття вiдноситься до
медичної фiзики – науки, що виникла на стиковi
фiзики та медицини. Як це зазначено в заголовку
статтi, конкретна проблема, що нас цiкавить в да-
ному випадку – це деформацiйнi властивостi стiн-
ки артерiї. Як вiдомо (див. наприклад, [1] та iн.),
здатнiсть до деформацiї є важливим фактором,
який забезпечує функцiонування серцево-судинної
системи. В медичнiй лiтературi (див. статтю [2]
та iн.) прийнято вважати деформацiї стiнки суди-
ни пружними. Для їх характеристики вводиться
модуль Юнга E. Його визначають за формулою
𝑐 =

√︁
𝐸ℎ
2𝑅𝜌 , де 𝑐 – швидкiсть поширення пульсо-

вої хвилi, ℎ – товщина стiнки артерiї, 𝑅 – внутрi-
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шнiй радiус артерiї, 𝜌 – густина кровi. Iз величин,
що входять в наведену формулу, експерименталь-
но визначається с та R. R можна визначити по М -
ехограмi УЗД, а для визначення с використовува-
ли формулу 𝑐 = 𝑙

𝑡 , де t – час, за який пульсова хви-
ля проходить вiдстань l. На нашу думку, цей метод
є недостатньо коректним з огляду на такi недолi-
ки. По-перше, в нашому розпорядженнi немає за-
гально вживаних, не iнвазивних методiв визначе-
ння товщини стiнки, оскiльки з практики вiдомо,
що ця величина становить вiд 1 мм до 0,1 мм, то-
му, якщо ми будемо застосовувати, наприклад, ме-
тод УЗД, то такi вимiри нам зробити не вдасться,
оскiльки роздiльна здатнiсть цього метода значно
нижче згаданої величини. По-друге, iснують певнi
обмеження, що пов’язанi iз вимiрюванням швид-
костi звуку. Дiйсно, як вiдомо, момент проходже-
ння пульсової хвилi фiксується УЗ-датчиком. Нам
потрiбно зафiксувати два таких моменти: момент
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входу та момент виходу пульсової хвилi iз просто-
рового елементу з довжиною l, тобто нам потрiбно
два таких датчика. Частота появи iмпульсiв, гене-
рованих датчиком, дорiвнює 50 Гц, отож часовий
маcштаб одиниць вимiрювання становить 0,02 с.
Якщо прийняти, що швидкiсть поширення дорiв-
нює 5 м/с, то вiдстань мiж датчиками повинна бу-
ти суттєво бiльша за 10 см. В лiтературi йдеться
про вiдстанi порядку 1 м. Разом з тим на такiй вiд-
станi може суттєво змiнюватися як радiус судини,
так i модуль пружностi. Таким чином, цей метод
не дозволяє отримати локальне значення модуля
Юнга. На вiдмiну вiд цього в данiй статтi пропо-
нується метод, який дозволяє визначити локальне
значення пружного модуля – зсувного модуля G.
Питання, яке розглядається в данiй статтi – як ви-
значити модуль G стiнки судини в процесi дiагно-
стики пацiєнта.

2. Фiзична модель артерiї

Розглянемо судину як цилiндричний канал в пру-
жному середовищi iз зсувним модулем G. Пiд час
течiї в каналi кров створює тиск на стiнку кана-
лу, завдяки чому пружне середовище, що оточує
канал, деформується. Пiд тиском Р будемо розу-
мiти пульсовий артерiальний тиск – максимальну
рiзницю мiж систолiчним та дiастолiчним тиском,
вважаючи, що в дiастолу оточення судини знахо-
диться в недеформованому станi. Дiаметр каналу
в дiастолу позначимо через 𝑑0 = 2𝑏0, в систолу –
через 𝑑 = 2𝑏, де 𝑏0 та b – вiдповiднi радiуси. Вве-
демо цилiндричнi координати, позначивши через
Z координату уздовж осi каналу. Задачу вважати-
мемо осесиметричною. Радiальну координату по-
значимо через r. Поздовжнє та радiальне змiщен-
ня будемо позначати через 𝑢𝑧 та 𝑢𝑟. Для радiаль-
ного змiщення стiнок судини 𝑢𝑟 (𝑟 = 𝑏) введемо
позначення 𝑢𝑏. В дiйсностi задача, яку ми намага-
тимемося розв’язати, розпадається на два етапи її
вирiшення. Перший етап – розрахунок напружень
в середовищi, що оточує артерiю (𝑟 > 𝑏0). Це є за-
дачею теорiї пружностi. Другий етап – розрахунок
тискiв i швидкостей кровi в судинi (𝑟 < 𝑏0). Поста-
новка другої задачi належить до гiдродинамiки.
Зiставлення обох згаданих розрахункiв дасть змо-
гу пов’язати модуль G з параметрами, що характе-
ризують течiю кровi. З точки зору теорiї пружно-
стi (див., наприклад, [3] та iн.) задача формулює-

ться таким чином: необхiдно розв’язати рiвняння
пружної рiвноваги

div𝜎 = 0, (1)

де 𝜎 — тензор напруження, за граничної умови

𝜎𝑟𝑟 = −𝑃, (2)

де 𝜎𝑟𝑟 – радiальне напруження. Розв’язок такої за-
дачi вiдомий (див., наприклад, [3] та iн.). Зокрема,
для змiщення отримано формулу

𝑢𝑟 =
𝐵

𝑟
, (3)

а для радiального напруження вираз

𝜎𝑟𝑟 = −2𝐺
𝐵

𝑟2
. (4)

Значення сталої В отримують, пiдставляючи
рiвнiсть (4) в умову (2)

𝐵 =
𝑃𝑏2

2𝐺
. (5)

Вiдповiдно для змiщення стiнки судини маємо

𝑢𝑏 =
𝑏

2𝐺
𝑃. (6)

Перепишемо попереднiй вираз у виглядi

𝑃 = 𝛼𝑢𝑏, (7)

де прийнято позначення

𝛼 =
2𝐺

𝑏
. (8)

Як видно iз формули (6), модуль зсуву G ми може-
мо розрахувати, якщо вiдомi Р, 𝑢𝑏 та b. Значення
перших двох величин пов’язанi iз особливостями
течiї кровi в судинi, тому розглянемо поширення
пульсової хвилi в артерiї.

3. Пульсова хвиля в артерiї

Як вiдомо (див., наприклад, [2]), виникнення ар-
терiального тиску Р пов’язане iз поширенням в
судинi пульсової хвилi. Тому, з огляду на необхi-
днiсть визначення цiєї величини, звернемось до те-
орiї пульсової хвилi. Нами використовуватиметься
варiант цiєї теорiї, викладений в роботi [4]. Кров
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Рис. 1. Допплер-ехограма судини

Рис. 2. В-ехограма судини

Рис. 3. М -ехограма судини

будемо розглядати як iдеальну рiдину. Течiю кро-
вi будемо описувати за допомогою рiвнянь Ейлера:

𝜌
𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑡

=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
, (9)

𝜌
𝜕𝜐𝑟
𝜕𝑡

=
𝜕𝑃

𝜕𝑟
, (10)

де t – час, 𝜐𝑧 i 𝜐𝑟 – осьова та радiальна компо-
ненти швидкостi. Граничною умовою залишається
вираз (7). Розв’язок рiвняння (9) будемо шукати у
виглядi
𝜐𝑧 = 𝑓

(︂
𝑡− 𝑧

𝑐

)︂
. (11)

Вважаючи кров нестисливою рiдиною, записуємо
𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜐𝑟)

𝜕𝑟
= 0. (12)

За визначенням

𝜐𝑟 =
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑡

. (13)

Введемо позначення 𝜉 = 𝑡− 𝑧
𝑐 . Згiдно з формулою

(2) будемо мати
𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑧

=
𝜕𝑡

𝜕𝜉

(︂
−1

𝑐

)︂
, (14)

𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑡

=
𝜕𝑡

𝜕𝜉
. (15)

Порiвнюючи два останнiх вирази, записуємо
𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑧

=
𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑡

(︂
−1

𝑐

)︂
. (16)

Пiдставляючи (13) i (16) в формулу (12), маємо
𝜕𝜐𝑧
𝜕𝑡

(︂
−1

𝑐

)︂
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑡

)︂
= 0. (17)

Iнтегруючи рiвняння (17) за r i t, отримуємо

𝑢𝑟 =
𝜐𝑧𝑟

2𝑐
+
𝑆(𝑡)

𝑟
+
𝜓(𝑟)

𝑟
, (18)

де 𝑆(𝑡) i 𝜓(𝑟) – довiльнi функцiї t i r. У випадку
𝜐𝑧 = 0 радiальне змiщення повинно дорiвнювати
нулю, так що
𝑆(𝑡) = 𝜓(𝑟) = 0. (19)

Вiдповiдно формула (18) набуває вигляду

𝑢𝑟 =
𝜐𝑧𝑟

2𝑐
. (20)

Як вiдомо [4], швидкiсть поширення пульсової
хвилi визначається формулою

𝑐 =

√︃
𝛼𝑏

2𝜌
. (21)

Пiдставляючи рiвнiсть (21) в формулу (20) i вра-
ховуючи вираз (8), отримуємо

𝐺 =
𝜌𝜐2𝑧𝑏

2

4𝑢2𝑏
. (22)
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4. Визначення зсувного модуля
стiнки артерiї при ультразвуковому
дослiдженнi in vivo

Як видно з формули (22), модуль зсуву ми може-
мо розрахувати, маючи в своєму розпорядженнi
значення швидкостi течiї кровi 𝜐𝑧, радiусу суди-
ни b, густини кровi 𝜌 та змiщення стiнки судини
𝑢𝑏. За винятком густини кровi, яке можна вважа-
ти сталою величиною, що дорiвнює 1,05 ·103 кг/м3,
усi iншi величини визначаються за допомогою су-
часних УЗ приладiв [5]: швидкiсть 𝜐𝑧 визначають
за допомогою допплер-ехограми; змiщення стiнки
𝑢𝑟 та радiус судини ми визначаємо по М -ехограмi.
Для прикладу покажемо, як вимiрювався зсувний
модуль стiнки сонної артерiї. На рис. 1 наведена
допплер-ехограма для згаданої судини, на рис. 2
i 3 вiдповiдно В- та М -ехограми. На В-ехограмi
(рис. 2) синьою стрiлкою показано дослiджува-
ну артерiю в поперечному перерiзi. Необхiдне для
розрахунку значення z вiдповiдає розмiру синьої
стрiлки на рис. 1. На М -ехограмi (рис. 3) двома
стрiлками позначено дiаметр судини в дiастолу та
в систолу. В результатi вимiрювань були отрима-
нi такi числовi данi: 𝑑0 = 6,7 мм, 𝑑 = 8,7 мм,
𝜐𝑧 = 1,35 м/с. Для густини кровi було прийня-
то значення 𝜌 = 1,05 · 10−3 кг/м3. Пiдставляючи
вказанi числовi данi в формулу (22), отримуємо
𝐺 ≈ 2,5 · 104 Па, що i характеризує пружнiсть до-
слiдженої нами стiнки артерiї.
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EVALUATION OF ARTERIAL WALL
ELASTICITY DURING ULTRASOUND DIAGNOSTICS

S u m m a r y

A strained biological tissue, namely, arterial walls under the

propagation of a pulse wave, has been studied. The artery is

considered as a channel in an elastic medium, and blood as an

ideal liquid. The problem is reduced to a system of equations

including both the equations for elastic equilibrium, which de-

scribe the behavior of the arterial environment, and the hy-

drodynamic Euler equations, which describe the blood flow

in the artery. The obtained solution of the system relates the

shear modulus of the elastic medium with those parameters of

a pulse wave that can be determined, by using the conventional

ultrasound method, namely, the velocity of a blood flow and

the deformation of an aortic wall. As an example, the shear

modulus of the carotid artery wall is found.
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