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ОРIЄНТАЦIЙНА НЕСТIЙКIСТЬ В КОМIРЦI
НЕМАТИЧНОГО РIДКОГО КРИСТАЛА З ВIД’ЄМНОЮ
ДIЕЛЕКТРИЧНОЮ АНIЗОТРОПIЄЮ
В ЕЛЕКТРИЧНОМУ ПОЛIУДК 532.783

Дослiджується орiєнтацiйна нестiйкiсть директора в гомеотропнiй комiрцi немати-
чного рiдкого кристала з вiд’ємною дiелектричною анiзотропiєю в постiйному електри-
чному полi. Враховується проковзування осi легкого орiєнтування директора в площи-
нi, перпендикулярнiй до однiєї з полiмерних пiдкладок комiрки. Проковзування легкої осi
зумовлено переорiєнтацiєю еластичних частин молекул полiмерної пiдкладки, що є на-
слiдком взаємодiї з електричним полем їх власних або наведених дипольних моментiв.
Встановлено, що в обох випадках взаємодiї орiєнтацiйна нестiйкiсть директора рiдкого
кристала є пороговою. Дослiджена часова поведiнка директора i легкої осi з моменту
ввiмкнення електричного поля з наступним виходом системи в стацiонарний стан та
закiнчуючи поверненням системи в вихiдний однорiдний стан пiсля вимкнення напру-
ги. Проведено порiвняння розрахункових часових залежностей кута вiдхилення легкої
осi з вiдповiдними даними експериментальних робiт.
Ключ о в i с л о в а: нематичний рiдкий кристал, вiд’ємна дiелектрична анiзотропiя, орi-
єнтацiйна нестiйкiсть, проковзування легкої осi, час ввiмкнення/вимкнення, перехiд Фре-
дерiкса.

1. Вступ

Проведенi в останнє десятилiття iнтенсивнi дослi-
дження в областi фiзики рiдких кристалiв (РК)
сприяли стрiмкому розвитку рiдкокристалiчних
дисплейних технологiй. Технологiчнi застосуван-
ня РК тiсно пов’язанi з можливостями керуван-
ня орiєнтацiйним впорядкуванням мезофази в РК-
комiрцi, яка є базовим конструктивним елементом
будь-якого РК-пристрою вiдображення iнформацiї
[1]. Зазначимо, що орiєнтацiйне впорядкування в
об’ємi комiрки РК суттєво залежить вiд умов для
директора на її поверхнi, зокрема, i вiд напрямку
осi легкого орiєнтування директора на пiдкладцi
комiрки. Виявляється, що вiсь легкого орiєнтува-
ння директора, наведена на полiмернiй пiдкладцi
РК-комiрки, зокрема, методом фотоорiєнтування
[1, 2], може змiнювати свою орiєнтацiю (проков-
зувати) пiд дiєю зовнiшнього магнiтного або еле-
ктричного поля низької частоти. Як результат, це
розширює можливостi вiдносно легкого впливу на
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орiєнтацiйне впорядкування в об’ємi РК-комiрки
шляхом створення керованих зовнiшнiми полями
умов для директора на її поверхнi. Для поясне-
ння явища проковзування легкої осi було запро-
поновано декiлька механiзмiв. Так, проковзуван-
ня легкої осi в площинi поверхнi (азимутальному
напрямку) полiмерної пiдкладки комiрки немати-
чного рiдкого кристала (НРК) у присутностi еле-
ктричного [3] i магнiтного [4] поля, на думку авто-
рiв, зумовлене взаємодiєю молекул приповерхнево-
го шару нематика з еластичними (“м’якими”) фра-
гментами молекул полiмерного орiєнтанта. Унаслi-
док такої взаємодiї, вплив зовнiшнього поля на орi-
єнтування приповерхневого шару НРК призводить
до змiни орiєнтацiї легкої осi на пiдкладцi комiр-
ки. Таке саме пояснення знайшло проковзування
легкої осi пiд дiєю електричного поля, проте, в на-
прямку, перпендикулярному поверхнi (полярному
напрямку) пiдкладки комiрки НРК [5, 6]. Зокре-
ма в [6] розглянуто проковзування легкої осi на
пiдкладцi комiрки стабiлiзовано полiмером НРК з
вiд’ємною дiелектричною анiзотропiєю. Також ав-
тори розглянули динамiку переорiєнтацiї молекул
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полiмерного стабiлiзатора за умови нанесення йо-
го на поверхню комiрки в ролi орiєнтанта, проте,
без додавання в об’єм НРК. Iнший механiзм змiни
орiєнтацiї легкої осi пояснюється адсорбцiєю мо-
лекул НРК на поверхнi полiмерної пiдкладки. У
цьому випадку вплив зовнiшнього поля на об’єм
НРК призводить до повороту адсорбованих на по-
верхнi молекул НРК. Наслiдком такого впливу є
змiщення легкої осi пiд дiєю зовнiшнього електри-
чного поля на поверхнi пiдкладки нематичної ко-
мiрки, як в азимутальному [7,8], так i в полярному
[9] напрямках. Напруженостi полiв, необхiднi для
проковзування легкої осi, та характернi часи ру-
хiв директора i легкої осi виявляються на декiлька
порядкiв величини бiльшими за наявностi адсорб-
цiї молекул НРК на поверхнi полiмерної пiдклад-
ки комiрки, нiж за вiдсутностi такої. Зокрема, в
[9] характерний час проковзування легкої осi на
поверхнi пiдкладки, зумовлений явищем адсорб-
цiї молекул НРК, становив порядку 100 год. Ав-
торами робiт [10–12] запропонована, основана на
явищi адсорбцiї молекул НРК, феноменологiчна
модель переорiєнтацiї легкої осi на поверхнi полi-
мерної пiдкладки, проте, в азимутальному напрям-
ку, пiд дiєю електричного поля. Модель враховує
гальмiвну дiю полiмеру, в’язкiсть руху легкої осi
та вплив на рух останньої об’єму нематика. Оби-
два описанi вище механiзми згадувалися при роз-
глядi проковзування легкої осi в азимутальному
напрямку полiмерної пiдкладки комiрки НРК пiд
дiєю магнiтного поля в [13]. Крiм того, причиною
проковзування легкої осi, зокрема, в електрично-
му полi може бути переорiєтацiя еластичних ча-
стин молекул полiмерної пiдкладки, яка зумовле-
на взаємодiєю з електричним полем їх власних або
наведених дипольних моментiв [14]. Саме так по-
яснювалося наведення постiйним електричним по-
лем орiєнтацiйної анiзотропiї на поверхнi електро-
чутливого полiмеру в [15].

У данiй роботi дослiджується орiєнтацiйна не-
стiйкiсть директора в комiрцi гомеотропно орiєн-
тованого НРК з вiд’ємною дiелектричною анiзо-
тропiєю у постiйному електричному полi. Вважа-
ється, що вiсь легкого орiєнтування директора на
однiй iз полiмерних пiдкладок комiрки взаємодiє
з електричним полем. Наслiдком такої взаємодiї є
проковзування легкої осi в площинi, перпендику-
лярнiй поверхнi пiдкладки. Внесок взаємодiї лег-
кої осi з електричним полем у густину поверхневої

вiльної енергiї комiрки НРК вважається лiнiйним
або квадратичним по величинi напруженостi поля
вiдповiдно до того, дипольнi моменти еластичних
частин молекул полiмерної пiдкладки є власними
чи наводяться електричним полем. Встановлено,
що незалежно вiд характеру взаємодiї легкої осi з
електричним полем орiєнтацiйна нестiйкiсть НРК
є пороговою. Встановлена часова поведiнка кутiв
вiдхилення директора i рухомої легкої осi почина-
ючи з моменту ввiмкнення електричного поля iз
наступним виходом системи в стацiонарний стан та
закiнчуючи її поверненням у вихiдний однорiдний
стан пiсля вимкнення поля. Iз порiвняння розра-
хункової та взятої з [6] експериментальної часо-
вих залежностей кута рухомої легкої осi встанов-
ленi значення таких параметрiв системи, як енер-
гiя зчеплення НРК з пiдкладкою, коефiцiєнт в’яз-
костi легкої осi та параметр взаємодiї останньої з
електричним полем.

2. Вiльна енергiя НРК
та рiвняння для директора

Нехай маємо плоскопаралельну комiрку НРК,
обмежену площинами 𝑧 = 0 i 𝑧 = 𝐿, з початко-
вою однорiдною орiєнтацiєю директора вздовж осi
𝑂𝑧. Мiж пiдкладками комiрки пiдтримується по-
стiйна рiзниця потенцiалiв 𝑈 . НРК у комiрцi хара-
ктеризується вiд’ємним значенням анiзотропiї ста-
тичної дiелектричної проникностi (𝜖𝑎 < 0). Зче-
плення НРК з нижньою 𝑧 = 0 пiдкладкою однорi-
дне i нескiнченно сильне. Вважаємо, що на верхнiй
𝑧 = 𝐿 полiмернiй пiдкладцi комiрки вiсь e легкого
орiєнтування директора взаємодiє з електричним
полем E. Унаслiдок такої взаємодiї має мiсце про-
ковзування легкої осi e в площинi, перпендикуляр-
нiй пiдкладцi комiрки [6].

Вiльна енергiя комiрки НРК може бути записа-
на у виглядi

𝐹 = 𝐹el + 𝐹E + 𝐹S + 𝐹SE, (1)

𝐹el =
1

2

∫︁
𝑉

{︁
𝐾1(divn)

2 +𝐾2(n rotn)2 +

+𝐾3[n× rotn]2
}︁
𝑑𝑉,

𝐹E = − 1

8𝜋

∫︁
𝑉

ED 𝑑𝑉,

𝐹S = −𝑊
2

∫︁
S

(en)2 𝑑𝑆,
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𝐹SE = − 𝛼

𝑚

∫︁
S

(︀
eE

)︀𝑚
𝑑𝑆.

Тут 𝐹el – пружна енергiя НРК, 𝐹E – анiзотропний
внесок у вiльну енергiю постiйного електричного
поля, 𝐹S – внесок у поверхневу вiльну енергiю вза-
ємодiї НРК з верхньою 𝑧 = 𝐿 пiдкладкою комiрки,
записаний у формi потенцiалу Рапiнi, 𝐹SE – внесок
у поверхневу вiльну енергiю взаємодiї осi легко-
го орiєнтування директора на верхнiй 𝑧 = 𝐿 по-
лiмернiй пiдкладцi з електричним полем, 𝐾1, 𝐾2,
𝐾3 – пружнi сталi НРК, n – директор, D = 𝜖E –
вектор електричної iндукцiї, 𝜖 = 𝜖⊥1̂ + 𝜖𝑎n ⊗ n,
𝜖𝑎 = 𝜖‖ − 𝜖⊥ < 0 – вiдповiдно тензор та анiзо-
тропiя статичної дiелектричної проникностi НРК,
𝑊 – полярна енергiя зчеплення НРК з верхньою
пiдкладкою, пов’язана з вiдхиленнями директора
в площинi 𝑥𝑂𝑧. Параметр 𝑚 приймається рiвним 1
або 2 залежно вiд наявностi у молекул полiмерного
орiєнтанту власних або наведених дипольних мо-
ментiв вiдповiдно.

Будемо розглядати плоскi деформацiї поля ди-
ректора НРК [6]. Вiсь 𝑂𝑥 декартової системи ко-
ординат спрямуємо так, щоб вiдхилення директо-
ра лежали в площинi 𝑥𝑂𝑧. Унаслiдок однорiдностi
системи в площинi 𝑥𝑂𝑦, директор n в об’ємi та лег-
ку вiсь e на верхнiй пiдкладцi комiрки запишемо
у виглядi

n = i sin 𝜃(𝑧, 𝑡) + k cos 𝜃(𝑧, 𝑡),

e = i sin𝜓(𝑡) + k cos𝜓(𝑡),
(2)

де 𝜃(𝑧, 𝑡), 𝜓(𝑡) – кути вiдхилення директора i рухо-
мої легкої осi вiд напрямку початкової орiєнтацiї
вздовж осi 𝑂𝑧, i,k – орти декартової системи ко-
ординат.

Очевидно рiвняння для директора необхiдно
розглядати сумiсно з рiвняннями для електрично-
го поля в об’ємi нематика. Вектор напруженостi
електричного поля в об’ємi НРК згiдно з рiвнян-
ням rotE = 0 набуває вигляду E =

(︀
0, 0, 𝐸𝑧(𝑧)

)︀
.

Тодi компонента 𝐷𝑧 = 𝜖𝑧𝑧𝐸𝑧 є сталою, що випли-
ває iз рiвняння divD = 0. Оскiльки рiзниця потен-
цiалiв 𝑈 =

∫︀ 𝐿

0
𝐸𝑧 𝑑𝑧, матимемо

𝐷𝑧 = 𝑈

⎡⎣ 𝐿∫︁
0

(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos
2 𝜃)−1 𝑑𝑧

⎤⎦−1

. (3)

Вiднесена до одиницi площi поверхнi комiрки
вiльна енергiя (1) набуває вигляду

𝐹 =
1

2

𝐿∫︁
0

(︀
𝐾1 sin

2 𝜃 +𝐾3 cos
2 𝜃

)︀(︂𝑑𝜃
𝑑𝑧

)︂2
𝑑𝑧 − 𝑈𝐷𝑧

8𝜋
−

− 𝑊

2
cos2(𝜃𝐿 − 𝜓)− 𝛼𝐷𝑧 cos𝜓

𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿
, (4)

де компонента𝐷𝑧 вектора електричної iндукцiї да-
ється виразом (3), 𝜃𝐿 = 𝜃(𝑧 = 𝐿) – кут вiдхилення
директора на верхнiй пiдкладцi комiрки.

Мiнiмiзуючи вiльну енергiю (4) за кутами 𝜃 i 𝜓,
отримуємо рiвняння(︀
𝐾1 sin

2 𝜃 +𝐾3 cos
2 𝜃
)︀
𝜃′′𝑧𝑧 − (𝐾3 −𝐾1)𝜃

′2
𝑧 sin 𝜃 cos 𝜃+

+
𝐷2

𝑧

𝑈

(︂
𝑈

4𝜋
+

𝛼 cos𝜓

𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿

)︂
|𝜖𝑎| sin 𝜃 cos 𝜃

(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃)2
= 𝜂1𝜃

′
𝑡

(5)
i межовi умови до нього
𝜃|𝑧=0 = 0, (6)(︀
𝐾1 sin

2 𝜃𝐿 +𝐾3 cos
2 𝜃𝐿

)︀
𝜃′𝑧|𝑧=𝐿+

𝑊

2
sin 2(𝜃𝐿 − 𝜓)+

+2𝛼𝐷𝑧 cos𝜓
|𝜖𝑎| sin 𝜃𝐿 cos 𝜃𝐿
(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿)2

= 0, (7)

𝑊

2
sin 2(𝜃𝐿 − 𝜓)− 𝛼𝐷𝑧 sin𝜓

𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿
= 𝜂2𝜓

′
𝑡. (8)

Тут 𝜂1 – коефiцiєнт об’ємної в’язкостi НРК, 𝜂2 –
коефiцiєнт в’язкостi легкої осi, штрихи бiля фун-
кцiй 𝜃 i 𝜓 позначають похiднi за вiдповiдними ар-
гументами. Доданок у правiй частинi рiвняння (5)
враховує, як i в [1, 16, 17], дисипативнi процеси в
об’ємi НРК при поворотi директора в нехтуваннi
його зв’язками з гiдродинамiчними рухами нема-
тика. Проковзування легкої осi в полярному на-
прямку на верхнiй 𝑧 = 𝐿 пiдкладцi комiрки опису-
ється членом у правiй частинi межової умови (8),
як i в [11]. У загальному випадку розв’язок рiвнян-
ня (5), що задовольняє межовi умови (6)–(8), може
бути знайдений тiльки чисельно.

3. Лiнiйна взаємодiя
легкої осi з електричним полем

3.1. Часова поведiнка
директора i рухомої легкої осi

Нехай внесок у поверхневу вiльну енергiю НРК
вiд взаємодiї рухомої осi e легкого орiєнтування
директора на верхнiй 𝑧 = 𝐿 пiдкладцi комiрки з
електричним полем E лiнiйний по напруженостi
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Рис. 1. Залежностi величини порога 𝑈th переходу Фреде-
рiкса вiд значень параметра взаємодiї 𝛼: 𝜀 = 0,1 (1), 0,5 (2),
1 (3), 2 (4), 5 (5), 10 (6)

цього поля (у виразi 𝐹SE (1) параметр 𝑚 = 1). Бу-
демо вважати кути 𝜃 i 𝜓 малими. Тодi, поведiнка
системи описуватиметься лiнеаризованим по 𝜃 i 𝜓
рiвнянням (5):

𝜃′′𝜉𝜉 + 𝑢(𝑢+ �̃�)𝜃 = 𝜃′𝜏 (9)

i межовими умовами (6)–(8):

𝜃
⃒⃒
𝜉=0

= 0, (10)

𝜃′𝜉
⃒⃒
𝜉=1

+ 𝜀(𝜃𝐿 − 𝜓) + 2�̃�𝑢𝜃𝐿 = 0, (11)

𝜀(𝜃𝐿 − 𝜓)− �̃�𝜈𝑢𝜓 = 𝛾𝜓′
𝜏 . (12)

Тут використанi безрозмiрнi координата 𝜉 = 𝑧/𝐿,
час 𝜏 = 𝑡𝐾3/(𝜂1𝐿

2), коефiцiєнт в’язкостi 𝛾 =
= 𝜂2/(𝜂1𝐿), енергiя зчеплення 𝜀 = 𝑊𝐿/𝐾3, рi-
зниця потенцiалiв 𝑢 = 𝜋𝑈/𝑈∞

th , параметр вза-
ємодiї �̃� = (𝛼/𝜖‖)

√︀
4𝜋|𝜖𝑎|/𝐾3, 𝜈 = 𝜖‖/|𝜖𝑎|, де

𝑈∞
th = 𝜋

√︀
4𝜋𝐾3/|𝜖𝑎| – порiг переходу Фредерiкса

при 𝑊 = ∞ за вiдсутностi проковзування легкої
осi.

Розв’язок рiвняння (9), який задовольняє межо-
вi умови (10)–(12), дає величини кутiв вiдхилення
директора i рухомої легкої осi вiдповiдно:

𝜃(𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑒
Γ𝑛𝜏 sin𝜆𝑛𝜉, (13)

𝜓(𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

(︂
𝜆𝑛
𝜀

cos𝜆𝑛 +
(︁2
𝜀
�̃�𝑢+ 1

)︁
sin𝜆𝑛

)︂
𝑒Γ𝑛𝜏 ,

(14)

де 𝐴𝑛 – сталi iнтегрування, Γ𝑛 = 𝑢(𝑢 + �̃�) − 𝜆2𝑛,
𝜆𝑛 – позначають додатнi коренi рiвняння

𝜀2=
[︀
𝛾
(︀
𝑢(𝑢+�̃�)−𝜆2

)︀
+𝜀+𝜈�̃�𝑢

]︀(︀
𝜆 ctg 𝜆+𝜀+2�̃�𝑢

)︀
. (15)

Зазначимо, що вираз для кута 𝜓(𝜏) (14) легкої осi
отримується з рiвняння 𝛾𝜓′

𝜏 + 𝜈�̃�𝑢𝜓 = −𝜃′𝜉
⃒⃒
𝜉=1

−
− 2�̃�𝑢𝜃, яке випливає iз межових умов (11) i (12).

Як видно iз (13) i (14), за наявностi хоча б одно-
го iз значень Γ𝑛 > 0 у системi експоненцiально
наростає просторове збурення поля директора ти-
пу sin𝜆𝑛𝜉. Тому орiєнтацiйна нестiйкiсть НРК в
електричному полi буде пороговою. Порiг орiєнта-
цiйної нестiйкостi директора визначається iз умо-
ви Γ1 = 0, в якiй 𝜆1 – найменший по модулю ко-
рiнь рiвняння (15). Звiдки значення порога дається
найменшим додатним коренем рiвняння

√︀
𝑢2 + �̃�𝑢 ctg

√︀
𝑢2 + �̃�𝑢+ �̃�𝑢

(︂
2 +

𝜈𝜀

𝜀+ �̃�𝜈𝑢

)︂
= 0.

(16)

На рис. 1 наведена, отримана з рiвняння (16),
залежнiсть порогової напруги 𝑈th переходу Фре-
дерiкса вiд величини параметра взаємодiї 𝛼 для
декiлькох значень енергiї зчеплення 𝜀. Зi збiльше-
нням енергiї зчеплення 𝜀 величина порога 𝑈th зро-
стає. Незалежно вiд величини енергiї зчеплення 𝜀 в
граничному випадку 𝛼 → 0 порогова напруга 𝑈th

наближається до значення 0,5𝑈∞
th , яке вiдповiдає

порогу переходу Фредерiкса за вiдсутностi зчепле-
ння (𝜀 = 0) НРК з верхньою 𝑧 = 𝐿 пiдкладкою
комiрки. Зi збiльшенням значень 𝛼 величина 𝑈th

спочатку збiльшується вiд 0,5𝑈∞
th у випадку 𝛼 = 0

до деякого максимального значення, а потiм мо-
нотонно зменшується. У граничному випадку нео-
бмежено великих 𝛼 величина порога 𝑈th асимпто-
тично наближається до нуля. Максимальне значе-
ння 𝑈th вiдповiдає величинi параметра взаємодiї
𝛼 ∼ 𝜖‖

√︀
𝐾3/(4𝜋|𝜖𝑎|). Зi збiльшенням значень 𝜀 по-

ложення максимуму залежностi 𝑈th(𝛼) змiщується
в бiк менших значень 𝛼. Немонотонна залежнiсть
порогової напруги 𝑈th вiд значень параметра 𝛼
пояснюється взаємно протилежним впливом еле-
ктричного поля на директор НРК i рухому легку
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вiсь. А саме, електричне поле стабiлiзує вихiдну
орiєнтацiю рухомої легкої осi i, навпаки, дестабiлi-
зує вихiдну орiєнтацiю директора.

При невеликому перевищеннi напругою 𝑈 вели-
чини порога 𝑈th кути 𝜃 i 𝜓 можна вважати ма-
лими. Тодi, величини кутiв 𝜃 i 𝜓 визначатимуться
першою гармонiкою (𝑛 = 1) виразiв (13) i (14) вiд-
повiдно. Вищими гармонiками нехтуємо через їх
малiсть. Звiдки маємо характерний час ввiмкнен-
ня системи у виглядi

𝑡on =
𝜂1𝐿

2𝑢th

𝐾3

[︀
(𝑢th + �̃�)𝜎1 − �̃�/2

]︀
(𝑢2 − 𝑢2th)

, (17)

де

𝜎1 = 1− [2𝜌21 + 𝜈 + 𝛾(1 + 2𝑢th/�̃�)]/𝑠1,

𝑠1 = (𝜌21 + 2𝛾)(1 + 𝑢th/�̃�)+

+ (𝜈 + 2𝜌1)
(︀
�̃�𝜈𝑢th + (1 + 2�̃�𝑢th)𝜌1

)︀
,

𝑢th = 𝜋𝑈th/𝑈
∞
th , 𝜌1 = 1 + �̃�𝜈𝑢th/𝜀.

Збiльшення величини енергiї зчеплення 𝜀 i зменше-
ння значень параметра взаємодiї 𝛼 призводить до
збiльшення характерного часу ввiмкнення 𝑡on, що
також пояснюється взаємно протилежним впли-
вом електричного поля на орiєнтацiю рухомої лег-
кої осi i директора НРК. Зi збiльшенням вели-
чини коефiцiєнта об’ємної в’язкостi НРК та в’яз-
костi легкої осi час ввiмкнення зростає. Проте,
характерний час ввiмкнення виявляється бiльш
чутливим до змiни величини коефiцiєнта в’язко-
стi легкої осi, нiж коефiцiєнта об’ємної в’язко-
стi НРК.

Часова поведiнка директора i рухомої легкої осi
пiсля ввiмкнення напруги i до виходу системи в
стацiонарний стан визначається величиною при-
кладеної напруги i значеннями параметрiв комiр-
ки НРК. На рис. 2 наведенi, взятi з [6], експери-
ментальнi значення кута 𝜓 вiдхиленння легкої осi,
вимiрянi в деякi моменти часу до виходу системи в
стацiонарний стан в електричному полi з напругою
𝑈 = 5 В, яка дорiвнює 2,4𝑈∞

th . Тут для порiвнян-
ня приведена залежнiсть 𝜓(𝑡), отримана в резуль-
татi числового розв’язку рiвняння (5) з межови-
ми умовами (6)–(8). Розрахункова залежнiсть 𝜓(𝑡)
наведена для таких значень безрозмiрних енергiї
зчеплення 𝜀 = 10, параметра взаємодiї �̃� = 1,77,

Рис. 2. Порiвняння розрахункової (суцiльна лiнiя) та екс-
периментальної (точки) [6] часових залежностей кута 𝜓 вiд-
хилення рухомої легкої осi у випадку її лiнiйної взаємодiї з
електричним полем 𝑈 = 5 В

коефiцiєнтiв об’ємної в’язкостi НРК 𝜂1 = 1 П [18]
i в’язкостi легкої осi 𝜂2 = 160 П · см, якi вибирали-
ся з мiркувань найкращого збiгання експеримен-
тальних i розрахункових величин. У цiлому вiд-
мiннiсть розрахункових та експериментально ви-
мiряних значень кута 𝜓 не перевищує 8%. При
цьому, отримана нами величина енергiї зчеплен-
ня 𝜀 узгоджується iз даними експериментальних
робiт [19].

На рис. 3 наведенi часовi залежностi кутiв вiд-
хилення 𝜓(𝑡) легкої осi i 𝜃𝐿(𝑡) директора на по-
верхнi 𝑧 = 𝐿 комiрки, отриманi шляхом число-
вого розв’язку рiвняння (5) з межовими умова-
ми (6)–(8) для рiзних значень параметрiв комiр-
ки НРК. Кривi 1 вiдповiдають значенням пара-
мерiв, якi розрахованi вище за експерименталь-
ними даними [6]. Встановлено, що пiд час вихо-
ду системи в стацiонарний стан швидше вiдхиля-
тиметься директор НРК. Рухома легка вiсь вiд-
слiдковує рух директора, так, що 𝜓 6 𝜃𝐿 (див.
рис. 3). Очевидно, рух легкої осi сповiльнюється
в результатi стабiлiзацiї електричним полем її ви-
хiдної орiєнтацiї.

Значення кута вiдхилення директора по товщинi
комiрки, розрахованi в рiзнi моменти часу до вихо-
ду системи в стацiонарний стан, наведенi на рис. 4.
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Рис. 3. Часовi залежностi кутiв вiдхилення 𝜓 рухомої лег-
кої осi (штриховi лiнiї) i 𝜃𝐿 директора (суцiльнi) на поверхнi
𝑧 = 𝐿 комiрки в електричному полi з напругою 𝑈 = 5 В:
1 – 𝜀 = 10, �̃� = 1,77, 𝜂1 = 1 П, 𝜂2 = 6 П · см; 2 – 𝜀 = 20,
�̃� = 1, 𝜂1 = 1 П, 𝜂2 = 0,4 П · см; 3 – 𝜀 = 5, �̃� = 1, 𝜂1 = 1 П,
𝜂2 = 0,4 П · см

Рис. 4. Часова динамiка кута вiдхилення директора по
товщинi комiрки з моменту (𝑡 = 0 c) прикладення напруги
𝑈 = 5 В i до виходу системи в стацiонарний стан (𝑡 = 0,1 c)
𝜀 = 10, �̃� = 1,77, 𝜂1 = 1 П, 𝜂2 = 6 П · см

Як i в випадку фiксованого положення легкої осi
на обох пiдкладках комiрки, найбiльшi деформацiї
поля директора досягаються в об’ємi НРК. По мiрi
наближення системи до стацiонарного стану най-

бiльше вiдхилення директора практично не змi-
нює свого положення в об’ємi НРК. Зазначимо, що
збiльшення в’язкостi легкої осi сповiльнює вихiд
системи в стацiонарний стан.

У стацiонарному станi (𝜃′𝑡 = 𝜓′
𝑡 = 0) згiдно з

межовою умовою (8) на верхнiй поверхнi комiрки
𝜃𝐿 > 𝜓 незалежно вiд величини прикладеної рi-
зницi потенцiалiв 𝑈 . Як випливає з межової умови
(7), 𝜃′𝑧

⃒⃒
𝑧=𝐿

< 0. Таким чином, максимальне вiд-
хилення директора досягається в об’ємi НРК. До-
множивши рiвняння (5) на 2𝜃′𝑧 i проiнтегрувавши
по 𝑧, матимемо

𝜃′𝑧 = ±𝐹 (𝜃, 𝜃𝑚)𝑄(𝜃𝑚, 𝜃𝐿, 𝜓), (18)

де

𝐹 (𝜃, 𝜃𝑚)=
(sin2 𝜃𝑚 − sin2 𝜃)1/2

(𝜖‖−𝜖𝑎 sin2 𝜃)1/2(𝐾1 sin
2 𝜃+𝐾3 cos2 𝜃)1/2

,

𝑄(𝜃𝑚, 𝜃𝐿, 𝜓) =
𝐷𝑧

(𝜖‖ − 𝜖𝑎 sin
2 𝜃𝑚)1/2

×

×

[︃
|𝜖𝑎|
4𝜋𝐾3

(︁
1 +

4𝜋𝛼

𝑈

cos𝜓

𝜖‖ − 𝜖𝑎 sin
2 𝜃𝐿

)︁]︃1/2

,

𝜃𝑚 – максимальний кут вiдхилення директора.
Рiвняння (18) проiнтегруємо по 𝑧 в межах вiд 0

до 𝐿, попередньо роздiливши змiннi, отримаємо

2

𝜃𝑚∫︁
0

𝐹 (𝜃, 𝜃𝑚) 𝑑𝑧 −
𝜃𝐿∫︁
0

𝐹 (𝜃, 𝜃𝑚) 𝑑𝑧 = 𝐿𝑄(𝜃𝑚, 𝜃𝐿, 𝜓).

(19)

У результатi сумiсного розгляду рiвняння (19)
та межових умов (7) i (8), якi враховують значен-
ня похiдної 𝜃′𝑧 (18) на поверхнi 𝑧 = 𝐿, знаходимо
величини кутiв 𝜃𝑚, 𝜃𝐿, 𝜓. Iз рiвняння (18), вра-
ховуючи знайденi значення 𝜃𝑚, 𝜃𝐿 i 𝜓, отримуємо
залежнiсть кута 𝜃 вiдхилення директора по тов-
щинi комiрки при заданiй напрузi 𝑈 . Розрахунко-
вi залежностi 𝜃(𝑧) для рiзних значень прикладе-
ної напруги 𝑈 i параметра взаємодiї 𝛼 наведенi на
рис. 5. Збiльшення величини енергiї зчеплення 𝜀
i напруги 𝑈 приводить до зростання деформацiй
поля директора НРК. При збiльшеннi напруги 𝑈
кути вiдхилення 𝜓 легкої осi i 𝜃𝐿 директора на
поверхнi 𝑧 = 𝐿 монотонно зростають, проте, зав-
жди 𝜃𝐿 > 𝜓. Зi зростанням величини параметра
взаємодiї 𝛼 при сталiй напрузi кут вiдхилення 𝜃𝐿
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директора на поверхнi 𝑧 = 𝐿 зменшується, що в
результатi приводить до збiльшання деформацiй
поля директора в об’ємi комiрки.

Розглянемо релаксацiю системи iз стацiонарного
стану в вихiдний однорiдний стан пiсля вимкнен-
ня напруги. Спочатку розглянемо випадок неве-
ликого перевищення прикладеною напругою 𝑈 її
порогового значення 𝑈th. Тодi процес релаксацiї
системи можна описати в наближеннi малих ку-
тiв 𝜃 i 𝜓 лiнеаризованими рiвнянням (9) з межо-
вими умовами (10)–(12) в яких 𝑈 = 0. Обмеже-
ний при 𝜏 → +∞ розв’язок рiвняння (9), що задо-
вольняє межовi умови (10)–(12), дає величини ку-
тiв вiдхилення директора i рухомої легкої осi вiд-
повiдно:

𝜃(𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑒
−κ2

𝑛𝜏 sinκ𝑛𝜉,

𝜓(𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝛾κ𝑛
𝑒−κ2

𝑛𝜏 cosκ𝑛,

(20)

де 𝐴𝑛 – сталi iнтегрування, κ𝑛 – позначають дода-
тнi коренi рiвняння

tgκ =
1

𝛾κ
− κ
𝜀
. (21)

Як випливає iз (20), характерний час релаксацiї
системи визначається найбiльш повiльно затухаю-
чою модою з 𝑛 = 1 i є рiвним

𝑡off =
𝜂1𝐿

2

κ2
1𝐾3

. (22)

Хоча вiд величини параметра взаємодiї 𝛼 час
релаксацiї 𝑡off практично не залежить, проте, мо-
жливiсть проковзування легкої осi приводить до
збiльшення часу 𝑡off у порiвняннi з випадком вiд-
сутностi такого проковзування. Зокрема, за вiдсу-
тностi проковзування легкої осi у випадку 𝑊 = ∞
час релаксацiї є 𝑡∞off = 𝜂1𝐿

2/(𝜋2𝐾3) < 𝑡off , оскiльки
завжди κ1 < 𝜋. Збiльшення значень енергiї зчепле-
ння 𝜀 приводить до зменшення часу релаксацiї 𝑡off ,
що пояснюється пiдсиленням взаємодiї директора
з легкою вiссю.

На рис. 6 наведенi значення кута вiдхилення ди-
ректора по товщинi комiрки, розрахованi в рiзнi
моменти часу пiсля вимкнення напруги в систе-
мi, яка попередньо знаходилася в стацiонарному
станi. Як видно, найбiльше вiдхилення директо-
ра достатньо швидко змiщується з об’єму НРК

а

б
Рис. 5. Залежностi кута 𝜃 вiдхилення директора вiд коор-
динати 𝑧 при 𝜀 = 10: а – �̃� = 1,77, 𝑈/𝑈∞

th = 0,8 (1), 1 (2),
1,5 (3), 2 (4), 2,5 (5); б – 𝑈/𝑈∞

th = 1, �̃� = 0,1 (1), 0,5 (2), 1
(3), 5 (4)

у бiк пiдкладки з рухомою легкою вiссю. Так,
залежнiсть кута 𝜃(𝑧, 𝑡) директора стає практи-
чно лiнiйною по 𝑧 протягом вiдносно невелико-
го часу (∼1 c) у порiвняннi з часом повної ре-
лаксацiї (∼1000 с) системи у вихiдний однорi-
дний стан. Очевидно зумовлений вiдносно вели-
ким значенням коефiцiєнта в’язкостi легкої осi,
час повної релаксацiї системи виявляється поряд-
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Рис. 6. Часова поведiнка кута вiдхилення директора по
товщинi комiрки протягом першої секунди пiсля вимкне-
ння напруги. Час повної релаксацiї системи становить по-
рядку 1000 c: 𝜀 = 10, �̃� = 1,77, 𝜂1 = 1 П, 𝜂2 = 6 П · см

Рис. 7. Порiвняння розрахункової (суцiльна лiнiя) та екс-
периментальної (точки) [6] часових залежностей кута вiд-
хилення рухомої легкої осi у випадку її квадратичної взає-
модiї з електричним полем

ку 1000 с i є близьким до його величини в робо-
тi [11]. У цiлому, пiд час релаксацiї системи швид-
ше вертається у вихiдний однорiдний стан дире-
ктор, повертаючи за собою легку вiсь, так, що
𝜃𝐿 6 𝜓.

4. Квадратична взаємодiя
легкої осi з електричним полем

Нехай внесок у поверхневу вiльну енергiю комiр-
ки НРК вiд взаємодiї осi легкого орiєнтування ди-
ректора на полiмернiй пiдкладцi 𝑧 = 𝐿 з електри-
чним полем квадратичний по напруженостi 𝐸 цьо-
го поля (𝑚 = 2 у виразi 𝐹SE (1)).

Мiнiмiзуючи вiльну енергiю (1) за кутами 𝜃 i 𝜓,
приходимо до рiвняння(︀
𝐾1 sin

2 𝜃 +𝐾3 cos
2 𝜃
)︀
𝜃′′𝑧𝑧 − (𝐾3 −𝐾1)𝜃

′2
𝑧 sin 𝜃 cos 𝜃+

+
𝐷2

𝑧

𝑈

(︂
𝑈

4𝜋
+

2𝛼𝐷𝑧 cos
2 𝜓

(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿)2

)︂
×

× |𝜖𝑎| sin 𝜃 cos 𝜃
(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃)2

= 𝜂1𝜃
′
𝑡 (23)

i межових умов

𝜃|𝑧=0 = 0, (24)(︀
𝐾1 sin

2 𝜃𝐿 +𝐾3 cos
2 𝜃𝐿

)︀
𝜃′𝑧|𝑧=𝐿 +

𝑊

2
sin 2(𝜃𝐿 − 𝜓)+

+2𝛼𝐷2
𝑧 cos

2 𝜓
|𝜖𝑎| sin 𝜃𝐿 cos 𝜃𝐿
(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿)3

= 0, (25)

𝑊

2
sin 2(𝜃𝐿 − 𝜓)− 𝛼𝐷2

𝑧

sin𝜓 cos𝜓

(𝜖⊥ + 𝜖𝑎 cos2 𝜃𝐿)2
= 𝜂2𝜓

′
𝑡,

(26)

Як i в розглянутому вище випадку, орiєнтацiй-
на нестiйкiсть НРК в електричному полi є поро-
говою. З лiнеаризованих рiвняння (23) i межових
умов (24)–(26) випливає, що величина порога пе-
реходу Фредерiкса дається найменшим додатним
коренем рiвняння

𝑢
√
1 + 2�̃� ctg

(︀
𝑢
√
1 + 2�̃�

)︀
+�̃�𝑢2

(︂
2 +

𝜈𝜀

𝜀+ �̃�𝜈𝑢2

)︂
= 0,

(27)
де �̃� = 4𝜋𝛼/(𝜖‖𝐿).

Знайдена з рiвняння (27), залежнiсть порого-
вої напруги 𝑈th переходу Фредерiкса вiд величи-
ни параметра взаємодiї 𝛼 виявляється якiсно ана-
логiчною наведенiй на рис. 1 у випадку лiнiйної
взаємодiї рухомої легкої осi з електричним полем.
Зокрема, за вiдсутностi взаємодiї легкої осi з еле-
ктричним полем (𝛼 = 0) порогова напруга дорiв-
нює 0,5𝑈∞

th . Збiльшення значень енергiї зчеплення
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приводить до зростання величини порога орiєнта-
цiйної нестiйкостi.

Вважаючи кути вiдхилення 𝜃 директора i 𝜓 лег-
кої осi малими при невеликому перевищеннi на-
пругою 𝑈 її порогового значення 𝑈th, iз розгляду
лiнеаризованої задачi отримуємо характерний час
ввiмкнення системи:

𝑡on =
𝜂1𝐿

2

𝐾3𝜎2(1 + 2�̃�)(𝑢2 − 𝑢2th)
, (28)

де

𝜎2 = 1− 2[2𝜌22 + 𝜈 + 𝛾(2 + 1/�̃�)]/𝑠2,

𝑠2 = (𝜌22 + 2𝛾)(2 + 1/�̃�)+

+ (𝜈 + 2𝜌2)
(︀
�̃�𝜈𝑢2th + (1 + 2�̃�𝑢2th)𝜌2

)︀
,

𝜌2 = 1 + �̃�𝜈𝑢2th/𝜀.

Залежнiсть часу ввiмкнення 𝑡on вiд параметрiв
комiрки НРК виявляється якiсно аналогiчною ви-
падку лiнiйної взаємодiї легкої осi з електричним
полем. Так, час 𝑡on зростає зi збiльшенням значень
енергiї зчеплення 𝜀, коефiцiєнтiв 𝜂1 об’ємної в’яз-
костi НРК i 𝜂2 в’язкостi легкої осi та зi зменше-
нням величини параметра взаємодiї 𝛼. Змiна зна-
чень коефiцiєнта 𝜂1 об’ємної в’язкостi НРК у ме-
жах його допустимих значень слабко впливає на
величину часу 𝑡on.

На рис. 7 наведенi для порiвняння отриманi екс-
периментально [6] i знайденi з рiвняння (23) зна-
чення кута 𝜓 вiдхилення легкої осi в моменти часу
пiсля ввiмкнення напруги в системi i до її виходу в
стацiонарний стан. Розрахункова залежнiсть 𝜓(𝑡)
отримана для таких безрозмiрних значень енергiї
зчеплення 𝜀 = 10, параметра взаємодiї �̃� = 0,19,
коефiцiєнтiв об’ємної в’язкостi НРК 𝜂1 = 1 П [18] i
в’язкостi легкої осi 𝜂2 = 160 П · см. Приведенi вели-
чини параметрiв комiрки НРК вибиралися з мiр-
кувань найкращого збiгання експериментальних i
розрахункових значень 𝜓. Рiзниця мiж останнiми
не перевищує 7%.

У цiлому, згiдно з розрахунками, характер ча-
сової залежностi кутiв вiдхилення директора i ру-
хомої легкої осi вiд значень параметрiв комiр-
ки НРК та величини прикладеної напруги виявля-
ється якiсно аналогiчним розглянутому вище ви-
падку лiнiйної взаємодiї легкої осi з електричним
полем.

5. Висновки

Дослiджено переорiєнтацiю директора iз гомео-
тропного стану в планарний у комiрцi НРК з
вiд’ємною дiелектричною анiзотропiєю пiд дiєю
постiйного електричного поля. На однiй iз по-
лiмерних пiдкладок комiрки враховується про-
ковзування осi легкого орiєнтування директора в
площинi, перпендикулярнiй пiдкладцi. Проковзу-
вання легкої осi зумовлене її взаємодiєю з елект-
ричним полем. Внесок такої взаємодiї в густину
поверхневої вiльної енергiї НРК вважається лi-
нiйним або квадратичним по напруженостi елект-
ричного поля вiдповiдно до того, дипольнi мо-
менти еластичних частин молекул полiмеру пiд-
кладки є власними чи наводяться електричним
полем.

Незалежно вiд характеру взаємодiї рухомої лег-
кої осi з електричним полем орiєнтацiйна нестiй-
кiсть НРК носить пороговий характер. Порiг орi-
єнтацiйної нестiйкостi понижуєтся зi зменшенням
енергiї 𝜀 зчеплення НРК з пiдкладкою iз рухомою
легкою вiссю. У випадку вiдсутностi взаємодiї лег-
кої осi з електричним полем порiг переходу Фре-
дерiкса наближається до його значення за вiдсу-
тностi зчеплення НРК з пiдкладкою iз рухомою
легкою вiссю (𝜀 = 0). Зi збiльшенням вiд нуля зна-
чень параметра взаємодiї 𝛼 легкої осi з електри-
чним полем величина порога спочатку збiльшує-
ться до деякого максимального значення, а потiм
зменшується до нуля у випадку необмежено ве-
ликих значень 𝛼. Найбiльшi значення порога вiд-
повiдають величинi параметра взаємодiї 𝛼 поряд-
ку 𝜖‖

√︀
𝐾3/(4𝜋|𝜖𝑎|).

Часова поведiнка директора i рухомої легкої осi
визначається величинами прикладеної напруги 𝑈 ,
параметра взаємодiї 𝛼, енергiї зчеплення 𝜀, кое-
фiцiєнтiв об’ємної в’язкостi НРК i в’язкостi лег-
кої осi та виявляється якiсно подiбною в обох
випадках взаємодiї останньої з електричним по-
лем. Отримано аналiтичнi часовi залежностi кутiв
вiдхилення директора i легкої осi пiсля ввiмкне-
ння/вимкнення електричного поля як розв’язки
лiнеаризованих варiацiйних рiвняння та межових
умов.

В обох випадках взаємодiї рухомої легкої осi з
електричним полем з моменту прикладення напру-
ги i до виходу системи в стацiонарний стан швидше
вiдхилятиметься директор, повертаючи за собою
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легку вiсь. Найбiльшi деформацiї поля директора
досягаються в об’ємi НРК i практично не змiню-
ють свого положення по мiрi наближення системи
до стацiонарного стану. Як результат порiвняння
розрахункових та взятих iз [6] експериментальних
часових залежностей кута вiдхилення легкої осi до
виходу системи в стацiонарний стан встановленi
значення енергiї зчеплення 𝜀, коефiцiєнта в’язкостi
рухомої легкої осi та параметра взаємодiї 𝛼 остан-
ньої з електричним полем. Встановлено, що хара-
ктерний час 𝑡on ввiмкнення системи зменшується
зi збiльшенням величини параметра взаємодiї 𝛼 та
зi зменшенням величини енергiї зчеплення 𝜀, ко-
ефiцiєнта об’ємної в’язкостi НРК i в’язкостi лег-
кої осi.

У стацiонарному станi найбiльшi деформацiї
поля директора зосередженi в об’ємi НРК, не-
залежно вiд характеру взаємодiї легкої осi з
електричним полем. Збiльшення величини енер-
гiї зчеплення 𝜀 i значення параметра взаємо-
дiї 𝛼 приводить до зростання деформацiй поля
директора.

Пiсля вимкнення напруги в системi, що попе-
редньо знаходилася в стацiонарному станi, неза-
лежно вiд характеру взаємодiї легкої осi з еле-
ктричним полем, достатньо швидко в порiвняннi
з часом повної релаксацiї в системi встановлює-
ться практично лiнiйна залежнiсть кута вiдхилен-
ня директора вiд координати по товщинi комiрки.
При цьому найбiльше вiдхилення директора змi-
щується в бiк поверхнi з рухомою легкою вiссю. В
обох випадках взаємодiї легкої осi з електричним
полем характерний час 𝑡off релаксацiї системи ви-
являється однаковим i не залежним вiд величи-
ни параметра взаємодiї 𝛼. Зi збiльшенням значень
енергiї зчеплення та зi зменшенням коефiцiєнтiв
об’ємної в’язкостi НРК i в’язкостi легкої осi час 𝑡off
зменшується.
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Орiєнтацiйна нестiйкiсть в комiрцi нематичного рiдкого кристала

A.I. Lesiuk, M.F. Ledney, O.S. Tarnavskyy

ORIENTATIONAL INSTABILITY INDUCED
BY THE ELECTRIC FIELD IN A CELL OF A NEMATIC
LIQUID CRYSTAL WITH NEGATIVE
DIELECTRIC ANISOTROPY

S u m m a r y

The orientational instability of the director induced by an ex-

ternal dc electric field in the homeotropic cell including a ne-

matic liquid crystal with negative dielectric anisotropy has

been studied. The easy axis gliding in the plane perpendic-

ular to either of polymer cell substrates is taken into con-

sideration. It is explained by the reorientation of the elastic

fragments of polymer molecules of the cell substrate owing to

the interaction between the permanent or induced dipole mo-

ments of the substrate molecules and the electric field. In both

cases, the orientational instability of the liquid crystal director

is found to have a threshold character. The evolution of the ne-

matic director and the easy axis is analyzed since the moment

of electric field switching-on, during the system transition into

a stationary state, and until the system relaxes into the initial

homogeneous state after the electric field is switched-off. The

calculated time dependences of the easy-axis deviation angle

are compared with the literature experimental data.
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