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МIКРОСКОПIЧНИЙ РОЗРАХУНОК
ДЖОЗЕФСОНIВСЬКОГО СТРУМУ В ТУНЕЛЬНИХ
НАДПРОВIДНИХ КОНТАКТАХ НА ОСНОВI
ДВОЩIЛИННИХ НАДПРОВIДНИКIВУДК 538.945

Метод квазiкласичних рiвнянь, побудований у теорiї однощiлинної надпровiдностi, за-
стосовано для випадку надпровiдникiв з двома енергетичними щiлинами. Побудованi
рiвняння для функцiй Грiна у 𝑡-представленнi дають можливiсть обчислювати гу-
стину струму, який протiкає крiзь тонку дiелектричну плiвку у тунельних джозе-
фсонiвських контактах на основi двощiлинних надпровiдникiв. Отримана залежнiсть
густини струму вiд рiзниць фаз мiстить коефiцiєнти зрозумiлого походження.
К люч о в i с л о в а: квазiкласичне рiвняння, енергетична щiлина, функцiя Грiна, 𝑡-
представлення, густина струму, дiелектрична плiвка, джозефсонiвський контакт, дво-
щiлинний надпровiдник, рiзниця фаз.

1. Вступ

Дослiдженню джозефсонiвського ефекту присвя-
ченi численнi роботи (див. огляди [1, 2]). Зокре-
ма, дослiдження струмових станiв у надпровiдних
контактах типу SIS було здiйснено багатьма на-
уковцями: в роботi [3] отримано нестацiонарний
струм Джозефсона, використовуючи кiнетичний
пiдхiд; для температур, близьких до критичної,
джозефсонiвський струм обчилювали для чисто-
го контакту [4] та для контакту з немагнiтними
домiшками [5–7]. У роботах [8, 9] побудовано зале-
жнiсть густини струму вiд рiзницi фаз у тунель-
ному SIS-контактi з врахуванням ефектiв розпа-
ровування, використовуючи асимптотичну форму
мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi поблизу кри-
тичної температури 𝑇c. Однак, усi перелiченi ви-
ще роботи стосуються лише надпровiдникiв з однi-
єю енергетичною щiлиною. Можливiсть iснуван-
ня надпровiдникiв з двома енергетичними щiли-
нами розглянуто ще в роботах [10] та [11]. Але по-
чатком активних дослiджень у галузi двощiлин-
ної надпровiдностi стало вiдкриття двох енергети-
чних щiлин у бiнарнiй сполуцi MgB2 [12] з крити-
чною температурою 𝑇c = 39 K, яка є найвищою
серед надпровiдникiв з фононним механiзмом спа-
рювання електронiв. Вивченню властивостей спо-
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луки MgB2 присвяченi роботи [13–21], де подано,
власне, теорiю БКШ для двощiлинної надпровiд-
ностi. У роботi [22] отримано залежнiсть густини
струму вiд рiзниць фаз у тунельному джозефсо-
нiвському контактi на основi сполуки MgB2, ви-
користовуючи феноменологiчну теорiю Гiнзбурга–
Ландау. В данiй роботi буде виконано мiкроскопi-
чний розрахунок джозефсонiвського струму в ту-
нельних надпровiдних контактах на основi дво-
щiлинних надпровiдникiв, використовуючи метод
квазiкласичних рiвнянь. Цей метод детально ви-
кладений в монографiї [23], де рiвняння Горько-
ва для функцiй Грiна записанi у так званому 𝑡-
представленнi, яке вже довело свою ефективнiсть
у теорiї однощiлинної надпровiдностi. Iншими сло-
вами, ми поставили собi за мету поширити метод
квазiкласичних рiвнянь на випадок надпровiдно-
стi з двома енергетичними щiлинами.

2. Рiвняння для функцiй Грiна

Запишемо гамiльтонiан системи вiльних електро-
нiв, якi перебувають у полi комплексних джерел
електронних пар [24]:

�̂�𝐵 =
∑︁
𝑙,𝜎

∫︁
𝑑r𝜓+

𝑙,𝜎 (r) 𝜉𝜓𝑙,𝜎 (r)−

−

(︃∑︁
𝑙,𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′

∫︁
𝑑rΔ𝑙′ (r)𝜓

+
𝑙,↑ (r)𝜓

+
𝑙,↓ (r) + h.c.

)︃
. (1)
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Оскiльки надпровiднiсть є двощiлинною, то iнде-
кси зон 𝑙 та 𝑙′ можуть набувати значень 1 та 2.
Сталi 𝑔𝑙,𝑙′ описують взаємодiю мiж зонами 𝑙 та 𝑙′.
Розглядаючи випадок вiдсутностi магнiтного по-
ля, можна записати, що

𝜉 =
p̂2

2𝑚
− 𝜇.

Комплекснi функцiї Δ𝑙 (r) називають параметра-
ми впорядкування. Шукатимемо вираз для густи-
ни струму у формалiзмi функцiй Грiна, якi визна-
чатимемо за формулами

𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) =
⟨
𝑇𝜏𝜓

+
𝑙,↑ (r1, 𝜏1)𝜓

+
𝑙,↓ (r2, 𝜏2)

⟩
,

𝐺𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) = −
⟨
𝑇𝜏𝜓𝑙,↓ (r1, 𝜏1)𝜓

+
𝑙,↓ (r2, 𝜏2)

⟩
.

Останнi рiвностi мiстять так званий уявний час 𝜏 ,
який змiнюється вiд 0 до 1/𝑇 . Оператори поро-
дження та знищення беруться у гайзенбергiвсько-
му представленнi. Цi функцiї Грiна задовольняють
замкнену систему рiвнянь Горькова:(︂

𝜕

𝜕𝜏1
+ 𝜉1

)︂
𝐺𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2)−

−
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ𝑙′ (r1)𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) =

= −𝛿 (𝜏1 − 𝜏2) 𝛿 (r1 − r2),(︂
𝜕

𝜕𝜏1
− 𝜉1

)︂
𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2)−

−
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ
*
𝑙′ (r1)𝐺𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) = 0.

(2)

Оскiльки параметри впорядкування не залежать
вiд змiнних 𝜏1 та 𝜏2, то функцiї Грiна матимуть
такi властивостi:

𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) = 𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1 − 𝜏2),

𝐺𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) = 𝐺𝑙 (r1, r2; 𝜏1 − 𝜏2).

Якщо скористатися розкладами

𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1 − 𝜏2) = 𝑇
∑︁
𝜔𝑛

𝐹𝑙,𝜔𝑛
(r1, r2) 𝑒

−𝑖𝜔𝑛(𝜏1−𝜏2),

𝐺𝑙 (r1, r2; 𝜏1 − 𝜏2) = 𝑇
∑︁
𝜔𝑛

𝐺𝑙,𝜔𝑛
(r1, r2) 𝑒

−𝑖𝜔𝑛(𝜏1−𝜏2),

за непарною мацубарiвською частотою 𝜔𝑛 =
= 𝜋𝑇 (2𝑛+ 1), то з системи рiвнянь Горькова (2)

можна отримати таку(︁
𝑖𝜔𝑛 − 𝜉1

)︁
𝐺𝑙,𝜔𝑛

(r1, r2)+

+
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ𝑙′ (r1)𝐹𝑙,𝜔𝑛 (r1, r2) = 𝛿 (r1 − r2),(︁
𝑖𝜔𝑛 + 𝜉1

)︁
𝐹𝑙,𝜔𝑛

(r1, r2)+

+
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ
*
𝑙′ (r1)𝐺𝑙,𝜔𝑛

(r1, r2) = 0.

(3)

Доцiльно буде запровадити ще такi функцiї Грiна:

𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) =
⟨
𝑇𝜏𝜓𝑙,↓ (r1, 𝜏1)𝜓𝑙,↑ (r2, 𝜏2)

⟩
,

�̃�𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) = −
⟨
𝑇𝜏𝜓

+
𝑙,↑ (r1, 𝜏1)𝜓𝑙,↑ (r2, 𝜏2)

⟩
.

Цi функцiї задовольняють систему(︂
𝜕

𝜕𝜏1
+ 𝜉1

)︂
𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) −

−
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ𝑙′ (r1) �̃�𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) = 0,(︂
𝜕

𝜕𝜏1
− 𝜉1

)︂
�̃�𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) −

−
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ
*
𝑙′ (r1)𝐹𝑙 (r1, r2; 𝜏1, 𝜏2) =

= −𝛿 (𝜏1 − 𝜏2) 𝛿 (r1 − r2).

(4)

Виконання перетворень Фур’є дає змогу отримати
з системи (4) таку систему:(︁
𝑖𝜔𝑛 − 𝜉1

)︁
𝐹𝑙,𝜔𝑛

(r1, r2)+

+
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ𝑙′ (r1) �̃�𝑙,𝜔𝑛 (r1, r2) = 0,(︁
𝑖𝜔𝑛 + 𝜉1

)︁
�̃�𝑙,𝜔𝑛

(r1, r2)+

+
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ
*
𝑙′ (r1)𝐹𝑙,𝜔𝑛

(r1, r2) = 𝛿 (r1 − r2).

(5)

Запроваджуючи матричну функцiю Грiна

�̂�𝑙,𝜔𝑛
(r, r′) =

(︂
𝐺𝑙,𝜔𝑛 (r, r′) −𝐹𝑙,𝜔𝑛 (r, r′)

−𝐹𝑙,𝜔𝑛
(r, r′) �̃�𝑙,𝜔𝑛

(r, r′)

)︂
,

можна об’єднати системи (3) i (5) в одне матричне
рiвняння(︃
𝑖𝜔𝑛 − 𝜎𝑧𝜉 −

∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ̂𝑙′ (r)

)︃
�̂�𝑙,𝜔𝑛

(r, r′) =

= 𝛿 (r− r′), (6)

де

Δ̂𝑙 (r) =

(︂
0 Δ𝑙 (r)

Δ*
𝑙 (r) 0

)︂
.
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За наявностi потенцiалу матричне рiвняння (6) ма-
тиме такий вигляд:(︁
𝑖𝜔𝑛 − 𝜎𝑧

(︁
𝜉 + 𝑈 (r)

)︁)︁
�̂�𝑙,𝜔𝑛

(r, r′) −

−
∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ̂𝑙′ (r) �̂�𝑙,𝜔𝑛
(r, r′) = 𝛿 (r− r′).

3. Квазiкласичнi рiвняння

Для побудови методу квазiкласичних рiвнянь у те-
орiї двощiлинної надпровiдностi запровадимо ма-
тричнi функцiї Грiна в iмпульсному просторi

�̂�𝑖,𝑘
𝑙,𝜔𝑛

(p,p′)=

∫︁
𝑑r

∫︁
𝑑r′𝜓*(𝑖)

p (r)𝜓
(𝑘)
p′ (r′) �̂�𝑙,𝜔𝑛

(r, r′).

Iндекси 𝑖 та 𝑘 можуть набувати значень 1 та 2.
Функцiї 𝜓(𝑘)

p (r) є розв’язками рiвняння Шредiнге-
ра з потенцiалом

𝑈 (r) = 𝑈 (𝑧) = 𝑈0𝛿 (𝑧),

який моделює тонку дiелектричну плiвку. У тако-
му випадку параметри впорядкування та густина
струму залежатимуть лише вiд координати 𝑧. Ви-
користовуючи схему, аналогiчну до схеми в моно-
графiї [25], можна дiйти до таких матричних рiв-
нянь у змiнних 𝑡 i 𝑡′:(︂
𝑖𝜔𝑛 + 𝑖𝜎𝑧

𝜕

𝜕𝑡

)︂
�̂�𝑖,𝑘

𝑙,𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′) −

−
∑︁
𝑖′

�̂�𝑖,𝑖′

𝑙 (𝑡, 𝑥) �̂�𝑖′,𝑘
𝑙,𝜔𝑛

(𝑡, 𝑡′) = 𝛿𝑖,𝑘𝛿 (𝑡− 𝑡′). (7)

В рiвняннi (7) використано позначення

�̂�𝑖,𝑖′

𝑙 (𝑡, 𝑥) =

=

⎛⎜⎝ 0
∑︀
𝑙′
𝑔𝑙,𝑙′Δ

𝑖,𝑖′

𝑙′ (𝑡, 𝑥)

(−1)
𝑖+𝑖′ ∑︀

𝑙′
𝑔𝑙,𝑙′Δ

*𝑖,𝑖′
𝑙′ (𝑡, 𝑥) 0

⎞⎟⎠,
де

Δ1,1
𝑙 (𝑡, 𝑥) = 𝐷Δ𝑙 (𝑣0𝑥𝑡)+

+𝑅 [𝜃 (−𝑡)Δ𝑙 (𝑣0𝑥𝑡) + 𝜃 (𝑡)Δ𝑙 (−𝑣0𝑥𝑡)],

Δ1,2
𝑙 (𝑡, 𝑥) = 𝑖

√
𝐷𝑅𝜃 (𝑡) [Δ𝑙 (−𝑣0𝑥𝑡)−Δ𝑙 (𝑣0𝑥𝑡)],

Δ2,1
𝑙 (𝑡, 𝑥) = 𝑖

√
𝐷𝑅𝜃 (𝑡) [Δ𝑙 (𝑣0𝑥𝑡)−Δ𝑙 (−𝑣0𝑥𝑡)],

Δ2,2
𝑙 (𝑡, 𝑥) = 𝐷Δ𝑙 (−𝑣0𝑥𝑡)+

+𝑅 [𝜃 (𝑡)Δ𝑙 (𝑣0𝑥𝑡) + 𝜃 (−𝑡)Δ𝑙 (−𝑣0𝑥𝑡)].

Фiзичну величину 𝑣0 називають швидкiстю Фермi.
Варто зауважити, що

𝑥 =
𝑝𝑧√︁

𝑝2𝑥 + 𝑝2𝑦 + 𝑝2𝑧

.

Щодо коефiцiєнтiв вiдбиття 𝑅 та проходження 𝐷
електронiв крiзь потенцiальний бар’єр, то вони об-
числюються за такими формулами:

𝑅 (𝑥) =
𝑚2𝑈2

0

𝑝20𝑥
2 +𝑚2𝑈2

0

, 𝐷 (𝑥) =
𝑝20𝑥

2

𝑝20𝑥
2 +𝑚2𝑈2

0

.

Величину 𝑝0 називають фермi-iмпульсом. Це са-
ме те значення iмпульсу, в околi якого виконано
всi необхiднi обчислення в ходi пошукiв матричних
рiвнянь для функцiй Грiна у 𝑡-представленнi.

4. Густина струму

Густину струму для випадку надпровiдностi з дво-
ма енергетичними щiлинами обчислюємо за такою
формулою:

j (r) =
𝑖𝑒

𝑚
𝑇
∑︁
𝑙,𝜔𝑛

lim
r′→r

(∇r′ −∇r)𝐺𝑙,𝜔𝑛
(r, r′). (8)

Використовуючи функцiї Грiна в 𝑡-представленнi,
з виразу для густини струму (8), можна отримати
таку формулу:

𝑗 (𝑧) = 2𝜋𝑒𝑣0𝑁 (0)𝑇 ×

×
∑︁
𝑙,𝜔𝑛

1∫︁
0

𝑥𝑑𝑥

[︂
𝐷
{︁
𝐺1,1

𝑙,𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡)−𝐺2,2

𝑙,𝜔𝑛
(−𝑡,−𝑡)

}︁
+

+𝑅

{︂
𝜃 (−𝑧)

[︁
𝐺1,1

𝑙,𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡)−𝐺1,1

𝑙,𝜔𝑛
(−𝑡,−𝑡)

]︁
+

+ 𝜃 (𝑧)
[︁
𝐺2,2

𝑙,𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡)−𝐺2,2

𝑙,𝜔𝑛
(−𝑡,−𝑡)

]︁}︂
+

+ 𝑖
√
𝐷𝑅

{︂
𝜃 (𝑧)

[︁
𝐺1,2

𝑙,𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡)−𝐺2,1

𝑙,𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡)

]︁
+

+ 𝜃 (−𝑧)
[︁
𝐺1,2

𝑙,𝜔𝑛
(−𝑡,−𝑡)−𝐺2,1

𝑙,𝜔𝑛
(−𝑡,−𝑡)

]︁}︂]︂
.

Остання формула мiстить позначення 𝑡 = 𝑧
𝑣0𝑥

та

величину 𝑁 (0) = 𝑚2𝑣0
2𝜋2 . Надалi буде використано
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модель з кусково сталими параметрами впорядку-
вання. У цiй моделi вважають, що модулi параме-
трiв впорядкування сталi в межах кожного з над-
провiдникiв, а фази є рiзними. Тодi можна записа-
ти, що

Δ𝑙 (𝑧) = Δ𝑙 [𝜃 (−𝑧) exp (𝑖𝜙𝑙) + 𝜃 (𝑧) exp (𝑖𝜒𝑙)].

Розв’язавши рiвняння для функцiй Грiна в 𝑡-
представленнi (7) для випадку малої прозоростi та
вибраної апроксимацiї параметрiв впорядкування,
можна обчислити густину струму в площинi 𝑧 = 0

𝑗 =
∑︁
𝑖,𝑘

𝑗𝑖,𝑘 sin (𝜒𝑖 − 𝜙𝑘). (9)

У виразi для струму (9) використано позначення

𝑗𝑖,𝑘 = 𝜋𝑒𝑣0𝑁 (0)𝑇Δ𝑖Δ𝑘 ×

×
∑︁
𝑙

𝑔𝑙,𝑖𝑔𝑙,𝑘
∑︁
𝜔𝑛

1

Ω1,1
𝑙,𝜔𝑛

Ω2,2
𝑙,𝜔𝑛

1∫︁
0

𝑥𝐷 (𝑥) 𝑑𝑥,

де

Ω𝑘,𝑘
𝑙,𝜔𝑛

=

√︂
|𝜔𝑛|2 +

⃒⃒⃒
𝐸𝑘,𝑘

𝑙

⃒⃒⃒2
,

𝐸1,1
𝑙 =

∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ𝑙′ exp (𝑖𝜙𝑙′),

𝐸2,2
𝑙 =

∑︁
𝑙′

𝑔𝑙,𝑙′Δ𝑙′ exp (𝑖𝜒𝑙′).

5. Висновки

Метод квазiкласичних рiвнянь, про який вiдомо з
теорiї однощiлинної надпровiдностi, поширено на
випадок надпровiдникiв з двома енергетичними
щiлинами. Одержано рiвняння для функцiй Грi-
на у 𝑡-представленнi та знайдено вираз для густи-
ни струму через функцiї Грiна у цьому представ-
леннi. Усi обчислення виконанi на поверхнi Фермi.
Розглядаючи випадок малої прозоростi, отрима-
но цiлком компактну залежнiсть густини струму
вiд рiзниць фаз. Знайдений результат за матема-
тичною структурою аналогiчний до того результа-
ту, який вже отримували на основi феноменологi-
чного пiдходу [22]. Ця робота яскраво демонструє
переваги мiкроскопiчного пiдходу, адже отримано
залежнiсть густини струму з такими коефiцiєнта-
ми, якi вже можна обчислювати. Цi коефiцiєнти

мають цiлком зрозумiлу природу, чого, власне, не
можна отримати на основi феноменологiчної теорiї
надпровiдностi.
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V.E. Sakhnyuk, O.Yu. Pastukh

MICROSCOPIC CALCULATION
OF JOSEPHSON CURRENT IN TUNNEL
JUNCTIONS WITH TWO-GAP SUPERCONDUCTORS

S u m m a r y

Quasiclassical equations of the one-gap superconductivity the-

ory have been applied to superconductors with two energy

gaps. Using the equations for Green’s functions obtained in the

𝑡-representation, the Josephson current density through tunnel

junctions with two-gap superconductors is calculated.
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