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Показано, що, вибираючи належним чином вiдстроювання несучої частоти кожної з
перехресних бiхроматичних хвиль вiд частоти переходу в атомi, можна сформувати
двовимiрну пастку для атомiв, якщо iнтенсивнiсть хвиль досить велика. При нульо-
вих та близьких до нуля початкових фазах хвиль, а також при 𝜋 та близькому до
𝜋 зсувi фаз мiж перехресними хвилями формується динамiчна просторова структура
з квадратних комiрок зi стороною 𝜆/

√
2. Чисельне моделювання проведено для атомiв

натрiю.
Ключ о в i с л о в а: оптична пастка для атомiв, стоячi хвилi, побудова хвильової функцiї
методом Монте-Карло.

1. Вступ

Рiзноманiтнi аспекти взаємодiї атомiв з бiхромати-
чними стоячими хвилями (пара монохроматичних
стоячих хвиль з рiзними частотами), якi можна
також розглядати як зустрiчнi бiхроматичнi хви-
лi чи зустрiчнi амплiтудно-модульованi хвилi, ви-
вчаються вже протягом трьох десятилiть. Фiзичнi
основи такої взаємодiї та численнi експерименталь-
нi роботи аналiзуються, зокрема, в монографiях
[1, 2] та в недавньому оглядi [3]. Те, що сила свi-
тлового тиску на атом в полi стоячої бiхроматичної
хвилi може значно перевищувати силу свiтлового
тиску в полi бiжучої монохроматичної хвилi [4–9],
суттєво для ефективного манiпулювання атомни-
ми пучками [9–11]. Як виявилося, поле бiхромати-
чних хвиль може застосовуватися для охолодже-
ння атомiв i молекул без участi спонтанного ви-
промiнювання [12, 13] – нового явища, передбаче-
ного в [14] i яке, схоже, може значно розширити
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нашi можливостi управлiння рухом молекул ла-
зерним випромiнюванням. Ще один напрямок до-
слiджень – формування пасток для атомiв лише
лазерним випромiнюванням, без додаткових полiв
(наприклад, магнiтного поля у магнiтооптичнiй
пастцi [1]). В основу таких пасток спочатку пропо-
нувалося покласти взаємодiю атомiв iз зустрiчни-
ми свiтловими iмпульсами [15–18], потiм виявило-
ся, що такi пастки можуть бути сформованi зустрi-
чними бiхроматичними [19], стохастичними [20] та
частотно-модульованими [21] хвилями. Окрiм то-
го, поле лазерного випромiнювання, що утримує
атоми, може призводити i до їх охолодження.

Ми розглянемо взаємодiю дворiвневих атомiв
iз двома ортогональними плоско-поляризованими
стоячими бiхроматичними хвилями i дослiдимо, за
яких умов цi хвилi можуть сформувати двовимiр-
ну пастку для атомiв (одновимiрна дослiджувала-
ся нами в [19]), а також знайдемо вигляд i параме-
три ґратки з атомiв, що формується при їхнiй вза-
ємодiї з полем. Для опису руху атомiв у полi ми
користуємося законами Ньютона, при цьому ево-
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Рис. 1. Схема взаємодiї атома з полем. У точцi 𝑂 рiзни-
ця фаз зустрiчних хвиль дорiвнює нулю. Атом позначено
кружечком

люцiю атомних станiв описуємо методом Монте-
Карло для хвильової функцiї [22]. Чисельне моде-
лювання проведемо для параметрiв, що вiдповiда-
ють взаємодiї атомiв натрiю з полем.

Робота побудована так: у наступному роздiлi
описується схема взаємодiї атома з полем, у тре-
тьому роздiлi наведено основнi рiвняння, коротко-
му викладу методу Монте-Карло для обчислен-
ня хвильової функцiї присвячено четвертий роз-
дiл, п’ятий роздiл присвячено процедурi чисель-
ного розрахунку, отриманi результати та їх обго-
ворення наведено у шостому роздiлi, в кiнцi роботи
сформульовано короткi висновки.

2. Взаємодiя атома з полем

Нехай атом перебуває у полi двох перехресних бi-
хроматичних стоячих хвиль, кожна з яких сфор-
мована парами стоячих колiнеарних хвиль. Ко-
жну з цих стоячих хвиль можна розглядати як
двi зустрiчнi монохроматичнi хвилi, як показано
на рис. 1.

Ми розглянемо взаємодiю атомiв з бiхромати-
чним полем стоячих хвиль поблизу точки 𝑂, де
пучностi хвиль збiгаються, тобто рiзниця фаз зу-
стрiчних хвиль тут дорiвнює нулю. У полi однiєї бi-
хроматичної хвилi при невеликому вiдхиленнi вiд
цiєї точки сила свiтлового тиску, що дiє на атом,
пропорцiйна рiзницi фаз стоячих хвиль, що її утво-

рюють [4, 23]. Оскiльки остання лiнiйно залежить
вiд координат атома, бiхроматична стояча свiтло-
ва хвиля може формувати одновимiрну пастку для
атомiв [6, 19]. Очевидно, можна очiкувати, що по-
ле двох перехресних бiхроматичних хвиль може
сформувати двовимiрну пастку для атомiв.

Зазначимо, що взаємодiя атома з двома перехре-
сними стоячими бiхроматичними хвилями якiсно
вiдрiзняється вiд взаємодiї з однiєю хвилею. Крiм
процесiв поглинання з однiєї з бiжучих бiхрома-
тичних хвиль з наступним випромiнюванням у зу-
стрiчну бiжучу бiхроматичну хвилю, можуть ма-
ти мiсце процеси поглинання з однiєї бiжучої бi-
хроматичної хвилi з наступним випромiнюванням
в ортогональну за напрямком поширення бiжучу
бiхроматичну хвилю. Таким чином, результат вза-
ємодiї з полем двох стоячих бiхроматичних хвиль
не можна розглядати як суму взаємодiй атома з
кожною зi стоячих бiхроматичних хвиль.

3. Основнi рiвняння

Взаємодiю атома з полем перехресних бiхромати-
чних хвиль можна розглядати також як його вза-
ємодiю з полем восьми бiжучих монохроматичних
хвиль, як показано на рис. 1. Просторова та ча-
сова залежнiсть напруженостi поля кожної з них
мають вигляд

E𝑛=1,2,3,4 = e𝐸0𝑛 cos (𝜔𝑛𝑡∓ 𝑘𝑛𝑥+ 𝜙𝑛), (1)

E𝑛=5,6,7,8 = e𝐸0𝑛 cos (𝜔𝑛𝑡∓ 𝑘𝑛𝑦 + 𝜙𝑛), (2)

де знак “−” вiдповiдає непарним 𝑛, а “+” – парним
𝑛, e – одиничний вектор поляризацiї, 𝜔𝑛 – частота
монохроматичної хвилi. Звернемо увагу на те, що
напрямок вектора поляризацiї всiх хвиль ми ви-
брали однаковим. Те, що вiсiм монохроматичних
хвиль формують чотири стоячi хвилi, призводить
до умови

𝜔2𝑛 = 𝜔2𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, 3, 4. (3)

Для випадку формування стоячих хвиль з однако-
вою амплiтудою, який ми тут розглядаємо,

𝐸0𝑛 = 𝐸0, 𝑛 = 1, ..., 8. (4)

Вiдстроювання 𝛿𝑛 (𝑛 = 1, ..., 8) частот 𝜔𝑛 хвиль
1, ..., 8 вiд резонансу з частотою атомного переходу
𝜔0 визначаються як

𝛿𝑛 = 𝜔0 − 𝜔𝑛, (5)
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𝛿2𝑛−1 = 𝛿2𝑛, 𝑛 = 1, ..., 4, (6)

оскiльки частоти зустрiчних монохроматичних
хвиль, якi формують кожну з чотирьох стоячих
хвиль, однаковi (3). Вважаємо, що частоти моду-
ляцiї бiхроматичних хвиль, якi дорiвнюють рiзни-
цi частот монохроматичних хвиль, що їх утворю-
ють, теж однаковi:

𝜔1 − 𝜔3 = 𝜔5 − 𝜔7 = Ω > 0. (7)

Ми будемо розглядати симетричний випадок, коли
однаковi несучi частоти перехресних хвиль, тобто

𝜔3 + 𝜔1

2
=
𝜔7 + 𝜔5

2
= 𝜔. (8)

З наведених рiвнянь неважко виразити частоти
всiх монохроматичних хвиль через несучу частоту
бiхроматичних хвиль 𝜔 та частоту їх модуляцiї Ω:

𝜔1 = 𝜔5 = 𝜔 +
Ω

2
, 𝜔3 = 𝜔7 = 𝜔 − Ω

2
. (9)

Введемо вiдстроювання

𝛿 = 𝜔0 − 𝜔 (10)

несучої частоти бiхроматичних хвиль вiд частоти
переходу в атомi. Тодi, беручи до уваги (9), з (5)
отримуємо

𝛿1 = 𝛿5 = 𝛿 − Ω

2
, 𝛿3 = 𝛿7 = 𝛿 +

Ω

2
. (11)

Поле восьми бiжучих монохроматичних хвиль
можна записати як поле чотирьох стоячих хвиль,
напруженiсть поля яких має вигляд

E12 = E1 +E2 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔1𝑡+

1

2
(𝜙1 + 𝜙2)

]︂
×

× cos

[︂
𝑘1𝑥+

1

2
(𝜙2 − 𝜙1)

]︂
, (12)

E34 = E3 +E4 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔3𝑡+

1

2
(𝜙3 + 𝜙4)

]︂
×

× cos

[︂
𝑘3𝑥+

1

2
(𝜙4 − 𝜙3)

]︂
, (13)

E56 = E5 +E6 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔1𝑡+

1

2
(𝜙5 + 𝜙6)

]︂
×

× cos

[︂
𝑘1𝑦 +

1

2
(𝜙6 − 𝜙5)

]︂
, (14)

E78 = E3 +E4 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔3𝑡+

1

2
(𝜙7 + 𝜙8)

]︂
×

× cos

[︂
𝑘3𝑦 +

1

2
(𝜙8 − 𝜙7)

]︂
, (15)

а повне поле, що дiє на атом, можна записати у
виглядi

E = E12 +E34 +E56 +E78. (16)

Починаючи з перших дослiджень механiчної дiї
поля бiхроматичних хвиль на атоми [4, 6], в роз-
рахунках свiтлового тиску на атоми в полi бi-
хроматичних хвиль використовується також пред-
ставлення поля у виглядi суперпозицiї зустрiчних
амплiтудно-модульованих хвиль, що дає можли-
вiсть провести аналогiю мiж полем бiхроматичних
хвиль i полем послiдовностi зустрiчних iмпульсiв.
Ця аналогiя лежить в основi пояснення сили виму-
шеного свiтлового тиску, яка може значно переви-
щувати силу свiтлового тиску на атом в однiй бi-
жучiй хвилi [24]. У випадку двох перехресних сто-
ячих хвиль цi зустрiчнi хвилi мають вигляд

E13 = E1+E3 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔𝑡− 𝑘𝑥+

1

2
(𝜙1 + 𝜙3)

]︂
×

× cos

[︂
1

2
Ω𝑡− 1

2
Δ𝑘𝑥+

1

2
(𝜙3 − 𝜙1)

]︂
, (17)

E24 = E2+E4 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔𝑡+ 𝑘𝑥+

1

2
(𝜙2 + 𝜙4)

]︂
×

× cos

[︂
1

2
Ω𝑡+

1

2
Δ𝑘𝑥+

1

2
(𝜙4 − 𝜙2)

]︂
, (18)

E57 = E1+E3 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔𝑡− 𝑘𝑦 +

1

2
(𝜙5 + 𝜙7)

]︂
×

× cos

[︂
1

2
Ω𝑡− 1

2
Δ𝑘𝑦 +

1

2
(𝜙7 − 𝜙5)

]︂
, (19)

E68 = E2+E4 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔𝑡+ 𝑘𝑦 +

1

2
(𝜙6 + 𝜙8)

]︂
×

× cos

[︂
1

2
Ω𝑡+

1

2
Δ𝑘𝑦 +

1

2
(𝜙8 − 𝜙6)

]︂
, (20)

де

𝑘 =
1

2
(𝑘1 + 𝑘3) =

1

2
(𝑘2 + 𝑘4), (21)

Δ𝑘 = 𝑘3 − 𝑘1 = 𝑘4 − 𝑘2 = Ω/𝑐. (22)

Змiна початку вiдлiку часу i координат (𝑥 та 𝑦),
очевидно, еквiвалентна змiнi початкових фаз 𝜙𝑛
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(𝑛 = 1, ..., 8). Оскiльки Ω ≪ 𝜔 i Δ𝑘 ≪ 𝑘, то, змi-
нюючи початок вiдлiку часу, можна занулити двi
початковi фази, а початок вiдлiку координат – ще
чотири фази (або їхнi лiнiйнi комбiнацiї).

Проекцiї сили F свiтлового тиску, що дiє на
атом, на осi 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦 дорiвнюють [1, 25]:

𝐹𝑥 = (𝜚12d21 + 𝜚21d12)
𝜕E

𝜕𝑥
, (23)

𝐹𝑦 = (𝜚12d21 + 𝜚21d12)
𝜕E

𝜕𝑦
, (24)

де d𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) – матричнi елементи дипольного
моменту, 𝜚𝑖𝑗 – елементи матрицi густини 𝜚. Рух
атома пiд дiєю цiєї сили описуємо другим законом
Ньютона:

r̈ = F/𝑚, (25)

де 𝑚 – маса атома, r – радiус-вектор атома з ко-
ординатами 𝑥 i 𝑦.

Матрицю густини знаходимо з амплiтуд iмовiр-
ностi 𝑐1, 𝑐2 перебування атома в основному |1⟩ та
збудженому |2⟩ станах:

𝜚12 = 𝑐1𝑐
*
2𝑒

𝑖𝜔0𝑡, 𝜚21 = 𝑐2𝑐
*
1𝑒

−𝑖𝜔0𝑡. (26)

Вектор стану

|𝜓⟩ = 𝑐1 |1⟩+ 𝑐2𝑒
−𝑖𝜔0𝑡 |2⟩, (27)

атома знаходимо з рiвняння Шредiнгера

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓⟩ = 𝐻 |𝜓⟩ (28)

моделюванням вектора стану методом Монте-
Карло [22], який враховує можливiсть спонтанно-
го випромiнювання свiтла атомом. На вiдмiну вiд
обчислень на основi матрицi густини, такий метод
розрахунку дозволяє моделювати траєкторiю руху
окремого атома.

4. Моделювання вектора
стану атома методом Монте-Карло

Метод Монте-Карло для моделювання вектора
стану [22] дає процедуру чисельного розв’язання
рiвняння Шредiнгера (28) з врахуванням можли-
востi спонтанного випромiнювання свiтла атомом.
За нього вiдповiдає релаксацiйний член

𝐻rel = − 𝑖~
2
𝛾|2⟩⟨2|, (29)

де 𝛾 – швидкiсть переходу атома у стан |1⟩, в га-
мiльтонiанi

𝐻 = 𝐻0 +𝐻int +𝐻rel. (30)

Тут

𝐻0 = ~𝜔0|2⟩⟨2| (31)

описує атом за умови вiдсутностi поля i релаксацiї,
а доданок

𝐻int = −d12|1⟩⟨2|E(𝑡)− d21|2⟩⟨1|E(𝑡) (32)

вiдповiдає за взаємодiю атома з полем.
Оскiльки гамiльтонiан (30) не ермiтовий, у моде-

люваннi вектора стану методом Монте-Карло [22]
при iнтегруваннi рiвняння Шредiнгера (28) вектор
стану (27) нормується пiсля кожного невеликого
кроку за часом. Величина вiдхилення норми ве-
ктора вiд одиницi використовується при цьому для
моделювання процеса спонтанного випромiнюван-
ня фотона; зi сростанням цього вiдхилення зро-
стає й iмовiрнiсть спонтанного випромiнювання,
яке призводить до квантового стрибка атома зi
збудженого стану |2⟩ в основний |1⟩. Тут ми кори-
стуємося методом Монте-Карло першого порядку
точностi, описаного в [22]. Методи другого i че-
твертого порядку точностi описанi в [26].

Нехай атом в момент часу 𝑡 описується вектором
стану |𝜓(𝑡)⟩. Вектор стану |𝜓(𝑡+Δ𝑡)⟩ в момент часу
𝑡+Δ𝑡 знаходимо в два етапи.

1. Iнтегруючи Шредiнгера (28) бачимо, що пiсля
досить малого Δ𝑡 вектор стану стає

|𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)⟩ =
(︂
1− 𝑖Δ𝑡

~
𝐻

)︂
|𝜓(𝑡)⟩. (33)

Пiсля цього кроку за часом норма вектора стану
дорiвнює

⟨𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)|𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)⟩ = 1−Δ𝑃, (34)

де

Δ𝑃 =
𝑖Δ𝑡

~
⟨𝜓(𝑡)|𝐻 −𝐻+|𝜓(𝑡)⟩ = 𝛾|Δ𝑡|𝑐2|2. (35)

2. На другому етапi перевiряємо, чи був кван-
товий стрибок (що супроводжує спонтанне випро-
мiнювання) протягом часу iнтегрування Δ𝑡. Для
цього порiвнюємо значення випадкової величини
𝜖, що рiвномiрно розподiлена мiж нулем i одини-
цею, з Δ𝑃 . Якщо 𝜖 < Δ𝑃 , то квантовий стрибок
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вiдбувається, атом переходить у стан |1⟩, тобто ве-
ктор стану стає

|𝜓(𝑡+Δ𝑡)⟩ = |1⟩, 𝜖 < Δ𝑃. (36)

Якщо ж 𝜖 > Δ𝑃 (у бiльшостi випадкiв, оскiльки
Δ𝑃 ≪ 1), стрибок не вiдбувається. У цьому випад-
ку отриманий вектор стану (33) нормуємо:

|𝜓(𝑡+Δ𝑡)⟩ = |𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)⟩√
1−Δ𝑃

, Δ𝑃 < 𝜖. (37)

Напрямок поширення фотона при спонтанно-
му випромiнюваннi теж моделюватимемо мето-
дом Монте-Карло, вважаючи напрямки поширен-
ня в додатних i вiд’ємних значеннях осей 𝑂𝑥, 𝑂𝑦
однаково ймовiрними (деталi наведено у п’ятому
роздiлi).

Хоча рiвняння (33) дає формальний розв’язок
рiвняння Шредiнгера, при обчисленнi вектора ста-
ну зручнiше користуватися рiвняннями для амлi-
туд iмовiрностi 𝑐1, 𝑐2 заселення станiв |1⟩ i |2⟩, i,
знайшовши їх, отримати вектор стану (27). Рiвня-
ння для амплiтуд випливають з рiвняння Шредiн-
гера (28) i еквiвалентнi йому. Отримаємо цi рiвня-
ння.

Пiдстановка (27), (30) в (28) дає

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
𝑐1 = −d12E𝑐2𝑒

−𝑖𝜔0𝑡, (38)

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
𝑐2 = −d21E𝑐1𝑒

𝑖𝜔0𝑡 − 1

2
𝛾𝑐2. (39)

У наближеннi обертової хвилi (нехтуємо швидко-
осцилюючими доданками ∼𝑒±2𝑖𝜔0𝑡) [27] з рiвнянь
(38), (39) з урахуванням

E =

8∑︁
𝑛=1

E𝑛 (40)

отримуємо

𝑑

𝑑𝑡
𝑐1 = − 𝑖

2
Ω0

4∑︁
𝑛=1

𝑒(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑥−𝑖𝛿𝑛𝑡+𝑖𝜙𝑛𝑐2 −

− 𝑖

2
Ω0

8∑︁
𝑛=5

𝑒(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑦−𝑖𝛿𝑛𝑡+𝑖𝜙𝑛𝑐2, (41)

𝑑

𝑑𝑡
𝑐2 = − 𝑖

2
Ω*

0

4∑︁
𝑛=1

𝑒(−1)𝑛+1𝑖𝑘𝑛𝑥+𝑖𝛿𝑛𝑡−𝑖𝜙𝑛𝑐1 −

− 𝑖

2
Ω*

0

8∑︁
𝑛=5

𝑒(−1)𝑛+1𝑖𝑘𝑛𝑦+𝑖𝛿𝑛𝑡−𝑖𝜙𝑛𝑐1 −
1

2
𝛾𝑐2, (42)

де введено частоту Рабi монохроматичних хвиль

Ω0 = −d12e𝐸0/~, (43)

яку без порушення загальностi вважаємо дiйсною
величиною [27].

Знаючи амплiтуди iмовiрностi 𝑐1, 𝑐2, можна, ко-
ристуючись (23), (24) i (26), обчислити силу свi-
тлового тиску на атом. Пiсля усереднення виразiв
для сили (23), (24) за часом на iнтервалi, що зна-
чно перевищує час швидких осциляцiй з характер-
ним часом 2𝜋/𝜔0 i в той самий час досить малому,
щоб усереднена сила свiтлового тиску практично
не залежала вiд часу усереднення, знаходимо

𝐹𝑥 = ~
4∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1𝑘𝑛 Im
[︀
𝑐1𝑐

*
2Ω

*
𝑛𝑒

𝑖𝛿𝑛𝑡−𝑖𝜙𝑛 ×

× 𝑒𝑖(−1)𝑛+1𝑘𝑛𝑥
]︀ (︀

|𝑐1|2 + |𝑐2|2
)︀−1

. (44)

𝐹𝑦 = ~
8∑︁

𝑛=5

(−1)𝑛+1𝑘𝑛 Im
[︀
𝑐1𝑐

*
2Ω

*
𝑛𝑒

𝑖𝛿𝑛𝑡−𝑖𝜙𝑛 ×

× 𝑒𝑖(−1)𝑛+1𝑘𝑛𝑦
]︀ (︀

|𝑐1|2 + |𝑐2|2
)︀−1

. (45)

Тепер ми можемо описати рух атома, iнтегруючи
одночасно рiвняння (25), (41), (42) з врахуванням
виразiв (44), (45) для проекцiй 𝐹𝑥, 𝐹𝑦 сили свiтлого
тиску на осi абсцис i ординат.

Нормування в (44), (45) необхiдне при комбiну-
ваннi iнтегрування рiвняння Шредiнгера i рiвнянь
руху методом четвертого порядку точностi з мето-
дом Монте-Карло першого порядку для хвильової
функцiї, оскiльки в першому випадку використо-
вуються промiжнi точки за часом.

5. Процедура чисельного розрахунку

Для моделювання руху атома одночасно розв’я-
зуємо рiвняння Ньютона (25) з силою (44), (45) i
рiвняння (41), (42) для амплiтуд iмовiрностi станiв
атома. Крiм того, моделюємо змiну моменту ато-
ма завдяки спонтанному випромiнюванню свiтла
атомом та флуктуацiям поглинання i вимушено-
го випромiнювання, якi також призводять до флу-
ктуацiй iмпульсу атома. В наших обчисленнях для
простоти вважаємо, що спонтанне випромiнюван-
ня фотона атомом призводить до змiни iмпульса
атома на ~𝑘 з однаковою iмовiрнiстю в додатному
та вiд’ємному напрямках осей 𝑂𝑥 та 𝑂𝑦.
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Стохастичний характер спонтанного випромiню-
ванням свiтла атомом призводить до дифузiї ато-
ма у iмпульсному просторi, так званої “iмпуль-
сної дифузiї”. У полi лазерного випромiнювання
низької iнтенсивностi, коли населенiсть збуджено-
го стану незначна, сила свiтлового тиску i коефi-
цiєнт iмпульсної дифузiї дорiвнюють сумам вiд-
повiдних величин для кожної iз зустрiчних хвиль
[28]. Це наближення застосовувалося нами ранi-
ше для моделювання флуктуацiйної змiни iмпуль-
су атомiв у полi зустрiчних свiтлових iмпульсiв
малої iнтенсивностi [18], а також для оцiночного
моделювання флуктуацiйної змiни iмпульсу ато-
мiв у полi зустрiчних бiхроматичних [19], стоха-
стичних [20,29] i частотно-модульованих свiтлових
хвиль [21]. Змiна iмпульсу атома за рахунок ефе-
кту вiддачi при спонтанному випромiнюваннi фо-
тона враховується моделюванням напрямку фото-
на, наприклад, розбиваючи iнтервал вiд 0 до 1 на
чотири однаковi iнтервали, кожен з яких вiдповiд-
ає випромiненню фотона вздовж додатного чи вiд’-
ємного напрямку осей 𝑂𝑥, 𝑂𝑦. Визначення флу-
ктуацiйної змiни iмпульсу завдяки флуктуацiї по-
глинання та вимушеного випромiнювання потре-
бує нашої додаткової уваги.

Розглянемо, як флуктує iмпульс атома у полi бi-
жучої монохроматичної хвилi. Нехай 𝜃 – кут мiж
напрямком спонтанного випромiнювання фотона i
вiссю 𝑂𝑥, вздовж якої поширюється свiтлова хви-
ля, ⟨𝑁𝑠⟩ – середнє число спонтанно випромiнених
фотонiв. Тодi, вважаючи розсiювання фотонiв пов-
нiстю випадковим процесом, маємо для середнього
квадрата змiни iмпульсу ансамбля атомiв [25]:

⟨Δ𝑝2𝑥⟩ = ⟨Δ𝑝20𝑥⟩+ ~2𝑘2⟨𝑁𝑠⟩+ ~2𝑘2⟨cos2 𝜃⟩⟨𝑁𝑠⟩. (46)

Перший доданок у правiй частинi (46) зумовлений
початковим розподiлом атомiв за iмпульсами, дру-
гий – вимушеними процесами (поглинання i випро-
мiнювання), третiй доданок зумовлений флуктуа-
цiями iмпульсу при спонтанному випромiнюваннi
фотонiв. Це рiвняння є основою для комп’ютерно-
го моделювання процесу iмпульсної дифузiї у полi
однiєї бiжучої хвилi. Згiдно з (46), на кожну випад-
кову змiну iмпульсу атома за рахунок спонтанно-
го випромiнювання свiтла припадає одна змiна iм-
пульсу атома на ±~𝑘 за рахунок вимушених проце-
сiв. Цей алгоритм врахування iмпульсної дифузiї
атомiв справедливий для слабкого поля Ω0 . 𝛾.
Якщо ж iнтенсивнiсть зустрiчних хвиль велика,

ми будемо враховувати iмпульсну дифузiю у ви-
мушених процесах таким самим чином, усвiдом-
люючи, що отриманi нами результати матимуть
оцiночний характер. Оскiльки ми розглядатимемо
рух атомiв для однакової iнтенсивностi перехре-
сних хвиль, слiд чекати, що усереднена за кiлька
перiодiв модуляцiї флуктуацiйна змiна квадрата 𝑥
та 𝑦-компонент iмпульсу атомiв за рахунок виму-
шених процесiв однакова.

Пiсля кожного кроку Δ𝑡 iнтегрування рiв-
нянь (25), (41) i (42) перевiряємо, чи вiдбувся про-
тягом нього квантовий стрибок i нормуємо вектор
стану. Якщо квантовий стрибок був, швидкiсть
атома вздовж осi 𝑂𝑥 змiнюється на

Δ𝑣𝑥 = ~𝑘 sgn(𝜖1 − 0,5)
1 + sgn(𝜖2 − 0,5)

2𝑚
+

+ ~𝑘 sgn(𝜖3 − 0,5)
1 + sgn(𝜖4 − 0,5)

2𝑚
, (47)

а вздовж осi 𝑂𝑦 на

Δ𝑣𝑦 = ~𝑘 sgn(𝜖1 − 0,5)
1− sgn(𝜖2 − 0,5)

2𝑚
+

+ ~𝑘 sgn(𝜖3 − 0,5)
1− sgn(𝜖4 − 0,5)

2𝑚
, (48)

де 𝜖1,2,3,4 – випадковi числа, однорiдно розподiленi
на iнтервалi [0,1].

Один з доданкiв в (47), (48) моделює флукту-
ацiю iмпульсу при спонтанному випромiнюваннi
фотона вздовж додатного i вiд’ємного напрямку
кожної з осей, iнший – флуктуацiю iмпульсу в цих
же напрямках за рахунок флуктуацiї вимушених
процесiв поглинання i випромiнювання.

6. Результати чисельного моделювання

Часова еволюцiя атомного ансамблю в бiхрома-
тичному полi визначається параметрами взаємо-
дiї атомiв з полем та початковими умовами. Щоб
не ускладнювати аналiз врахуванням впливу фун-
кцiї розподiлу атомiв за координатами i компонен-
тами швидкостi, будемо вважати, що атоми по-
чинають рух з однiєї точки – початку координат
(𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0), маючи однакову швидкiсть. Роз-
рахунки зробленi для атома 23Na, у якому можна
створити циклiчну взаємодiю з полем [1]. Довжи-
на хвилi для переходу 32𝑆1/2 − 32𝑃3/2 становить
𝜆 = 589,16 нм, швидкiсть спонтанного випромiню-
вання 𝛾 = 2𝜋 · 10 МГц, допплерiвська межа охо-
лодження атомiв натрiю становить 𝑇D = 240 мкК
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[1]. Подiбнi дослiдження для випадку однiєї стоя-
чої бiхроматичної хвилi були зробленi ранiше [19].
Рух атомiв у випадку перехресних бiхроматичних
хвиль ми розглянемо для параметрiв, аналогiчним
використаним при чисельному моделюваннi в ро-
ботi [19], зосередившись на тих, якi вiдповiдають
формуванню пастки для атомiв та формуванню
перiодичних структур. У нашому випадку, очеви-
дно, слiд очiкувати формування двовимiрної пас-
тки та двовимiрних просторових структур.

Для оцiнки можливостi формування двови-
мiрної пастки полем перехресних бiхроматичних
хвиль було обчислено часовi залежностi центра
мас (середнiх значень абсцис i ординат, 𝑥𝑎𝑣 i 𝑦𝑎𝑣)
ансамблю атомiв та середньоквадратичного вiд-
хилення вiд середнiх значень Δ𝑥, Δ𝑦. Приклад
цих залежностей показано на рис. 2. Часовi за-
лежностi ординат ми тут не наводимо; їхнiй ви-
гляд близький до вiдповiдних залежностей 𝑥𝑎𝑣,
Δ𝑥. Як бачимо, у випадку початкової швидкостi
атомiв 𝑣0𝑥 = 𝑣0𝑦 = 5 м/с при русi вiд початку ко-
ординат на них дiє сила у напрямку точки 𝑥 = 0,
𝑦 = 0. Згодом значення 𝑥𝑎𝑣 флуктує поблизу 𝑥 = 0
(те саме стосується i 𝑦𝑎𝑣), а Δ𝑥 (i Δ𝑦) – поблизу
Δ𝑥 ≈ 66 мкм. Для бiльшої впевненостi в тому, що
при цьому досягається приблизно стацiонарне зна-
чення, ми провели аналогiчнi розрахунки для ну-
льової початкової швидкостi. Результат виявився
таким же (див. пунктир на рис. 2). Це трохи бiль-
ше, нiж аналогiчний результат для одновимiрної
пастки Δ𝑥 ≈ 50 мкм (рис. 8 у роботi [19]). За-
значимо, що для того, щоб виникла залежна вiд
координат сила свiтлового тиску, спрямована до
початку координат, iнтенсивнiсть свiтлових хвиль
має бути досить велика [19].

Тепер розглянемо формування просторових
структур атомiв полем перехресних стоячих бiхро-
матичних хвиль. Нагадаємо, що поле стоячої бi-
хроматичної хвилi може формувати одновимiрну
структуру атомiв з їх групуванням у площинах на
вiдстанях 1

4𝜆+ 1
2𝑛𝜆 вiд початку координат, де 𝑛 –

довiльне цiле число [19]. На рис. 3 зображено фра-
гмент просторового розподiлу атомiв 23Na пiсля
100 мкс взаємодiї з перехресними стоячими бiхро-
матичними хвилями. Протягом цього часу уста-
новлюється стацiонарне значення компонент сере-
дньоквадратичних вiдхилень швидкостi атомiв вiд
середнього значення Δ𝑣𝑥 = Δ𝑣𝑦 = 0,248 м/с. Для
𝑡 = 100 мкс середньоквадратичне вiдхилення ко-
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Рис. 2. Залежнiсть середньої координати 𝑥𝑎𝑣 (а) та се-
редньоквадратичного вiдхилення Δ𝑥 (б) абсцис 100 атомiв
23Na вiд часу при їхнiй взаємодiї з перехресними стоячи-
ми бiхроматичними хвилями. Складовi початкової швид-
костi атомiв: 𝑣0𝑥 = 𝑣0𝑦 = 5 м/с (суцiльна крива), 𝑣0𝑥 =

= 𝑣0𝑦 = 0 (пунктир), Ω = 2𝜋 · 200 МГц, 𝛿 = 2𝜋 · 20 МГц
(𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿5 = 𝛿6 = 2𝜋 · 110 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = 𝛿7 = 𝛿8 =

= −2𝜋 · 90 МГц), частоти Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють
Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц, початковi фази хвиль дорiвнюють ну-
лю. Атоми перед початком взаємодiї з полем перебувають
в основному станi

ординат атомiв вiд середнього значення становить
Δ𝑥 ≈ Δ𝑦 ≈ 4,5 мкм i далi продовжує зростати.

Показаний на рис. 3 просторовий розподiл ато-
мiв пов’язаний з просторовим розподiлом усере-
дненої за часом густини енергiї електричного поля,
який у цьому разi описується виразом

𝑤 = 8𝜀0𝐸
2
0

[︀
sin2(𝜋𝑥/𝜆) + sin2(𝜋𝑦/𝜆)− 1

]︀2
. (49)

Тут ми врахували, що для вiдстаней вiд початку
координат, якi ми розглядаємо, 𝑥Δ𝑘 ≪ 1, 𝑦Δ𝑘 ≪1.
З виразу (49) нескладно побачити, що густина
енергiї дорiвнює нулю вздовж сiмейств прямих лi-
нiй, що описуються рiвняннями

𝑦 = 𝑥+
𝜆

2
+ 𝑛1𝜆, (50)

𝑦 = −𝑥+
𝜆

2
+ 𝑛2𝜆, (51)
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Рис. 3. Фрагмент просторового розподiлу 50000 атомiв
23Na пiсля 100 мкс взаємодiї з перехресними стоячими бi-
хроматичними хвилями. Початкова швидкiсть атомiв до-
рiвнює нулю, Ω = 2𝜋·40 МГц, 𝛿 = 2𝜋·20 МГц (𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿5 =

= 𝛿6 = 2𝜋 · 120 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = 𝛿7 = 𝛿8 = −2𝜋 · 80 МГц), ча-
стоти Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц,
початковi фази всiх хвиль дорiвнюють нулю

за часом густини енергiї електричного поля,
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Рис. 4. Траєкторiя руху одного з атомiв для параметрiв,
що вiдповiдають рис. 3. Час руху – 500 мкс. Кружальцем
показано точку, що вiдповiдає часу 500 мкс

де 𝑛1, 𝑛2 – цiлi числа. Як видно з рис. 3, бiльша
частина атомiв перебуває поблизу прямих, що опи-
суються рiвняннями (50), (51), тобто на дiлянках з
низькою густиною енергiї електричного поля. По-
яснення такого явища просте. Якщо атом, перебу-
ваючи в областi слабкого поля, рухається майже
вздовж прямих (50), (51), напрямок швидкостi йо-
го руху або змiнюється з дуже малою iмовiрнiстю,
або змiнюється вже пiсля досягнення областi силь-

ного поля. Якщо ж атоми проходять область силь-
ного поля, iмовiрнiсть змiни напрямку швидкостi у
них значно вища. Таким чином, у розподiлi атомiв
за швидкостями маємо максимум поблизу напрям-
кiв, що вiдповiдають руху атомiв вздовж прямих
(50), (51), що i пояснює формування зображеної на
рис. 3 просторової ґратки. На рис. 4 показано тра-
єкторiю одного з атомiв. Добре видно, що значна
частина траєкторiї складається з вiдрiзкiв, спря-
мованих пiд кутом ± 1

4𝜋 до осей абсцис i ординат
у вiдповiдностi з рiвняннями (50), (51). Отже, дво-
вимiрна ґратка з атомiв на рис. 3 має динамiчний
характер – атоми бiльшу частину часу рухаються
близько до прямих (50) i (51), час вiд часу перехо-
дячи вiд однiєї прямої до iншої.

На рис. 5 проiлюстровано розподiл густини енер-
гiї електричного поля для випадкiв 𝜙 = 0 (а) i
𝜙 = 𝜋 (б). Видно, що енергiя в основному зосере-
джена поблизу точок 𝑥 = 𝑛𝑥𝜆, 𝑦 = 𝑛𝑦𝜆 (а), де 𝑛𝑥,
𝑛𝑦 – довiльнi цiлi, i поблизу точок 𝑥 = 𝑛𝑥𝜆 + 1

2𝜆,
𝑦 = 𝑛𝑦𝜆 + 1

2𝜆 (б). Структура, утворена атомами
при 𝜙 = 0 (рис. 3), вiдповiдає дiлянкам слабкого
поля на рис. 5, а. При 𝜙 = 𝜋 дiлянки сильного
поля зсуваються на 𝜆/2 вздовж осей абсцис i ор-
динат; ми знову бачимо, що бiльшiсть атомiв пе-
ребуває в областi слабкого поля (див. рис. 6). На
вiдмiну вiд рис. 3, на рис. 6 помiтна рiзниця гу-
стини атомiв у центрi рисунка i на його периферiї.
Це пов’язано з повiльнiшим розширенням хмар-
ки атомiв, оскiльки поблизу початкових коорди-
нат (𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0) при 𝜙 = 𝜋 поле дуже мале.
У результатi маємо менший характерний розмiр
атомної хмаринки (Δ𝑥 = Δ𝑦 = 2,5 мкм порiвняно
з Δ𝑥 = Δ𝑦 = 4,5 мкм для 𝜙 = 0).

Зазначимо, що у загальному випадку довiль-
них значень зсуву фаз 𝜙 мiж перехресними хвиля-
ми, взагалi кажучи, немає таких лiнiй у просторi,
вздовж яких усереднена за часом густина енергiї
електричного поля

𝑤 = 4𝜀0𝐸
2
0 [2(sin

2(𝜋𝑥/𝜆) + sin2(𝜋𝑦/𝜆))2+

+4(cos𝜙− 1) sin2(𝜋𝑥/𝜆) sin2(𝜋𝑦/𝜆)+

+(1− 2 sin2(𝜋𝑥/𝜆)− 2 sin2(𝜋𝑦/𝜆))(1 + cos𝜙)]. (52)

дорiвнювала б нулю. Наприклад, для 𝜙 = 𝜋/2 з
рiвняння (52) маємо вираз

𝑤 = 4𝜀0𝐸
2
0 [sin

2(𝜋𝑥/𝜆) + sin2(𝜋𝑦/𝜆)− 1]2 +

+ sin4(𝜋𝑥/𝜆) + sin4(𝜋𝑦/𝜆), (53)
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Рис. 5. Розподiл густини енергiї електричного поля пере-
хресних стоячих бiхроматичних хвиль для випадкiв 𝜙 = 0

(а), коли фази всiх хвиль однаковi, i 𝜙 = 𝜋 (б), коли фа-
зи хвиль, що поширюються вздовж осi ординат, вiдрiзня-
ються на 𝜙 = 𝜋 вiд фаз хвиль, що поширюються вздовж
осi абсцис. Кут нахилу штрихiв до осi абсцис пропорцiйний
густинi енергiї поля

який в жоднiй точцi не дорiвнює нулю. В той самий
час можуть бути прямолiнiйнi дiлянки з досить
низькою густиною енергiї, що робить можливим
формування просторових ґраток. Зокрема, близь-
кi до зображених на рис. 3 i 6 результати спосте-
рiгаються при невеликих змiнах зсуву фази мiж
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Рис. 6. Фрагмент просторового розподiлу 50000 атомiв
23Na пiсля 100 мкс взаємодiї з перехресними стоячими бi-
хроматичними хвилями. Початкова швидкiсть атомiв до-
рiвнює нулю, Ω = 2𝜋·40 МГц, 𝛿 = 2𝜋·20 МГц (𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿5 =

= 𝛿6 = 2𝜋 · 120 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = 𝛿7 = 𝛿8 = −2𝜋 · 80 МГц), ча-
стоти Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц,
𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 𝜙4 = 0, 𝜙5 = 𝜙6 = 𝜙7 = 𝜙8 = 𝜋

перехресними хвилями, вiдповiдно при 𝜙 = 0,05𝜋 i
𝜙 = 0,95𝜋.

Просторовi структури хмаринки атомiв у полях
перехресних стоячих бiхроматичних хвиль виника-
ють завдяки спiльнiй дiї хвиль на атом i не можуть
бути iнтерпретованi узагальненням результатiв до-
слiдження просторових структур у полi стоячої бi-
хроматичної хвилi [19] на двовимiрний випадок.
Дiйсно, у однiй стоячiй бiхроматичнiй хвилi ато-
ми групуються в площинах при 𝑥 = 1

4𝜆+
1
2𝑛𝜆 (𝑛 –

цiле число) для хвиль, що поширюються вздовж
осi абсцис, i 𝑦 = 1

4𝜆 + 1
2𝑛𝜆 для хвиль, що поши-

рюються вздовж осi ординат. Екстраполюючи цi
результати на двовимiрний випадок, слiд було б
очiкувати групування атомiв поблизу точок з ко-
ординатами 𝑥 = 1

4𝜆+ 1
2𝑛𝑥𝜆, 𝑦 = 1

4𝜆+ 1
2𝑛𝑦𝜆, що не

вiдповiдає отриманим нами результатам – просто-
ровiй ґратцi з перiодом

√
2
2 𝜆, орiєнтовану пiд кутом

𝜋/4 до осей абсцис i ординат.

7. Висновки

Ми дослiдили просторовий розподiл атомiв у по-
лi перехресних бiхроматичних стоячих хвиль. Як
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виявилося, на основi ранiше зробленого дослiдже-
ння просторового розподiлу атомiв у полi стоячої
бiхроматичної хвилi [19] лише частково можна оцi-
нити параметри i характер розподiлу атомiв у по-
лi перехресних стоячих бiхроматичних хвиль. Так,
параметри розподiлу атомiв у свiтловiй пастцi,
створенiй такими полями, добре узгоджуються з
очiкуваними на основi дослiдження [19]. В той са-
мий час вигляд просторової структури не може бу-
ти навiть приблизно спрогнозований на основi екс-
траполяцiї результатiв роботи [19] для одновимiр-
ного випадку на двовимiрний: замiсть очiкуваного
групування атомiв поблизу точок 𝑥 = 1

4𝜆 + 1
2𝑛𝑥𝜆,

𝑦 = 1
4𝜆+

1
2𝑛𝑦𝜆, де 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 — довiльнi цiлi числа, ма-

ємо їх скупчення в околi прямих, якi вiдповiдають
мiнiмуму енергiї. Наприклад, для однакової поча-
ткової фази перехресних хвиль прямi описуються
рiвняннями 𝑦 = 𝑥+ 𝜆

2 +𝑛1𝜆, 𝑦 = −𝑥+ 𝜆
2 +𝑛2𝜆 де 𝑛1,

𝑛2 – довiльнi цiлi числа. У результатi скупчення
атомiв утворюють ґратку зi стороною

√
2
2 𝜆. Ця ґра-

тка носить динамiчний характер – атоми входять
в неї, проводять там деякий, вiдносно нетривалий,
час, рухаючись вздовж її сторiн, потiм виходять i
через деякий час входять в iншому мiсцi.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень,
проведених при грантовiй пiдтримцi цiльової
комплексної програми фундаментальних дослi-
джень НАН України “Фундаментальнi проблеми
створення нових наноматерiалiв i нанотехноло-
гiй, договiр № 3/18-Н.
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SPATIAL DISTRIBUTION OF ATOMS
IN THE FIELD OF INTERSECTING STANDING
BICHROMATIC LIGHT WAVES

S u m m a r y

We have shown that, by properly detuning the carrier frequen-

cies in each of two perpendicularly intersecting bichromatic

waves from the atomic transition frequency, it is possible to

create a two-dimensional trap for atoms, if the wave intensities

are sufficiently high. At the zero and near-zero values of the

initial wave phases, as well as at the phase shift between the

intersecting waves equal to 𝜋 or close to 𝜋 values, the dynamic

spatial patterns of atoms consisting of square cells with the

side length equal to 𝜆/
√
2 are formed. Numerical simulations

were carried out for sodium atoms.
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