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ВАКУУМНЕ ПОДВIЙНЕ
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В роботi розглянуто ефект подвiйного променезаломлення фiзичного вакууму в сильно-
му магнiтному полi. В рамках квантової теорiї поля дослiджено поляризацiйний тен-
зор у постiйному зовнiшньому магнiтному полi на основi функцiї Грiна електрона через
суму по рiвнях Ландау. Розглянуто випадок найнижчих рiвнiв Ландау для фотонiв з
енергiєю нижче порога народження електрон-позитронної пари. Знайдено, в даному
наближеннi, показники заломлення фiзичного вакууму для аномальної та нормальної
хвилi.
К люч о в i с л о в а: вакуумне подвiйне променезаломлення, квантова електродинамiка,
сильне магнiтне поле.

1. Вступ

Як вiдомо з класичної теорiї поля, електрома-
гнiтнi хвилi розповсюджуються незалежно одна
вiд одної та не змiнюють своєї поляризацiю при
розповсюдженнi у вакуумi, тобто рiвняння Ма-
ксвелла є лiнiйними (лагранжiан електромагнiтно-
го поля є квадратичною функцiєю вiд напруже-
ностi електричного та магнiтного полiв). Але згi-
дно з квантовою електродинамiкою (КЕД) можли-
ве народження вiртуальних електрон-позитронних
пар фотонами в зовнiшньому полi, якi, в свою
чергу, можуть взаємодiяти з цим полем. Таким
чином, можливе протiкання нелiнiйних КЕД ефе-
ктiв, зокрема ефекту вакуумного подвiйного про-
менезаломлення. Цей ефект полягає у змiнi по-
ляризацiї фотонiв внаслiдок народження та анi-
гiляцiї вiртуальних електрон-позитронних пар в
сильному зовнiшньому електромагнiтному полi.
Зовнiшнє поле перетворює фiзичний вакуум на
анiзотропне середовище з рiзними показниками за-
ломлення вздовж та перпендикулярно по вiдно-
шенню до поля.
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Незважаючи на те, що цей ефект був передбаче-
ний досить давно, ще й досi немає прямого експе-
риментального пiдтвердження. Але з появою поту-
жних лазерних установок, високочутливих прила-
дiв для вимiрювання елiптичностi й кута повороту
площини поляризацiї електромагнiтного випромi-
нювання, надчутливих телескопiв, якi аналiзують
поляризацiю випромiнювання вiд нейтронних зi-
рок ця задача стає вкрай актуальною.

Так, ефект появи елiптичностi у лiнiйно поля-
ризованої електромагнiтної хвилi при проходженнi
через дiлянку з магнiтним полем, iнтенсивно до-
слiджується на установцi PVLAS (Polarization of
the vacuum with laser) [1]. Останнi результати з цiєї
установки показують, що чутливостi ще не виста-
чає для спостереження даного ефекту [2, 3].

Поява потужних лазерних установок, таких як
PHELIX (Facility for Antiproton and Ion Research,
Germany) [4], Vulcan (Central Laser Facility, United
Kingdom) [4], Apollon (Orme des Merisiers, Saclay,
France) [5] привела до iдеї перевiрки нелiнiйних
КЕД ефектiв у лазерних полях. Вона полягає у
зiткненнi мiж двома лазерними променями, один
з яких виконує роль фонового електромагнiтно-
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го поля з високою iнтенсивнiстю, а iнший – мало
iнтенсивне лiнiйно поляризоване рентгенiвське ви-
промiнювання, яке дослiджується на появу елiпти-
чностi. Поляризацiйнi властивостi фiзичного ва-
кууму за таким сценарiєм будуть дослiджуватися
в HIBEF (the Helmholtz international beamline for
extreme fields) на установцi XFEL (European X-ray
Free Electron Laser, Germany) [6].

В даний час також створюється лазерна уста-
новка ELI (Extreme Light Infrastructure, Czech
Republic, Romania, Hungary) [7], яка вiдкриє но-
вi можливостi у вивченнi взаємодiї лазерного ви-
промiнювання з речовиною. В рамках даного про-
екту також плануються експерименти з перевiр-
ки нелiнiйних ефектiв квантової електродинамiки
в сильних електромагнiтних полях, зокрема, до-
слiдження ефекту подвiйного променезаломлення
в лазерному полi. Слiд зазначити, що збiльшення
iнтенсивностi лазерного поля приводить до нових
наукових задач щодо дослiдження впливу лазер-
ного поля рiзної конфiгурацiї на фiзичнi явища,
що охоплюють дуже рiзнорiднi областi як фунда-
ментальної, так i прикладної науки. При цьому та-
кi iнтенсивнi поля дозволяють експериментально
перевiрити низку нелiнiйних КЕД ефектiв силь-
них полiв.

Слiд вiдзначити, що протягом останнього ча-
су проводяться iнтенсивнi експериментальнi до-
слiдження змiни поляризацiї фотонiв у сильних
магнiтних полях нейтронних зiрок. Зокрема, у
2016 роцi було вперше визначено змiну поляриза-
цiї оптичних фотонiв при проходженнi через магнi-
тосферу iзольованої нейтронної зiрки RX J1856.5-
3754 та було знайдено ступiнь поляризацiї таких
фотонiв, що є, за висновками авторiв, пiдтвердже-
нням поляризацiйних властивостей фiзичного ва-
кууму [8].

Що стосується теоретичних дослiджень, першi
роботи були [9, 10], в яких описуються флуктуацiї
електрон-позитронного поля в наближеннi слаб-
ких зовнiшнiх полiв та енергiї фотона набагато
меншої маси електрона 𝐸/𝐸c ≪ 1, 𝐻/𝐻c ≪ 1,
де 𝐸c ≈ 1,32 · 1016 В/см – критичне значення на-
пруженостi електричного поля, при якому можли-
вий процес спонтанного народження електрон-
позитронних пар iз вакууму, 𝐻c ≈ 4,41 · 1013 Гс –
критичне значення напруженостi магнiтного по-
ля. Згiдно з цiєю теорiєю врахування нелiнiй-
них ефектiв призводить до появи додаткового

доданка в лагранжiан електромагнiтного поля,
який повинен бути релятивiстським iнварiантом.
Одним з наслiдкiв пiдходу на основi лагранжiа-
на Гейзенберга–Ейлера є ефект подвiйного проме-
незаломлення, тобто у сильних електромагнiтних
полях фiзичний вакуум стає анiзотропним середо-
вищем, завдяки чому i протiкає даний ефект. Тео-
ретичне дослiдження цього ефекту було розвинуте
в подальшому за допомогою визначення поляриза-
цiйного тензора, який описує поляризацiю вакуу-
му в зовнiшнiх полях. Так, у роботi [11] був впер-
ше отриманий поляризацiйний тензор фотона в по-
стiйному електромагнiтному полi довiльної конфi-
гурацiї використовуючи при цьому метод вiльного
часу Швiнгера [12]. У роботах [13–15] були про-
веденi аналогiчнi розрахунки для випадку постiй-
ного однорiдного магнiтного поля та розглянуто
ряд граничних випадкiв. Пiзнiше в [16] були зна-
йденi показники заломлення фiзичного вакууму у
випадках слабкого та сильного магнiтного поля в
порiвняннi з критичним для енергiй фотона, мен-
шої вiд порога народження електрон-позитронної
пари. Слiд зазначити, що надкритичнi магнiтнi по-
ля спостерiгаються в магнетарах, якi були вiдкри-
тi при спостереженнi випромiнювання в областi
рентгенiвського i гамма-спектрiв. Також в [17] чи-
сельно знайденi скалярнi функцiї поляризацiйно-
го тензора для довiльних значень магнiтного по-
ля та для фотонiв з 𝜔 < 2𝑚. Вiдзначимо робо-
ти [18, 19], де вивчався резонансний випадок, коли
промiжнi частинки виходять на масову поверхню i
становляться реальними. Слiд вiдзначити, що ро-
боти [11–18] основанi на функцiї Грiна електрона,
яка була отримана за допомогою методу вiльно-
го часу Швiнгера. При цьому поляризацiйний тен-
зор не мiстить явної залежностi вiд номерiв рiв-
нiв Ландау. Останнiм часом з’явилися роботи, в
яких отриманi такi вирази, але це був результат
математичних перетворень формул, якi знайденi
з використанням функцiї Грiна Швiнгера [20, 21].
Послiдовного дослiдження поляризацiйного тензо-
ра з використанням функцiй Грiна в магнiтному
полi, яка визначається через суму по рiвнях Лан-
дау у базисi точних рiшень рiвняння Дiрака, ще
не проводилося. Вiдзначимо, що загальний вигляд
поляризацiйного оператора в наближеннi найниж-
чих рiвнiв Ландау був отриманий в роботi [22] i
був використаний у проблемi магнiтного каталiзу
в роботi [23].
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На вiдмiну вiд ранiше проведених дослiджень, в
данiй роботi розглянуто поляризацiйний тензор у
магнiтному полi на основi функцiї Грiна електрона
через суму по рiвнях Ландау. У роздiлi 2 розгля-
нуто явний вигляд пропагатора електрона в ма-
гнiтному полi. Роздiл 3 мiстить послiдовнi мате-
матичнi розрахунки поляризацiйного тензора для
довiльного випадку. У роздiлi 4 проведено ана-
лiз випадку найнижчих рiвнiв Ландау для фото-
нiв з енергiєю нижче порога народження електрон-
позитронної пари. У роздiлi 5 знайдено, в даному
наближеннi, показники заломлення фiзичного ва-
кууму, якi характеризують ефект вакуумного по-
двiйного променезаломлення.

2. Функцiя Грiна електрона
через суму по рiвнях Ландау

Надалi в роботi проводяться розрахунки в реля-
тивiстськiй системi одиниць (~ = 𝑐 = 1). Буде-
мо використовувати калiбровку Ландау, коли 4-
потенцiал 𝐴 = (0, 0, 𝑥𝐻, 0).

Слiд вiдзначити, що ефект вакуумного по-
двiйного променезаломлення в магнiтному полi
пов’язаний з процесом народження вiртуальної
електрон-позитронної пари фотоном та її анiгiля-
цiєю в один фотон. При цьому поляризацiйнi вла-
стивостi фiзичного вакууму описуються поляриза-
цiйним тензором, який в однопетльовому набли-
женнi має такий вигляд:

Π𝜇𝜈(𝑥, 𝑥′) = −𝑖𝑒2𝑆𝑝 {𝛾𝜇𝐺(𝑥, 𝑥′)𝛾𝜈𝐺(𝑥′, 𝑥)}. (1)

Дiаграма Фейнмана поляризацiйного тензора зо-
бражена на рис. 1.

У виразi (1) 𝐺(𝑥, 𝑥′) – функцiя Грiна електрона
в магнiтному полi, яка вперше була отримана в ро-
ботi [24] i дещо iншим методом у статтях [25, 26],
а також був знайдений з використанням точних
рiшень рiвняння Дiрака у роботi [27]. Слiд вiдзна-
чити, що даний пропогатор використовувався для
обчислення амплiтуд процесiв другого порядку, де
промiжна частинка – електрон, зокрема в роботах
[28–31]. Даний пропагатор має такий вигляд:

𝐺(𝑥, 𝑥′) = −𝑚
√
ℎ

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑔𝑒−𝑖Φ

∑︁
𝑛

𝐺𝐻(𝑥, 𝑥′)

𝑔20 − 𝐸2
𝑛

, (2)

де
𝐺𝐻(𝑥, 𝑥′) = (𝛾𝑃 +𝑚)

[︀
𝜏𝑈𝑛𝑈

′
𝑛 + 𝜏*𝑈𝑛−1𝑈

′
𝑛−1

]︀
+

+ 𝑖𝑚
√
2𝑛ℎ𝛾1

[︀
𝜏𝑈𝑛−1𝑈

′
𝑛 − 𝜏*𝑈𝑛𝑈

′
𝑛−1

]︀
, (3)

Рис. 1. Дiаграма Фейнмана для поляризацiйного тензора
в магнiтному полi

Φ = 𝑔0(𝑥
′
0 − 𝑥0)− 𝑔𝑦(𝑥

′
2 − 𝑥2)− 𝑔𝑧(𝑥

′
3 − 𝑥3),

𝑈𝑛 =
1√︀√
𝜋2𝑛𝑛!

𝑒−
𝜌2

2 𝐻𝑛(𝜌),

𝜏 =
1

2
(1 + 𝑖𝛾2𝛾1),

𝑃 = (𝑔0, 0, 0, 𝑔𝑧),

ℎ = 𝐻/𝐻c, 𝐻c = 𝑚2/𝑒 = 4,41 · 1013 Гс – критичне
магнiтне поле Швiнгера, 𝑑3𝑔 = 𝑑𝑔0𝑑𝑔𝑦𝑑𝑔𝑧, Φ –
фаза, 𝛾 – матрицi Дiрака, 𝐻𝑛 – полiном Ермiта,
𝜌(𝑥) = 𝑚

√
ℎ𝑥 + 𝑔𝑦/𝑚

√
ℎ – аргумент 𝑈𝑛 та штри-

хованi функцiї в (3) залежать вiд 𝑥′. У виразi (2)
𝐸𝑛 – енергiя електрона, який в однорiдному магнi-
тному полi займає дискретнi рiвнi енергiї:

𝐸𝑛 =
√︀

𝑔2𝑧 + �̃�2, �̃� = 𝑚
√
1 + 2𝑛ℎ, (4)

де 𝑔𝑧 – поздовжня полю компонента iмпульсу, 𝑛 –
номер рiвня Ландау.

Пiсля iнтегрування виразу (2) за 𝑔𝑦 можна отри-
мати:

𝐺(𝑥, 𝑥′) = −𝑒−𝑖Φ′(𝑥,𝑥′)𝐺(𝑧), (5)

де

𝐺(𝑧) =
𝑚2ℎ

(2𝜋)
3

∫︁
𝑑𝑔0𝑑𝑔𝑧𝑒

𝑖(𝑧𝑃 )
∑︁
𝑛

𝐺𝐻(𝑧1, 𝑧2)

𝑔20 − 𝐸2
𝑛

, (6)

𝐺𝐻(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒−
𝜉
2

{︂
(𝛾𝑃 +𝑚) (𝜏𝐿𝑛 + 𝜏*𝐿𝑛−1) −

− 2𝑖𝑛𝛾1

(︂
𝜏

𝑧1 + 𝑖𝑧2
+

𝜏*

𝑧1 − 𝑖𝑧2

)︂
(𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1)

}︂
, (7)

𝑧 = 𝑥 − 𝑥′, Φ′ (𝑥, 𝑥′) = (𝑥1 + 𝑥′
1)(𝑥2 − 𝑥′

2)𝑚
2ℎ/2,

𝜉 =
(︀
𝑧21 + 𝑧22

)︀
𝑚2ℎ/2 – аргумент полiнома Лагерра.

Пiсля врахування виразу для функцiї Грiна (5)
можна переписати поляризацiйний тензор у магнi-
тному полi (1) в такому виглядi:

Π𝜇𝜈(𝑧) = −𝑖𝑒2Sp {𝛾𝜇𝐺(𝑧)𝛾𝜈𝐺(−𝑧)}. (8)
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3. Поляризацiйний тензор
у магнiтному полi

В роботi для аналiзу поляризацiйних властивостей
вакууму будемо використовувати фур’є-образ по-
ляризацiйного тензора:

Π𝜇𝜈(𝑘) =

∫︁
𝑑4𝑧𝑒−𝑖𝑘𝑧Π𝜇𝜈(𝑧). (9)

З врахуванням виразу (6) та провiвши iнтегруван-
ня за змiнними 𝑧0 i 𝑧3 можна знайти (9) у виглядi:

Π𝜇𝜈(𝑘) = −𝑖𝑒2
𝑚4ℎ2

(2𝜋)
4

∫︁
𝑑2𝑧⊥𝑑

2𝑔‖𝑒
𝑖(𝑘1𝑧1+𝑘2𝑧2)Sp𝐴𝜇𝜈 ,

(10)
де

𝑑2𝑧⊥ = 𝑑𝑧1𝑑𝑧2, 𝑑2𝑔‖ = 𝑑𝑔0𝑑𝑔3,

𝐴𝜇𝜈 = 𝑒−𝜉
∞∑︁

𝑛,𝑛′=0

∑︀16
𝑗=1 𝐵

𝜇𝜈
𝑗

(𝑔20 − 𝐸2
𝑛) (𝑓

2
0 − 𝐸2

𝑛′)
. (11)

У виразi (11) також введено 𝐵𝜇𝜈
𝑗 , явний вигляд

яких наведено в додатку А.
Без втрати загальностi виберемо систему вiдлi-

ку, в якiй вiдсутня поздовжня компонента хвильо-
вого вектора по вiдношенню до напрямку магнi-
тного поля:

𝑘𝑧 = 0, (12)

оскiльки перетворення Лоренца вздовж магнiтно-
го поля не змiнюють саме поле.

Для проведення iнтегрування за змiнними 𝑔0 та
𝑔𝑧 у виразi (10) будемо використовувати 𝛼 – пред-
ставлення [32], яке аналогiчне методу власного ча-
су Швiнгера [12]:

1

𝑔20 − 𝐸2
𝑛 + 𝑖𝜖

= −𝑖

∞∫︁
0

𝑑𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑔
2
0−𝐸2

𝑛+𝑖𝜖). (13)

При iнтегруваннi в (10) також використаємо замi-
ну змiнних:

𝛼 = 𝜆
1− 𝜉

2
, 𝛽 = 𝜆

1 + 𝜉

2
. (14)

Добре вiдомо, що поляризацiйний тензор має роз-
бiжнiсть. Тому проведемо процедуру регуляриза-
цiї або перенормування. Використаємо для цього
метод регуляризацiї Боголюбова [32], згiдно з яким

знаменник у виразi для функцiї Грiна можна пе-
реписати так:

1

𝑔20 − 𝐸2
𝑛 + 𝑖𝜖

=
1

𝑔20 − 𝐸2
𝑛 + 𝑖𝜖

−

− 1

𝑔20 − 𝐸2
𝑛 −𝑀2 +𝑚2 + 𝑖𝜖

, (15)

де 𝑀 – додаткова маса, яка прямує до нескiнчен-
ностi при зняттi регуляризацiї, 𝜖 – мала додатна
величина.

Пiсля проведення процедури регуляризацiї (15)
та використовуючи 𝛼 – представлення (13), за-
гальний поляризацiйний тензор можна знайти у
виглядi:

Π𝜇𝜈(𝑘) = 𝑖
𝑒2𝑚4

8𝜋2
ℎ

∞∑︁
𝑛,𝑛′=0

1∫︁
−1

𝑑𝜉

∞∫︁
0

𝑑𝜆𝐸 (𝜆, 𝜉)

15∑︁
𝑗=1

Π𝜇𝜈
𝑗 .

(16)
У формулi (16) введенi такi позначення:

𝐸 (𝜆, 𝜉) = 𝑒−𝜖𝜆
(︀
𝑒−𝑖𝜆𝐴 + 𝑒−𝑖𝜆𝐵 − 𝑒−𝑖𝜆𝐶 − 𝑒−𝑖𝜆𝐷

)︀
,

𝐴 = 𝑚2 (1 + Φ) , 𝐵 = 𝑚2

(︂
Φ+

𝑀2

𝑚2

)︂
,

𝐶 = 𝑚2

{︂
Φ+

1

2
(1 + 𝜉) +

𝑀2

2𝑚2
(1− 𝜉)

}︂
,

𝐷 = 𝑚2

{︂
Φ+

1

2
(1− 𝜉) +

𝑀2

2𝑚2
(1 + 𝜉)

}︂
,

Φ = �̃�2𝜉2 − ℎ (𝑛− 𝑛′) 𝜉 + ℎ (𝑛+ 𝑛′)− �̃�2,

а також �̃� = 𝜔/2𝑚 та Π𝜇𝜈
𝑗 , якi приведенi у дода-

тку Б.

4. Випадок м’яких фотонiв
та сильного магнiтного поля

Розглянемо випадок, коли енергiя фотона менша
вiд порогової енергiї, необхiдної для народження
електрон-позитронної пари (м’якi фотони) та над-
критичного магнiтного поля:

�̃� < 1, ℎ ≫ 1. (17)

У цьому випадку працює наближення найнижчих
рiвнiв Ландау i поляризацiйний тензор (16) можна
записати таким чином:

Π𝜇𝜈
0,0(𝑘) = 𝑖

𝑒2𝑚4

8𝜋2
ℎ𝑒−𝜂

1∫︁
−1

𝑑𝜉Π𝜇𝜈
0

∞∫︁
0

𝑑𝜆𝐸 (𝜆, 𝜉), (18)
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де
Π𝜇𝜈

0 = 𝜂𝜇𝜈‖ − �̃�2
(︀
1− 𝜉2

)︀
𝑈𝜇𝜈
‖ , (19)

𝜂𝜇𝜈‖ = diag (1, 0, 0,−1), 𝑈𝜇𝜈
‖ = diag (1, 0, 0, 1).

Пiсля проведення процедури регуляризацiї мо-
жна записати iнтеграл за змiнною 𝜆 у такому ви-
глядi:
∞∫︁
0

𝑑𝜆𝐸 (𝜆, 𝜉) = − 𝑖

𝑚2

1

1 + Φ− 𝑖𝜖
, (20)

де 𝜖 = 𝜖/𝑚2.
З врахуванням виразу (20) поляризацiйний тен-

зор (18) можна знайти у виглядi:

Π𝜇𝜈
0,0(𝑘) = 𝑒2

𝑚2ℎ

8𝜋2
𝑒−𝜂

[︁(︁
𝜂𝜇𝜈‖ − 𝑈𝜇𝜈

‖

)︁
𝐼0,0 + 2𝑈𝜇𝜈

‖

]︁
, (21)

де

𝐼𝑛−𝑛′,𝑛′ =

1∫︁
−1

𝑑𝜉

1 + Φ− 𝑖𝜖
. (22)

На рис. 2 та 3 наведенi залежностi реальної та уяв-
ної частин iнтеграла (22) для деяких рiвнiв Ландау
вiд �̃�2 при ℎ = 0.1 i 𝜖 = 0.01.

Для випадку найнижчих рiвнiв Ландау та до-
вiльної енергiї фотона (при 𝜖 → 0) можемо записа-
ти iнтеграл (22) у виглядi:

𝐼0,0 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2

�̃�
√
1− �̃�2

arctan

(︂
�̃�√

1− �̃�2

)︂
, �̃� < 1;

1

�̃�
√
�̃�2 − 1

[︃
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ �̃� −

√
�̃�2 − 1

�̃� +
√
�̃�2 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝑖𝜋

]︃
, �̃� > 1.

(23)

З виразу (23) видно, що для енергiї фотона, мен-
шої вiд порога народження електрон-позитронної
пари, поляризацiйний тензор має лише дiйсну ча-
стину (надалi будемо розглядати саме цей випа-
док), а для бiльшої – з’являється уявна частина,
яка характеризує процес народження електрон-
позитронної пари. Слiд зазначити, що у випад-
ку, коли енергiя фотона дорiвнює порогу процесу
𝑒−𝑒+ пари, промiжнi частинки виходять на масову
поверхню, iншими словами, виконується резонан-
сна умова. При цьому потрiбно враховувати ши-
рину процесу, яку звичайно пов’язують з сумар-
ною ймовiрнiстю процесу розпаду промiжного ста-
ну [29–31]. З виразу (22) видно, що 𝜖 вiдiграє роль
ширини резонансного процесу.

Рис. 2. Залежнiсть реальної частини iнтеграла (22) вiд �̃�2

при ℎ = 0,1

Рис. 3. Залежнiсть уявної частини iнтеграла (22) вiд �̃�2

при ℎ = 0,1

Також вiдомо, що при �̃� = 0 поляризацiйний
тензор теж повинен дорiвнювати нулю [20,33], але
з виразу (21) видно, що

Π𝜇𝜈
0,0(0) = 𝑒2

𝑚2ℎ

4𝜋2
𝑒−𝜂𝜂𝜇𝜈‖ . (24)

Тому остаточний вигляд поляризацiйного тензора
для найнижчих рiвнiв Ландау можна записати та-
ким чином:

Π̃𝜇𝜈
0,0(𝑘) = Π𝜇𝜈

0,0(𝑘)−Π𝜇𝜈
0,0(0) =

= 𝑒2
𝑚2ℎ

8𝜋2
𝑒−𝜂

[︁(︁
𝜂𝜇𝜈‖ − 𝑈𝜇𝜈

‖

)︁
(𝐼0,0 − 2)

]︁
. (25)

Вираз (25) повнiстю збiгається з результатами ро-
боти [33], де використовувався iнший метод дослi-
дження. Слiд вiдзначити, що з виразу для поляри-
зацiйного тензора у наближеннi найнижчих рiвнiв
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Рис. 4. Залежнiсть реальної частини iнтеграла (22) з вра-
хуванням ширини та наближеної функцiї (26) для найниж-
чих рiвнiв Ландау вiд �̃�2

Ландау видно, що вiн має явну поперечну стру-
ктуру пiсля проведення процедури, яка показана
в (25). У той самий час загальний вираз (10), (11)
для поляризацiйного тензора в магнiтному полi i
(16) не є поперечними.

5. Показник заломлення
в надкритичному магнiтному полi

Знайдемо за допомогою поляризацiйного тензо-
ра (25) показники заломлення фiзичного вакууму
вздовж та перпендикулярно по вiдношенню до на-
прямку магнiтного поля. Розглянемо випадок, ко-
ли фотон розповсюджується вздовж осi 𝑂𝑥 та має
енергiю меншу порогової для народження пари,
а магнiтне поле направлено вздовж 𝑂𝑧. У цьому
випадку:

𝐼0,0 =
2

�̃�
√
1− �̃�2

arctan

(︂
�̃�√

1− �̃�2

)︂
. (26)

На рис. 4 наведенi залежностi реальної частини iн-
теграла (22) з врахуванням ширини та наближена
функцiя (26) для найнижчих рiвнiв Ландау вiд �̃�2.

Показники заломлення при цьому можна знайти
таким чином:

𝑛‖,⊥ = 1− 1

2𝜔2
ReΠ‖,⊥, (27)

де

Π‖,⊥ = 𝑒‖,⊥𝜇 Π𝜇𝜈𝑒‖,⊥𝜈 , (28)

𝑒‖𝜇 = (0, 0, 0, 1), 𝑒⊥𝜇 = (0, 0, 1, 0). (29)

Тодi виходячи з (27) показники заломлення
вздовж та перпендикулярно по вiдношенню до ма-
гнiтного поля мають вигляд:

𝑛‖ = 1 +
𝑒2ℎ

32𝜋2�̃�2
(𝐼0,0 − 2), (30)

𝑛⊥ = 1. (31)

В частинному випадку, коли �̃� ≪ 1 та ℎ ≫ 1 мо-
жна знайти:

𝑛‖ − 𝑛⊥ =
𝛼

6𝜋
ℎ. (32)

6. Висновки

У данiй роботi проведено дослiдження ефекту по-
двiйного променезаломлення при розповсюдженнi
фотона в областi з сильним магнiтним полем. Для
дослiдження були використанi методи квантової
теорiї поля у випадку присутностi зовнiшнiх полiв
(картина Фаррi, коли зовнiшнє поле враховується
точно i розглядається як класичне, а взаємодiя ре-
шти частинок розглядається в рамках квантової
механiки).

У рамках цього пiдходу було дослiджено поля-
ризацiйний тензор у постiйному зовнiшньому ма-
гнiтному полi на основi функцiї Грiна електрона
через суму по рiвнях Ландау. Розглянуто випадок
найнижчих рiвнiв Ландау (надкритичне магнiтне
поле) для фотонiв з енергiєю нижче порога наро-
дження 𝑒−𝑒+ пари. Знайдено, в даному наближен-
нi, показники заломлення фiзичного вакууму та
показано, як видно з виразу (32), що рiзниця пока-
зникiв заломлення аномальної та нормальної хвилi
лiнiйно залежить вiд магнiтного поля на вiдмiну
вiд випадку слабкого магнiтного поля, де рiзни-
ця показникiв заломлення пропорцiйна квадрату
вiд напруженостi магнiтного поля. Отриманий ре-
зультат узгоджується з роботами [16], [34], в яких
використовувався iнший пiдхiд для дослiдження,
а саме метод вiльного часу Швiнгера.

Дана робота виконана в рамках держбюдже-
тної наукової роботи №0116U005848.

ДОДАТОК А

У даному додатку наведено явний вигляд тензорiв 𝐵𝜇𝜈
𝑗 , якi

входять у вираз (10):

𝐵𝜇𝜈
1 = 𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏𝐿𝑛𝐿𝑛′ ,

𝐵𝜇𝜈
2 = 𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏*𝐿𝑛𝐿𝑛′−1,
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𝐵𝜇𝜈
3 = 2𝑖𝑛′𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏𝛾𝜈𝛾1𝜏 (𝑧1 + 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
,

𝐵𝜇𝜈
4 = 2𝑖𝑛′𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏𝛾𝜈𝛾1𝜏* (𝑧1 − 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
,

𝐵𝜇𝜈
5 = 𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏*𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏𝐿𝑛−1𝐿𝑛′ ,

𝐵𝜇𝜈
6 = 𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏*𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏*𝐿𝑛−1𝐿𝑛′−1,

𝐵𝜇𝜈
7 = 2𝑖𝑛′𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏*𝛾𝜈𝛾1𝜏 (𝑧1 + 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛−1

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
,

𝐵𝜇𝜈
8 = 2𝑖𝑛′𝛾𝜇 (𝛾𝑔 +𝑚) 𝜏*𝛾𝜈𝛾1𝜏* (𝑧1 − 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛′ (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1),

𝐵𝜇𝜈
9 = −2𝑖𝑛𝛾𝜇𝛾1𝜏𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏 (𝑧1 + 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛′ (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1),

𝐵𝜇𝜈
10 = −2𝑖𝑛𝛾𝜇𝛾1𝜏𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏* (𝑧1 + 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛′−1 (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1),

𝐵𝜇𝜈
11 = 4𝑛𝑛′𝛾𝜇𝛾1𝜏𝛾𝜈𝛾1𝜏 (𝑧1 + 𝑖𝑧2)

−2 ×
× (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1)

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
,

𝐵𝜇𝜈
12 = 4𝑛𝑛′𝛾𝜇𝛾1𝜏𝛾𝜈𝛾1𝜏*

(︀
𝑧21 + 𝑧22

)︀−1 ×
× (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1)

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
,

𝐵𝜇𝜈
13 = −2𝑖𝑛𝛾𝜇𝛾1𝜏*𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏 (𝑧1 − 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛′ (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1),

𝐵𝜇𝜈
14 = −2𝑖𝑛𝛾𝜇𝛾1𝜏*𝛾𝜈 (−𝛾𝑓 +𝑚) 𝜏* (𝑧1 − 𝑖𝑧2)

−1 ×
×𝐿𝑛′−1 (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1),

𝐵𝜇𝜈
15 = 4𝑛𝑛′𝛾𝜇𝛾1𝜏*𝛾𝜈𝛾1𝜏

(︀
𝑧21 + 𝑧22

)︀−1 ×
× (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1)

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
,

𝐵𝜇𝜈
16 = 4𝑛𝑛′𝛾𝜇𝛾1𝜏*𝛾𝜈𝛾1𝜏* (𝑧1 − 𝑖𝑧2)

−2 ×
× (𝐿𝑛 − 𝐿𝑛−1)

(︀
𝐿𝑛′ − 𝐿𝑛′−1

)︀
.

ДОДАТОК Б

У додатку Б наведено вирази Π𝜇𝜈
𝑗 , якi входять в поляриза-

цiйний тензор (16):

Π𝜇𝜈
1 = 𝐽2

𝑛,𝑛′

{︁
𝜂𝜇𝜈‖ − �̃�2

(︀
1− 𝜉2

)︀
𝑈𝜇𝜈
‖

}︁
,

Π𝜇𝜈
2 = −𝐽2

𝑛,𝑛′−1

{︂
1 + �̃�2

(︀
1− 𝜉2

)︀
−

𝑖

𝜆𝑚2

}︂
𝑙𝜇*𝑙𝜈,

Π𝜇𝜈
3 =

√
2𝑛′ℎ

2𝑚
𝑒−𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′𝐽𝑛,𝑛′−1 (1 + 𝜉) 𝑘𝜇‖ 𝑙

𝜈,

Π𝜇𝜈
4 =

√
2𝑛′ℎ

2𝑚
𝑒𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′𝐽𝑛,𝑛′−1 (1 + 𝜉) 𝑙𝜇*𝑘𝜈‖ ,

Π𝜇𝜈
5 = −𝐽2

𝑛−1,𝑛′

{︂
1 + �̃�2

(︀
1− 𝜉2

)︀
−

𝑖

𝜆𝑚2

}︂
𝑙𝜇𝑙𝜈*,

Π𝜇𝜈
6 = 𝐽2

𝑛−1,𝑛′−1

{︁
𝜂𝜇𝜈‖ − �̃�2

(︀
1− 𝜉2

)︀
𝑈𝜇𝜈
‖

}︁
,

Π𝜇𝜈
7 =

√
2𝑛′ℎ

2𝑚
𝑒−𝑖𝜑𝐽𝑛−1,𝑛′𝐽𝑛−1,𝑛′−1 (1 + 𝜉) 𝑙𝜇𝑘𝜈‖ ,

Π𝜇𝜈
8 =

√
2𝑛′ℎ

2𝑚
𝑒𝑖𝜑𝐽𝑛−1,𝑛′𝐽𝑛−1,𝑛′−1 (1 + 𝜉) 𝑘𝜇‖ 𝑙

𝜈*,

Π𝜇𝜈
9 =

√
2𝑛ℎ

2𝑚
𝑒−𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′𝐽𝑛−1,𝑛′ (1− 𝜉) 𝑙𝜇𝑘𝜈‖ ,

Π𝜇𝜈
10 =

√
2𝑛ℎ

2𝑚
𝑒−𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′−1𝐽𝑛−1,𝑛′−1 (1− 𝜉) 𝑘𝜇‖ 𝑙

𝜈,

Π𝜇𝜈
11 = 2

√
𝑛𝑛′ℎ𝑒−2𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′−1𝐽𝑛−1,𝑛′ 𝑙𝜇𝑙𝜈,

Π𝜇𝜈
12 = 4

√
𝑛𝑛′ℎ𝐽𝑛,𝑛′𝐽𝑛−1,𝑛′−1𝜂

𝜇𝜈
‖ ,

Π𝜇𝜈
13 =

𝑛

2𝑚

√︂
2ℎ

𝑛′ 𝑒
𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′𝐽𝑛−1,𝑛′ (1− 𝜉) 𝑘𝜇‖ 𝑙

𝜈*,

Π𝜇𝜈
14 =

𝑛

2𝑚

√︂
2ℎ

𝑛′ 𝑒
𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′−1𝐽𝑛−1,𝑛′−1 (1− 𝜉) 𝑙𝜇*𝑘𝜈‖ ,

Π𝜇𝜈
15 = 2

√
𝑛𝑛′ℎ𝑒2𝑖𝜑𝐽𝑛,𝑛′−1𝐽𝑛−1,𝑛′ 𝑙𝜇*𝑙𝜈*,

де 𝑘𝑥 = |k| cos𝜑.
У наведених вище виразах введено спецфункцiю 𝐽𝑛,𝑛′ ,

яка була отримана в роботi [35] та в [27] розглянута велика
кiлькiсть її властивостей. Для 𝑛 > 𝑛′:

𝐽𝑛,𝑛′ = 𝑒−
𝜂
2 𝜂

|𝑛−𝑛′|
2

√︂
𝑛!

𝑛′!

1

(𝑛− 𝑛′)!
×

×𝐹
(︀
−𝑛′, 𝑛− 𝑛′ + 1, 𝜂

)︀
,

та для 𝑛 < 𝑛′:

𝐽𝑛,𝑛′ = 𝑒−
𝜂
2 𝜂

|𝑛−𝑛′|
2 (−1)𝑛−𝑛′

√︂
𝑛′!

𝑛!

1

(𝑛′ − 𝑛)!
×

×𝐹
(︀
−𝑛, 𝑛′ − 𝑛+ 1, 𝜂

)︀
,

де 𝜂 =
(︀
𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦

)︀
/2ℎ𝑚2, 𝑙𝜇 = (0, 1, 𝑖, 0), 𝑘𝜇‖ = (𝜔, 0, 0, 0) 𝐹 –
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M.Diachenko,O. Novak, R.Kholodov

VACUUM BIREFRINGENCE
IN SUPERCRITICAL MAGNETIC FIELDS

S u m m a r y

The birefringence effect in vacuum in strong magnetic fields

has been considered. The polarization tensor in a constant ex-

ternal magnetic field is analyzed in the framework of quan-

tum field theory and on the basis of the electron Green’s func-

tion calculated as the sum over the Landau levels. The case of

the lowest Landau levels for photons with the energies below

the electron-positron pair creation threshold is considered, and

the corresponding refractive indices of the physical vacuum for

anomalous and normal waves are determined.
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