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Розроблено алгоритм реконструкцiї рентгенiвського зображення, для якого при заданiй
точностi зображення дозове навантаження на об’єкт дослiдження є мiнiмальним. В
цьому алгоритмi поєднанi пiдходи, характернi для методу оберненого проецiювання та
методу регуляризацiї. Зображення формується в результатi накладання фiльтрова-
них проекцiй, а параметри фiльтрацiї визначаються iз умови мiнiмуму рiзницi мiж
нев’язкою та похибкою експерименту.
Ключ о в i с л о в а: комп’ютерна томографiя, дозове навантаження, методи реконстру-
кцiї, теорiя некоректних задач.

1. Вступ

Комп’ютерна томографiя, як вiдомо, використо-
вує рентгенiвське випромiнювання для отриман-
ня тривимiрних зображень внутрiшньої структури
органiзму. При виборi iнтенсивностi випромiнюва-
ння стикаються з двома взаємно суперечливими
тенденцiями: з одного боку, намагання пiдвищи-
ти якiсть зображення вимагає бiльшої iнтенсивно-
стi, з iншого боку, зважаючи на шкiдливий вплив
рентгенiвського випромiнювання iнтенсивнiсть не-
обхiдно зменшувати. Вiдповiдно виникає задача:
визначити мiнiмальний рiвень дозового наванта-
ження на органiзм, який би забезпечив задану то-
чнiсть зображення. Цей принцип також називає-
ться ALARA (As Low As Reasonably Achievable). В
данiй статтi пропонується один iз можливих шля-
хiв розв’язку цiєї задачi.
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2. Фiзична модель
процесу затухання рентгенiвського
випромiнювання, використовувана
в комп’ютернiй томографiї
Як вiдомо [1], для живого органiзму як фiзичної
системи характерна наявнiсть рiзних структурних
рiвнiв. Їх умовно подiляють на двi групи. Пер-
шу групу утворюють макроскопiчнi рiвнi. Серед
них розрiзняють: структурний рiвень систем ор-
ганiв, рiвень органiв, рiвень морфофункцiональ-
них одиниць органiв, рiвень тканин, систем клi-
тин i неклiтинних структур. До другої групи вiд-
носять мiкроскопiчнi рiвнi: клiтинний, субклiтин-
ний, молекулярний, атомний. При вивченнi стру-
ктури на будь-якому iз згаданих макроскопiчних
рiвнiв використовується континуальна модель, згi-
дно з якою органiзм розглядають як неоднорiдний
континуум. Саме на такiй моделi органiзму ґрун-
тується комп’ютерна томографiя. В цiй моделi ха-
рактеристикою структури є функцiя 𝜇(�̄�), де 𝜇 –
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коефiцiєнт затухання рентгенiвського випромiню-
вання, �̄� = {𝑥, 𝑦, 𝑧} – радiус вектор деякої точки
континуума. Визначення функцiї 𝜇(�̄�) для даного
органiзму i є кiнцевою метою комп’ютерної томо-
графiї з фiзичної точки зору.

Функцiю 𝜇(�̄�) визначають з експерименту. Рент-
генiвським опромiненням сканують об’єкт пiд рi-
зними кутами в деякiй площинi, вимiрюючи де-
тектором iнтенсивнiсть випромiнювання, що про-
йшло крiзь об’єкт. Цi вимiри повторюють для су-
сiднiх площин.

Як зв’язанi мiж собою функцiя 𝜇(�̄�) та експери-
ментально вимiрянi данi? Нехай однiєю iз згаданих
площин є 𝑍 = 0. Для неї поряд iз лабораторною
системою координат 𝑥, 𝑦 вводять рухому систему
координат 𝑥′, 𝑦′, направляючи вiсь 𝑦′ вздовж пуска
рентгенiвського випромiнювання. Позначаючи че-
рез 𝜑 кут мiж осями 𝑥 та 𝑥′, констатують очевидну
рiвнiсть:

𝑥′ = 𝑥 cos𝜑+ 𝑦 sin𝜑. (1)

Iнтенсивнiсть випромiнювання, що пройшло
крiзь об’єкт, визначають вiдомою формулою

𝐼𝜑(𝑥
′) = 𝐼0𝜑(𝑥

′) exp

[︂
−
∫︁

𝜇(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

]︂
, (2)

де 𝐼0𝜑 – iнтенсивнiсть випромiнювання за вiдсутно-
стi об’єкта.

Вводять в розгляд величину

𝜆𝜑(𝑥
′) = − ln

[︃
𝐼𝜑(𝑥

′)

𝐼0𝜑(𝑥
′)

]︃
, (3)

яку називають проекцiєю об’єкта.
Iз врахуванням формул (1) та (2) для проекцiї

об’єкта записують рiвняння:

𝜆𝜑(𝑥
′) =

∫︁ ∞∫︁
−∞

𝜇(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥 cos𝜑+𝑦 sin𝜑−𝑥′)𝑑𝑥𝑑𝑦, (4)

де 𝛿(𝑥 cos𝜑+ 𝑦 sin𝜑− 𝑥′) – дельта функцiя.
Маючи в своєму розпорядженнi функцiю 𝜆𝜑(𝑥

′),
отриману за результатами експерименту, ставлять
за мету скориставшись рiвнянням (4) вирахува-
ти функцiю 𝜇(𝑥, 𝑦). Iншими словами, кiнцева мета
комп’ютерної томографiї – це розв’язок iнтеграль-
ного рiвняння (4).

Вiзуально функцiю 𝜇(𝑥, 𝑦) представляють у ви-
глядi плоскої дiаграми. Осi 𝑥, 𝑦 лежать в пло-
щинi цiєї дiаграми, а рiзниця значень 𝜇 на рi-
зних дiлянках згаданої площини передається iн-
тенсивнiстю забарвлення цих дiлянок. Таку дiа-
граму називають томографiчним перерiзом деяко-
го об’єкта. Вiдповiдно процес розрахунку 𝜇(𝑥, 𝑦)
називають реконструкцiєю перерiзу об’єкта за йо-
го проекцiями.

3. Алгоритм реконструкцiї,
що базується на оберненому проецiюваннi

Це метод розв’язку рiвняння (4), який покладений
в основу алгоритмiв реконструкцiї для переважної
бiльшостi сучасних томографiв [2–4]. В ньому ви-
хiдним є двовимiрне обернене фур’є перетворення
функцiї 𝜇(𝑥, 𝑦) в полярних координатах:

𝜇(𝑥, 𝑦) =

𝜋∫︁
0

∞∫︁
−∞

𝜇*(𝑟, 𝜑)×

× exp [2𝜋𝑟(𝑥 cos𝜑+ 𝑦 sin𝜑)] |𝑟| 𝑑𝑟𝑑𝜑. (5)

Тут 𝜇*(𝑟, 𝜑) – функцiя 𝜇(𝑥, 𝑦) в полярних коор-
динатах.

Спiввiдношення (5) записують у виглядi рiвня-
ння

𝜇(𝑥, 𝑦) =

𝜋∫︁
0

𝜆*
𝜑(𝑥

′)𝑑𝜑, (6)

в якому 𝑥′ визначається формулою (1), а функцiя
𝜆*
𝜑(𝑥

′) виразом

𝜆*
𝜑(𝑥

′) =

∞∫︁
−∞

𝜇*(𝑟, 𝜑) exp [2𝜋𝑟(𝑥′)] |𝑟| 𝑑𝑟. (7)

Вираз (7) переписують у виглядi формули

𝜆*
𝜑(𝑥

′) =

∞∫︁
−∞

𝜆𝜑(𝑥)𝑝(𝑥
′ − 𝑥)𝑑𝑥, (8)

в якiй прийнято позначення

𝑝(𝑥) = 𝑅2
[︀
2 sin 𝑐(2𝑅𝑥)− sin 𝑐2(𝑅𝑥)

]︀
. (9)

Формула (8) означає, що проекцiю 𝜆𝜑(𝑥) пiдда-
ють фiльтрацiї. Вiдповiдно функцiю 𝜆*

𝜑(𝑥) назива-
ють фiльтрованою проекцiєю. Сталу R називають
коефiцiєнтом фiльтрацiї.
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Рис. 1. Залежнiсть 𝜌𝜆(𝑅) для 𝛿𝜆 = 0,03

а б в
Рис. 2. Результати реконструкцiї фантома при 𝛿𝜆 = 0,03

для 𝑁 = 24 (а), 𝑁 = 60 (б ), 𝑁 = 120 (в)

Розом з тим, як бачимо в формулах (5)–(9) вiд-
сутнi величини, якi характеризують похибки, що
неминуче виникають в процесi обчислень. Тому
очевидно, що в рамках алгоритму, який ґрунту-
ється на методi оберненого проецiювання, постав-
лену задачу про зв’язок дозового навантаження iз
точнiстю зображення розв’язати неможливо.

4. Алгоритм реконструкцiї, що ґрунтується
на методi регуляризацiї Тихонова

Перепишемо рiвняння (4) в операторному виглядi

𝐴𝜇 = 𝜆. (10)

Функцiї 𝜇 та 𝜆 розглядатимемо як елементи мно-
жин 𝑀 та Λ, тобто

𝜇 ∈ 𝑀,𝜆 ∈ Λ, (11)

перетворюючи останнi у метричнi простори введе-
нням вiдповiдних вiдстаней 𝜌(𝜆1, 𝜆2) та 𝜌(𝜇1, 𝜇2).

Як уже згадувалось, реконструкцiя зображень
зводиться до розв’язку iнтегрального рiвняння

(10) або, що теж саме, рiвняння (4). Особливiстю
цього рiвняння є те, що елемент 𝜆 задано iз пев-
ною похибкою, яка не враховується. Таку задачу
вiдносять до класу обернених задач математичної
фiзики [5].

Отримання наближеного розв’язку згаданих за-
дач називають регуляризацiєю, а сам наближений
розв’язок – регуляризованим. Iснує ряд методiв
розв’язку некоректних задач. Найбiльш пошире-
ним iз цих методiв є метод регуляризацiї Тихонова.

Згiдно з даним методом рiвняння (10) замiнює-
ться рiвнянням

𝐴*𝐴𝜇+ 𝛼𝜇 = 𝐴*𝜆, (12)

де 𝐴* – оператор, спряжений з 𝐴, 𝛼 – коефiцiєнт
регуляризацiї, який може бути визначений з рiв-
няння:

𝜌2 (𝐴�̃�, 𝜆) = 𝛿2Λ, (13)

де �̃� – наближений розв’язок рiвняння.
Як бачимо, на вiдмiну вiд метода обернено-

го проецiювання розв’язок рiвняння (10) (або що
те саме, рiвняння (4)) вже залежить вiд по-
хибки. Разом з тим залишається незрозумiлим,
як такий розв’язок поєднати iз iнтенсивнiстю
випромiнювання?

5. Алгоритм реконструкцiї,
де враховується дозове навантаження

Порiвняння обох, наведених вище методiв, пока-
зує, що за своєю математичною строгiстю метод
регуляризацiї переважає метод оберненого проецi-
ювання. Чому ж тодi на практицi перевагу вiдда-
ють останньому? Справа в тому, що його реалiза-
цiя вимагає значно меншого (на порядки) машин-
ного часу. Намагаючись зберегти позитивнi риси
обох методiв, спробуємо їх об’єднати. Як основу
для такого об’єднання виберемо рiвнiсть (13). Во-
на втiлює основну iдею теорiї регуляризацiї, яка
полягає в тому, що необхiдно зробити похибку об-
числень рiвною похибцi експерименту. З цiєю ме-
тою вводиться параметр регуляризацiї 𝛼 i розв’я-
зується вже не рiвняння (10), а рiвняння (12), що
приводить до згладженого розв’язку �̃�. В цьому
розумiннi термiн “згладжування” та “регуляриза-
цiя” можна розглядати як синонiми.

Одним iз проявiв недостатньої математичної по-
слiдовностi методу оберненого проецiювання є та
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Рис. 3. Залежнiсть Δ𝜇 вiд 𝑁 при 𝛿𝜆 = 0,03

обставина, що в ньому нiяк не обґрунтовується ви-
бiр коефiцiєнта фiльтрацiї 𝑅.

Фiльтрацiя, що виконується за допомогою рiвня-
ння (8), є нi чим iншим, як згладжуванням прое-
кцiї 𝜆𝜑(𝑥). Тож коефiцiєнт 𝑅 вiдiграє фактично ту
саму роль, що й параметр регуляризацiї 𝛼. В про-
цесi обчислень з’являється ще один чинник, який
спричиняє згладжування. Дiйсно, при знаходжен-
нi 𝜆*

𝜑 згiдно з виразом (8) iнтегрування замiнює-
ться сумою дискретних значень iз деяким кроком
Δ𝑥. Саме по iнтервалу Δ𝑥 i згладжується фун-
кцiя 𝜆𝜑(𝑥) при чисельному iнтегруваннi. Тому не-
обхiдно узгодити обидва параметри 𝑅 i Δ𝑥, що ви-
кликають згладжування. За своїм змiстом вели-
чина 1

𝑅 також є тим iнтервалом, по якому вiдбу-
вається згладжування. То ж згадане узгодження
зводиться просто до рiвностi

𝑅 =
1

Δ𝑥
. (14)

Iдея згладжування, яка, як ми бачимо властива
обом вищезгаданим методам, пiдказує нам, яким
чином ввести в розгляд дозове навантаження.

При обчисленнях iнтеграл (6) замiнюється на
суму

𝜇(𝑥, 𝑦) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜆*
𝜑𝑖
Δ𝜑, (15)

де Δ𝜑 = 𝜋
𝑁 . Пiдсумовування (15) є ще одним згла-

джуванням. Його можна охарактеризувати пара-
метром 𝑁 , який вiдiграє роль ще одного параме-
тра регуляризацiї.

Отже, ми приходимо до схеми розрахунку, яка
характеризується вже двома параметрами регуля-
ризацiї 𝑅 та 𝑁 . Вiдповiдно будемо вважати, що
функцiя 𝜇 залежить вiд цих параметрiв i запише-
мо

𝜇 = 𝜇(𝑥, 𝑦;𝑅,𝑁). (16)

Як це видно iз формули (15) при знаходжен-
нi функцiї 𝜇(𝑥, 𝑦), використовується 𝑁 проекцiй.
Очевидно, що чим бiльше 𝑁 , тим бiльше дозове
навантаження. Тому параметр 𝑁 можна розгля-
дати як мiру дозового навантаження.

Функцiю 𝜇(𝑥, 𝑦;𝑅,𝑁) визначатимемо в такий
спосiб. Вибираючи довiльнi значення 𝑅 та 𝑁 , обчи-
слюємо цю функцiю, як того вимагає метод обер-
неного проецiювання, за формулами (6), (8) та (9)
для рiзних значень 𝑅 та 𝑁 . За наближений розв’я-
зок виберемо ту функцiю �̃�(𝑥, 𝑦;𝑅,𝑁), для якої мi-
нiмiзується вираз

𝑄 = 𝜌2 (𝐴�̃�, 𝜆)− 𝛿2Λ. (17)

Таким чином, запропонований метод реконстру-
кцiї поєднує в собi iдеї як методу оберненого про-
ецiювання, так i методу регуляризацiї.

6. Чисельний експеримент

Програма експерименту складається з послiдовно-
стi таких етапiв.

Вибираємо математичний фантом з вiдомим
розподiлом iнтенсивностi 𝜇0(𝑥, 𝑦).
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Користуючись виразами (2) та (3), розраховуємо
значення 𝜆𝜑(𝑥) цього фантома для заданого числа
проекцiй 𝑁 . Позначимо його як 𝜆0𝜑(𝑥).

Додаємо до точної функцiї 𝜆0𝜑(𝑥) певну похибку
𝛿𝜆. Користуючись формулами (6), (8) та (9), зна-
ходимо мiнiмум нев’язки (17) як функцiю вiд 𝑅.

Знаходимо похибку реконструйованого таким
чином зображення 𝜇(𝑥, 𝑦) як Δ𝜇 = 𝜌(𝜇0, 𝜇).

Повторюємо кроки 2–5 для рiзних значень пара-
метра 𝑁 . Будуємо залежнiсть Δ𝜇 вiд 𝑁 . З отрима-
ної залежностi вибираємо оптимальне значення 𝑁 .

З метою перевiрки запропонованого пiдходу був
проведений експеримент, в якому було використа-
но фантом Шепа–Логана, що традицiйно викори-
стовується при перевiрцi ефективностi методiв ре-
конструкцiї [6]. Фантом наближено моделює пере-
рiз голови людини.

При розрахунку вiдстанi 𝜌 мiж функцiями, вва-
жалося, що останнi є елементами гiльбертового ме-
тричного простору.

Процедура знаходження параметра 𝑅 проiлю-
стрована на рис. 1, де представлена залежнiсть
𝜌𝜆(𝑅) для 𝛿𝜆 = 0,03. Згiдно з цим графiком пара-
метр 𝑅 у даному випадку дорiвнює 0,23. На рис. 2
проiлюстровано вiдповiднi результати реконстру-
кцiї при 𝑁 = 24, 60, 120. На рис. 3 показано отри-
ману залежнiсть Δ𝜇 вiд 𝑁 . З графiка видно, що
пiсля певної кiлькостi проекцiй (в даному випадку
60) якiсть реконструйованого зображення суттєво
не збiльшується. Можна зробити висновок про те,
що 𝑁 = 60 є оптимальною кiлькiстю проекцiї при
данiй експериментальнiй похибцi 𝛿𝜆.

Конкретне значення дозового навантаження на
пацiєнта є функцiєю багатьох параметрiв, таких
як: струм та напруга на рентгенiвськiй трубцi, час
опромiнення для одного знiмку, кiлькiсть знiмкiв
[7]. В даному дослiдженнi показано спосiб розра-
хунку оптимальної кiлькостi знiмкiв, необхiдних
для отримання томограми необхiдної якостi.

7. Висновки

Актуальнiсть проблеми дозового навантаження в
процесi лiкування та дiагностики нiколи не ви-
кликала сумнiвiв, можна говорити про два пiдхо-
ди при розрахунку дозового навантаження. Пер-
ший має на метi визначити верхню припустиму ме-

жу дозового навантаження. Ця межа визначається
бiологiчними особливостями дослiджуваного об’є-
кта. При застосуваннi другого пiдходу необхiдно
визначити нижню межу навантаження. Цей пiдхiд
характерний для методiв дiагностики, коли при не-
достатнiй iнтенсивностi випромiнювання втрачає-
ться точнiсть дiагностування. Очевидно, що зна-
чення нижньої межi залежить вiд необхiдної то-
чностi i, на вiдмiну вiд верхньої межi, це значення
визначається вже не бiологiєю об’єкта, а фiзико-
математичним апаратом, що лежить в основi дано-
го дiагностичного методу. Таку залежнiсть отри-
мано в данiй статтi для комп’ютерної томографiї.
Автори сподiваються, що використання такого пiд-
ходу до вибору кiлькостi проекцiй дозволить сут-
тєво знизити дозове навантаження на пацiєнта зi
збереженням дiагностичної цiнностi отриманих то-
мографiчних зображень.
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MINIMIZATION OF DOSE
LOAD IN ALGORITHMS OF X-RAY
COMPUTED TOMOGRAPHY

Р е з ю м е

An algorithm has been developed for the reconstruction of
an X-ray image obtained at the minimum dose load on the
researched object and provided a given image accuracy. This
algorithm combines approaches typical of the inverse projection
and regularization methods. The image is formed by overlaying
filtered projections, and the filtering parameters are determi-
ned from the minimum condition for the difference between the
discrepancy and the experimental error.
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