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КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ
КУЛОНIВСЬКОЇ ПАРИ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУУДК 538.94

В статтi вперше публiкуються результати для кореляцiйних функцiй третього по-
рядку для випадку двох частинок, що пiдлягають електростатичнiй взаємодiї, отри-
манi прямим алгебраїчним методом знаходження кореляцiйних функцiй. Розглянутi
як основнi спiввiдношення для цих кореляцiйних функцiй, що не залежать вiд явно-
го вигляду потенцiалу взаємодiї частинок, так i 4 види форм оператора взаємодiї та
спiввiдношення для кореляцiйних функцiй, якi для них виникають.
Ключ о в i с л о в а: вторинне квантування, кулонiвське спарювання, кореляцiйнi функцiї.

1. Вступ

В данiй статтi ми продовжимо розгляд точної те-
орiї кулонiвської пари, основи якої вже були опу-
блiкованi в [1]. Нагадаємо, що в основi такої теорiї
є модифiкацiя прямого алгебраїчного методу зна-
ходження кореляцiйних функцiй (ПАМ), запропо-
нованого в [2]. Кореляцiя частинок, що утворю-
ють кулонiвську пару, є чисто квантовим ефектом,
який не може бути задовiльно описаний пертурба-
тивними методами. Серед iнших методiв слiд зга-
дати метод функцiй Грiна, який широко застосо-
вувався до появи ПАМ, i з метою подолання недо-
лiкiв якого, власне, ПАМ i був розробленим [2].
Основною проблемою було те, що рiвняння для
функцiй Грiна нижчих порядкiв включають невi-
домi функцiї Грiна вищих порядкiв. Спроби обiйти
цю проблему зводились до замiни цих невiдомих
функцiй Грiна вищих порядкiв якимись наближе-
ними виразами, що перетворювало цей потенцiйно
точний метод в наближений. Альтернативний, роз-
роблений на основi концепцiї фермi-рiдини Ландау
напiвфеноменологiчний метод, в реалiзацiї якого
значнi досягнення має українська школа ([3–6]),
також дозволяє описати ефекти спарювання та ко-
реляцiї частинок. Широко використовують також
перетворення Боголюбова [7] i моделi, наприклад,
модель Хаббарда [8] та iншi [9]. Подання детальної
бiблiографiї на тему використання рiзних методiв
та моделей для описання ефектiв кореляцiї вихо-
дить за рамки завдання цiєї статтi. Цими заува-
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женнями ми лише намагаємось пiдкреслити акту-
альнiсть продовження розробки прямого алгебраї-
чного методу знаходження кореляцiйних функцiй,
який буде безпосереднiм предметом нашого роз-
гляду далi. Результати, вже отриманi нами в дру-
гому порядку [1], вiдкривають можливiсть продов-
жити розробку точної теорiї кулонiвської пари.

Тепер ми зосередимось на знаходженнi кореля-
цiйних функцiй третього порядку та вiдповiдних
спiввiдношень, що виникають в третьому поряд-
ку. Нагадаємо, що для випадку системи двох рi-
зних частинок, що пiдлягають електростатичнiй
взаємодiї, метод ПАМ спирається на розкладаннi
операторiв часток в двооператорному базисi. Крiм
того, використовується те, що слiд добутку двох
операторiв не змiнюється при їх перестановцi. Це
дає змогу генерувати рiзноманiтнi спiввiдношення
для кореляцiйних функцiй. Спочатку ми розгля-
немо рiвняння руху третього порядку для опера-
торiв. Далi ми розглянемо основнi спiввiдношення
для кореляцiйних функцiй третього порядку, якi
не залежать вiд явного вигляду потенцiалу взаємо-
дiї частинок. Нарештi, ми розглянемо 4 види мо-
жливих форм оператора взаємодiї та спiввiдноше-
ння для кореляцiйних функцiй, якi для них вини-
кають. В цiй статтi вперше публiкуються резуль-
тати, отриманi методом ПАМ в третьому порядку.

2. Рiвняння для операторiв

Ще раз нагадаємо, що ми розглядаємо модифi-
кацiю прямого алгебраїчного методу знаходження
кореляцiйних функцiй, запропонованого в [2]. Для
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цього використовуються рiвняння руху для опера-
торiв народження та знищення. Далi розглядати-
мемо систему, яка складається з двох рiзних ча-
стинок, що пiдлягають електростатичнiй взаємо-
дiї. Гамiльтонiан цiєї системи в представленнi вто-
ринного квантування [10] матиме такий вигляд:

𝐻 = 𝐻1 +𝐻2 +𝐻12, (1)

де
𝐻𝑖 =

∑︁
𝑝

𝜀𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝

є гамiльтонiан вiльної частинки сорту 𝑖, а

𝐻12 =
∑︁

𝑝
1
+𝑝

2
=𝑝′

1+𝑝′
2

𝑈𝑝′
1𝑝

′
2𝑝2𝑝1

𝑎+1𝑝′
1
𝑎+2𝑝′

2
𝑎2𝑝

2
𝑎1𝑝

1

є гамiльтонiан взаємодiї. Тут 𝜀𝑖𝑝 – кiнетична енер-
гiя, 𝑎+𝑖𝑝 – оператори народження та 𝑎𝑖𝑝 – операто-
ри знищення, 𝑝 = (𝑠𝑧,p), p = (𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧) – iндекси,
що позначають проекцiю спiну та iмпульс части-
нок. 𝑈𝑝′

1𝑝
′
2𝑝2𝑝1

є потенцiйною енергiєю взаємодiї в
iмпульсному представленнi. Будемо вважати, що
обидвi частинки є фермiонами, для яких виконую-
ться такi спiввiдношення антикомутацiї (𝛿𝑝𝑞 – сим-
вол Кронекера):

𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞 + 𝑎𝑖𝑞𝑎
+
𝑖𝑝 = 𝛿𝑝𝑞, (2)

𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞 + 𝑎𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝 = 0, (3)

𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞 + 𝑎+𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝 = 0. (4)

Також далi ми будемо використовувати те, що
оператори частинок рiзних сортiв комутують мiж
собою.

З гамiльтонiана отримаємо такi рiвняння руху,
якi є в основi методу:

[𝑎𝑗𝑞, 𝐻] = 𝐾
(𝑗)
11𝑞𝑎𝑗𝑞 +𝐾

(𝑗)
12𝑞𝑏𝑗𝑞, (5)

[𝑏𝑗𝑞, 𝐻] = 𝐾
(𝑗)
22𝑞𝑏𝑗𝑞, (6)[︀

𝑎+𝑗𝑞, 𝐻
]︀
= −𝐾

(𝑗)
11𝑞𝑎

+
𝑗𝑞 −𝐾

(𝑗)
12𝑞𝑏

+
𝑗𝑞, (7)[︀

𝑏+𝑗𝑞, 𝐻
]︀
= −𝐾

(𝑗)
22𝑞𝑏

+
𝑗𝑞. (8)

Тут

𝑏𝑗𝑞 =
1

𝐾
(𝑗)
12𝑞

∑︁
𝑝
1
+𝑝

2
=𝑝′

1+𝑝′
2

𝑈𝑝′
1𝑝

′
2𝑝2

𝑝
1
(𝛿2𝑗𝛿𝑝′

2𝑞
𝑎+1𝑝′

1
+

+ 𝛿1𝑗𝛿𝑝′
1𝑞
𝑎+2𝑝′

2
)𝑎2𝑝2

𝑎1𝑝1
, (9)

𝑏+
𝑗𝑞

=
1

𝐾
(𝑗)
12𝑞

∑︁
𝑝
1
+𝑝

2
=𝑝′

1+𝑝′
2

𝑈𝑝′
1𝑝

′
2𝑝2

𝑝
1

+

1𝑝′
1

𝑎+2𝑝′
2
×

× (𝑎2𝑝
2
𝛿1𝑗𝛿𝑝

1
𝑞 + 𝑎1𝑝

1
𝛿2𝑗𝛿𝑝

2
𝑞). (10)

𝐾
(𝑗)
11𝑞 = 𝜀𝑗𝑞, 𝐾

(𝑗)
12𝑞 = 1, а 𝐾

(𝑗)
22𝑞 = 𝐾

(𝑗)
11𝑞 ± 𝐾, де

𝐾 ̸= 0 є невiдомою константою, яку треба знайти
[1]. [..., ...] означає комутатор. Основним моментом
прямого алгебраїчного методу є розкладання опе-
раторiв у двооператорному базисi, що є аналогi-
чним розкладанню векторiв. В нашому випадку
рiвняння для операторiв знищення розкладаються
в базисi (𝑎𝑖𝑝,𝑏𝑗𝑞), а ермiтово спряженi їм рiвнян-
ня для операторiв народження – в базисi (𝑎+𝑖𝑝,𝑏

+
𝑗𝑞).

Далi ми будемо вважати, що у всiх рiвняннях та
спiввiдношеннях 𝑗 ̸= 𝑖. Використовуючи послiдов-
но наступну тотожнiсть для операторiв

[𝐴𝐵,𝐻] = [𝐴,𝐻]𝐵 +𝐴 [𝐵,𝐻], (11)

отримуємо такi кориснi рiвняння руху третьо-
го прядку за участю антикомутаторiв двох опе-
раторiв:[︁
[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑗)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎𝑗 +

+ [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎𝑗 + [𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎𝑗 , (12)[︁
[𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 −𝐾

(𝑖)
22𝑝 + 𝜀𝑗)[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎𝑗 +

+ [𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎𝑗 + [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏𝑗 , (13)[︁
[𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑗)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎𝑗 +

+ [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑏𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎𝑗 , (14)[︁
[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑗)
22 − 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑖𝑞)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏𝑗 +

+ [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑏𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏𝑗 , (15)[︁
[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎

+
𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑗)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎

+
𝑗 +

+ [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎
+
𝑗 − [𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏

+
𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎

+
𝑗 , (16)[︁

[𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎
+
𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 −𝐾

(𝑖)
22𝑝 − 𝜀𝑗)[𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑎

+
𝑗 +

+ [𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎
+
𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏

+
𝑗 , (17)[︁

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎
+
𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑗)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎

+
𝑗 −

− [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑏
+
𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑎

+
𝑗 , (18)
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[︁
[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏

+
𝑗 , 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 −𝐾

(𝑗)
22 )[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏

+
𝑗 +

+ [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+𝑏
+
𝑗 − [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+𝑏

+
𝑗 , (19)[︁

𝑎𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑗)𝑎𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ +

+ 𝑎𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ + 𝑏𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ − 𝑎𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, (20)[︁

𝑎𝑗 [𝑏
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 −𝐾

(𝑖)
22𝑝 + 𝜀𝑗)𝑎𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ +

+ 𝑎𝑗 [𝑏
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ + 𝑏𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, (21)[︁

𝑎𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑗)𝑎𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ +

+ 𝑏𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ − 𝑎𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+, (22)[︁

𝑏𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑗)
22 − 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑖𝑞)𝑏𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ +

+ 𝑏𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ − 𝑏𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, (23)[︁

𝑎+𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑗)𝑎

+
𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ +

+ 𝑎+𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ − 𝑏+𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ − 𝑎+𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, (24)[︁

𝑎+𝑗 [𝑏
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 −𝐾

(𝑖)
22𝑝 − 𝜀𝑗)𝑎

+
𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ +

+ 𝑎+𝑗 [𝑏
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ − 𝑏+𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, (25)[︁

𝑎+𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑗)𝑎

+
𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ −

− 𝑏+𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ − 𝑎+𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ (26)[︁

𝑏+𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+, 𝐻

]︁
= (𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 −𝐾

(𝑗)
22 )𝑏+𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+ +

+ 𝑏+𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞]+ − 𝑏+𝑗 [𝑏

+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞]+. (27)

Це ще не всi можливi рiвняння руху для опера-
торiв третього порядку, а лише тi, якi будуть ви-
користанi далi в текстi статтi. Отриманi рiвняння
дають змогу вивести рiвняння для самих операто-
рiв третього порядку. Детальнi викладки винесенi
в окремий додаток в кiнцi статтi.

3. Основнi спiввiдношення

Для будь-якого оператора 𝐴 можемо ввести такi
оператори:

⌣

𝐴 = 𝜌−1𝐴𝜌 (28)

та

⌢

𝐴 = 𝜌𝐴𝜌−1, (29)

де 𝜌 є статистичним оператором системи. Тодi мо-
жемо застосовувати такi розкладання:
⌣
𝑎𝑖𝑝 = 𝑎𝑖𝑝 −𝐺𝑖𝑏𝑖𝑝, (30)
⌣

𝑏 𝑖𝑝 = 𝑏𝑖𝑝, (31)
⌢
𝑎𝑖𝑝 = 𝑎𝑖𝑝 +𝐺𝑖𝑏𝑖𝑝, (32)
⌢

𝑏 𝑖𝑝 = 𝑏𝑖𝑝, (33)
⌣
𝑎
+

𝑖𝑝 = 𝑎+𝑖𝑝 +𝐺𝑖𝑏
+
𝑖𝑝, (34)

⌣

𝑏
+

𝑖𝑝 = 𝑏+𝑖𝑝, (35)
⌢
𝑎
+

𝑖𝑝 = 𝑎+𝑖𝑝 −𝐺𝑖𝑏
+
𝑖𝑝, (36)

⌢

𝑏
+

𝑖𝑝 = 𝑏+𝑖𝑝, (37)

якi вiдiграють суттєву роль в наступному за-
стосуваннi методу [1]. Тут 𝐺𝑖 є невiдомими
константами.

Введемо таке позначення середнього значення
довiльного оператора 𝐴:

⟨𝐴⟩ = Sp(𝜌𝐴). (38)

Sp означає слiд оператора. Застосовуючи спiввiд-
ношення для двох довiльних операторiв 𝐴 та 𝐵:

Sp(𝐴𝐵) = Sp(𝐵𝐴), (39)

можна знайти наступнi тотожностi для добуткiв
трьох операторiв:

⟨𝐴𝐵𝐶⟩ = ⟨𝐵𝐶
⌢

𝐴⟩ = ⟨
⌣

𝐶𝐴𝐵⟩. (40)

Внаслiдок самоспряженостi статистичного опера-
тора системи 𝜌 безпосередньо з (38) та (39) отри-
маємо:

⟨𝑎+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ = ⟨𝑎𝑖𝑝⟩, (41)

де рискою зверху ми позначили операцiю компле-
ксного спряження. Cпiввiдношення (40) мiж ко-
реляцiйними функцiями можна використати для
знаходження самих кореляцiйних функцiй. Мати-
мемо

⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗𝑎𝑖𝑝⟩+𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑗𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩+
+ 𝐺𝑖⟨𝑏𝑗𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩+𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩, (42)

звiдки отримаємо:

⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = 0. (43)
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В.I. Васькiвський

Аналогiчно можна пересвiдчитись, що середнє
значення будь-якої комбiнацiї добутку трьох опе-
раторiв 𝑏 чи 𝑏+ дорiвнює 0. Це є безпосереднiм
наслiдком трикутностi матриць розкладання. Далi
маємо:

⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗𝑎𝑖𝑝⟩+𝐺𝑖⟨𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗𝑏𝑖𝑝⟩ =
= ⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩+𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩+𝐺𝑖⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩, (44)

𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩+𝐺𝑖⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = 0. (45)

Використовуючи решту спiввiдношень

⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩+𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩+𝐺𝑗⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩,
(46)

𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩+𝐺𝑗⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = 0, (47)

⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩+𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩+𝐺𝑗⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩,
(48)

𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩+𝐺𝑗⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = 0, (49)

знаходимо:

⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = 0. (50)

Аналогiчно можна пересвiдчитись, що середнє
значення будь-якої комбiнацiї добутку двох опера-
торiв 𝑏 чи 𝑏+ та одного оператора 𝑎 чи 𝑎+ дорiв-
нює 0

−⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ −𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩.
(51)

Звiдси маємо:

⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = 2
⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩

𝐺𝑖
= ⟨𝑎𝑗𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗𝑏𝑖𝑝⟩.

(52)
Аналогiчно

⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑞𝑎𝑗𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ =

= −2
⟨𝑎𝑗𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩

𝐺𝑖
= −2

⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩
𝐺𝑖

, (53)

⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑗 ⟩ = ⟨𝑎+𝑗 𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑗 𝑏𝑖𝑝⟩ = −⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑗 ⟩ =

= −⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ = −⟨𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑗 𝑎𝑖𝑝⟩ = 2
⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑗 ⟩

𝐺𝑖
. (54)

Нарештi, отримаємо:

⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏𝑗𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑗𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑗 ⟩ =
= ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑗 𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏+𝑗 𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = 0. (55)

Аналогiчно, маємо:

⟨𝑏+𝑖𝑞𝑎
±
𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝⟩=⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏

+
𝑖𝑞𝑎

±
𝑗 ⟩=⟨𝑎±𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝𝑏

+
𝑖𝑞⟩=−⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞𝑎

±
𝑗 ⟩ =

= −⟨𝑎+𝑖𝑞𝑎
±
𝑗 𝑏

+
𝑖𝑝⟩ = −⟨𝑎±𝑗 𝑏

+
𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞⟩ = 2

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞𝑎

±
𝑗 ⟩

𝐺𝑖
, (56)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞𝑏

+
𝑗 ⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑞𝑏

+
𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏+𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞𝑏𝑗⟩ =

= ⟨𝑎+𝑖𝑞𝑏𝑗𝑎
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑗𝑎+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞⟩ = 0, (57)

⟨𝑎𝑖𝑞𝑎±𝑗 𝑎
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎

±
𝑗 ⟩+𝐺𝑖⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎

±
𝑗 ⟩, (58)

⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎
±
𝑗 ⟩ =

⟨𝑎±𝑗 ⟩𝛿𝑝𝑞 − 2⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎
±
𝑗 ⟩

𝐺𝑖
= ⟨𝑎±𝑗 𝑏

+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ =

= ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎±𝑗 𝑏
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎±𝑗 𝑎𝑖𝑞𝑏

+
𝑖𝑝⟩=⟨𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑖𝑝𝑎

±
𝑗 ⟩=⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎

±
𝑗 𝑎𝑖𝑞⟩,

(59)
⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎

±
𝑗 𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎±𝑗 𝑎𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ −𝐺𝑖⟨𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎

±
𝑗 ⟩, (60)

⟨𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎
±
𝑗 ⟩ =

⟨𝑎±𝑗 ⟩𝛿𝑝𝑞 − 2⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎
±
𝑗 ⟩

𝐺𝑖
= ⟨𝑎±𝑗 𝑏𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ =

= ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
±
𝑗 𝑏𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎±𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩=⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎

±
𝑗 ⟩=⟨𝑏𝑖𝑞𝑎±𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝⟩.
(61)

Нарештi, знаходимо:

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏
±
𝑗 ⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏±𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏±𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ =

= ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑏
±
𝑗 ⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏

±
𝑗 𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑏±𝑗 𝑎𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = 0. (62)

Усереднюючи (153), отримуємо:

(𝐾
(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑖𝑞)(⟨𝑎𝑗⟩𝛿𝑝𝑞 − 2⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩) = 0.

(63)
Оскiльки 𝐾

(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑖)
22𝑞 ̸= 𝜀𝑖𝑝 + 𝜀𝑖𝑞, то

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑗⟩
𝛿𝑝𝑞
2

. (64)

Аналогiчно, маємо:

⟨𝑎𝑗𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑎𝑗𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝⟩ =

= ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑗𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎𝑗𝑎+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑗⟩
𝛿𝑝𝑞
2

, (65)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎
+
𝑗 ⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎

+
𝑗 ⟩ = ⟨𝑎+𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ =

= ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑗 𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑗 𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑗 ⟩

𝛿𝑝𝑞
2

. (66)

Зовсiм аналогiчно можна отримати вирази для
кореляцiйних функцiй операторiв частинок одного
сорту для випадку, коли 𝑞 ̸= 𝑝:

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩=⟨𝑎𝑖𝑞𝑏𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑝⟩=−⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ =

= −⟨𝑏𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝⟩ = −⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝⟩ =
⟨𝑎𝑖𝑞⟩
𝐺𝑖

, (67)
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⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩=⟨𝑎𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝𝑏+𝑖𝑝⟩=−⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ =

= −⟨𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝⟩ = −⟨𝑎𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑖𝑝⟩ =
⟨𝑎𝑖𝑞⟩
𝐺𝑖

, (68)

⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞⟩=⟨𝑎+𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝𝑏

+
𝑖𝑝⟩=−⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞⟩ =

= −⟨𝑎+𝑖𝑞𝑏
+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝⟩ = −⟨𝑎𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑞𝑏

+
𝑖𝑝⟩ =

⟨𝑎+𝑖𝑞⟩
𝐺𝑖

, (69)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞𝑏𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑞𝑏𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑝⟩=⟨𝑏𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑞⟩=−⟨𝑎+𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝⟩ =

= −⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑞⟩ = −⟨𝑏𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ =

⟨𝑎+𝑖𝑞⟩
𝐺𝑖

, (70)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝⟩ =

= ⟨𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑝⟩ = 0, (71)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ =

= ⟨𝑏𝑖𝑞𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎𝑖𝑞⟩ = 0, (72)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏
+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑏

+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑏

+
𝑖𝑝⟩ =

= ⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = 0, (73)

⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝𝑏
+
𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑎+𝑖𝑝𝑏

+
𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑝𝑏+𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏

+
𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝⟩ =

= ⟨𝑏+𝑖𝑞𝑎
+
𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑏+𝑖𝑞𝑎𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = 0, (74)

⟨𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞𝑎𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑞𝑏+𝑖𝑝𝑎𝑖𝑞⟩ = 0, (75)

⟨𝑏𝑖𝑞𝑎+𝑖𝑝𝑎
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑎

+
𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞⟩ = ⟨𝑎+𝑖𝑝𝑏𝑖𝑞𝑎

+
𝑖𝑝⟩ = 0. (76)

Вiрними будуть також спiввiдношення, отриманi з
наведених спiввiдношень (67)–(76) замiною 𝑞 на 𝑝
i навпаки.

4. Спiввiдношення для центральних
моментiв розподiлу

Структуру кореляцiй корисно дослiджувати для
центральних моментiв розподiлу, оскiльки наяв-
нiсть кореляцiї флуктуацiй свiдчить про наявнiсть
фазового переходу в системi [11]. Спiввiдношення
для центральних моментiв розподiлу легко отри-
мати, зробивши зсув операторiв, а саме:

𝑎𝑖𝑝 = ⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ 𝛼𝑖𝑝, (77)

𝑎+𝑖𝑝 = ⟨𝑎𝑖𝑝⟩+ 𝛼+
𝑖𝑝. (78)

Ось основнi спiввiдношення:

⟨[𝛼𝑖, 𝛼𝑗 ]⟩ = ⟨[𝛼+
𝑖 , 𝛼𝑗 ]⟩ = ⟨[𝛼+

𝑖 , 𝛼
+
𝑗 ]⟩ = 0, (79)

⟨[𝛼𝑖𝑝, 𝛼𝑖𝑞]+⟩ = −2⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝑎𝑖𝑞⟩, (80)

⟨[𝛼+
𝑖𝑝, 𝛼𝑖𝑞]+⟩ = 𝛿𝑝𝑞 − 2⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝑎𝑖𝑞⟩, (81)

⟨[𝛼+
𝑖𝑝, 𝛼

+
𝑖𝑞]+⟩ = −2⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝑎𝑖𝑞⟩, (82)

⟨[𝛼±
𝑗 , 𝛼𝑖𝑝]𝛼𝑖𝑞⟩ = ⟨[𝛼±

𝑗 , 𝛼
+
𝑖𝑝]𝛼𝑖𝑞⟩ =

= ⟨𝛼𝑖𝑝[𝛼
±
𝑗 , 𝛼𝑖𝑞]⟩ = ⟨𝛼+

𝑖𝑝[𝛼
±
𝑗 , 𝛼𝑖𝑞]⟩ = 0, (83)

⟨[𝛼𝑖𝑝, 𝛼𝑖𝑞]+𝛼
±
𝑗 ⟩ = ⟨𝛼±

𝑗 [𝛼𝑖𝑝, 𝛼𝑖𝑞]+⟩ =
= −2⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝛼𝑖𝑞𝛼

±
𝑗 ⟩ − 2⟨𝑎𝑖𝑞⟩⟨𝛼𝑖𝑝𝛼

±
𝑗 ⟩, (84)

⟨[𝛼+
𝑖𝑝, 𝛼𝑖𝑞]+𝛼

±
𝑗 ⟩ = ⟨𝛼±

𝑗 [𝛼
+
𝑖𝑝, 𝛼𝑖𝑞]+⟩ =

= −2⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝛼𝑖𝑞𝛼
±
𝑗 ⟩ − 2⟨𝑎𝑖𝑞⟩⟨𝛼+

𝑖𝑝𝛼
±
𝑗 ⟩, (85)

⟨[𝛼+
𝑖𝑝, 𝛼

+
𝑖𝑞]+𝛼

±
𝑗 ⟩ = ⟨𝛼±

𝑗 [𝛼
+
𝑖𝑝, 𝛼

+
𝑖𝑞]+⟩ =

= −2⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝛼+
𝑖𝑞𝛼

±
𝑗 ⟩ − 2⟨𝑎𝑖𝑞⟩⟨𝛼+

𝑖𝑝𝛼
±
𝑗 ⟩, (86)

⟨𝛼𝑖𝑞𝛼
+
𝑖𝑝⟩ = ⟨𝛼+

𝑖𝑝𝛼𝑖𝑞⟩ =
𝛿𝑝𝑞
2

− ⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝑎𝑖𝑞⟩, (87)

⟨𝛼𝑖𝑞𝛼
+
𝑖𝑝𝛼

±
𝑗 ⟩ = ⟨𝛼+

𝑖𝑝𝛼𝑖𝑞𝛼
±
𝑗 ⟩ =

= −⟨𝑎𝑖𝑝⟩⟨𝛼𝑖𝑞𝛼
±
𝑗 ⟩ − ⟨𝑎𝑖𝑞⟩⟨𝛼+

𝑖𝑝𝛼
±
𝑗 ⟩. (88)

5. Основнi варiанти

Ми вже зазначали [1], що для кожної частинки мо-
жливi лише два рiзнi стани. Це можуть бути стани
з однаковими iмпульсами та рiзними проекцiями
спiну або, навпаки, стани з рiзними iмпульсами.
Вiдтак, ми розглянемо 4 основнi варiанти. Нагада-
ємо, що ми розглядаємо частинки, що пiдлягають
електростатичнiй взаємодiї з кулонiвським потен-
цiалом:

Φ(r) =
𝑄1𝑄2

4𝜋𝜀0𝑟
. (89)

Тут 𝑄1 та 𝑄2 – заряди частинок, що розташованi
на вiдстанi 𝑟, 𝜀0 – абсолютна дiелектрична прони-
кливiсть вакууму. Першому варiанту вiдповiдають
такi операторнi хвильовi функцiї частинок:

Ψ𝑗(r𝑗) =
𝑒

𝑖p𝑗 ·r𝑗
~

√
𝑉

(𝑎𝑗+ + 𝑎𝑗−), (90)

Ψ+
𝑗 (r𝑗) =

𝑒
−𝑖p𝑗 ·r𝑗

~
√
𝑉

(𝑎+𝑗+ + 𝑎+𝑗−). (91)

p𝑗 · r𝑗 означає скалярний добуток вектора iмпуль-
су p𝑗 та радiуса-вектора r𝑗 частинки сорту 𝑗. 𝑎+𝑗+,
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𝑎𝑗+ – оператори народження та знищення, що вiд-
повiдають проекцiї спiну + 1

2~, i 𝑎+𝑗−, 𝑎𝑗− – опера-
тори народження та знищення, що вiдповiдають
проекцiї спiну − 1

2~. ~ – константа Планка, а опе-
раторнi хвильовi функцiї частинок нормованi на
об’єм 𝑉 . Для першого варiанта отримаємо гамiль-
тонiан взаємодiї у виглядi:

𝐻12 = 𝐼(𝑎+1++𝑎+1−)(𝑎
+
2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−)(𝑎1++𝑎1−).

(92)
Константа взаємодiї

𝐼 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2) =

3𝑄1𝑄2

16𝜋𝜀0𝑅
, (93)

де 𝑅 – радiус кулi, що має об’єм 𝑉 . Тут i далi для
обчислення iнтегралiв здiйснено перехiд до сфери-
чних координат, а iнтегрується по кулi з радiусом
R. Звiдси ми отримаємо такi вирази для операто-
рiв:

𝑏1+ = 𝑏1− = 𝐼(𝑎+2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−)(𝑎1++𝑎1−), (94)

𝑏2+ = 𝑏2− = 𝐼(𝑎+1++𝑎+1−)(𝑎2++𝑎2−)(𝑎1++𝑎1−), (95)

𝑏+1+ = 𝑏+1− = 𝐼(𝑎+1++𝑎+1−)(𝑎
+
2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−), (96)

𝑏+2+ = 𝑏+2− = 𝐼(𝑎+1++𝑎+1−)(𝑎
+
2++𝑎+2−)(𝑎1++𝑎1−). (97)

З трикутностi матриць розкладання випливає, що
середнє значення всiх цих операторiв рiвне 0 [1].
Звiдси, враховуючи (64), (66), отримаємо такi спiв-
вiдношення для середнiх значень операторiв наро-
дження та знищення:

⟨𝑎1−⟩ = −⟨𝑎1+⟩, (98)

⟨𝑎2−⟩ = −⟨𝑎2+⟩, (99)

⟨𝑎+1−⟩ = −⟨𝑎+1+⟩, (100)

⟨𝑎+2−⟩ = −⟨𝑎+2+⟩. (101)

В другому варiантi розглянемо такi операторнi
хвильовi функцiї частинок:

Ψ1(r1) =
1√
𝑉
(𝑒

𝑖p1·r1
~ 𝑎1p1

+ 𝑒
𝑖𝑞1·r1

~ 𝑎1𝑞1), (102)

Ψ+
1 (r1) =

1√
𝑉
(𝑒

−𝑖p1·r1
~ 𝑎+1p1

+ 𝑒
−𝑖q1·r1

~ 𝑎+1q1
), (103)

Ψ2(r2) =
𝑒

𝑖p2·r2
~

√
𝑉

(𝑎2+ + 𝑎2−), (104)

Ψ+
2 (r2) =

𝑒
−𝑖p2·r2

~
√
𝑉

(𝑎+2+ + 𝑎+2−). (105)

Вiдтак, у другому варiантi перша частинка має два
рiзнi стани з рiзними iмпульсами p1, q1. Для опе-
ратора взаємодiї отримаємо:

𝐻12 = 𝐼{𝑎+1p1
(𝑎+2+ + 𝑎+2−)(𝑎2+ + 𝑎2−)𝑎1p1

+

+ 𝑎+1q1
(𝑎+2+ + 𝑎+2−)(𝑎2+ + 𝑎2−)𝑎1q1}+

+ 𝐼1𝑎
+
1p1

(𝑎+2+ + 𝑎+2−)(𝑎2+ + 𝑎2−)𝑎1q1
+

+ 𝐼2𝑎
+
1q1

(𝑎+2+ + 𝑎+2−)(𝑎2+ + 𝑎2−)𝑎1p1
, (106)

𝐼1 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)𝑒

𝑖(q1−p1)·r1
~ =

=
2𝜋𝑄1𝑄2

𝜀0Δ5
1𝑉

2
{1− cos(Δ1𝑅)}{sin(Δ1𝑅)−

− Δ1𝑅 cos(Δ1𝑅)}, (107)

𝐼2 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)𝑒

𝑖(p1−q1)·r1
~ = 𝐼1, (108)

Δ1 =
|q1 − p1|

~
. (109)

Далi знаходимо:

𝑏1q1
= (𝑎+2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−)(𝐼𝑎1q1

+𝐼1𝑎1p1
), (110)

𝑏1p1
= (𝑎+2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−)(𝐼𝑎1p1

+𝐼1𝑎1q1
), (111)

𝑏+1q1
= (𝐼𝑎+1q1

+𝐼1𝑎
+
1p1

)(𝑎+2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−), (112)

𝑏+1p1
= (𝐼𝑎+1p1

+𝐼1𝑎
+
1q1

)(𝑎+2++𝑎+2−)(𝑎2++𝑎2−), (113)

𝑏2+ = 𝑏2− = {𝐼(𝑎+1p1
𝑎1p1 + 𝑎+1q1

𝑎1q1)+

+ 𝐼1(𝑎
+
1p1

𝑎1q1
+ 𝑎+1q1

𝑎1p1
)}(𝑎2+ + 𝑎2−), (114)

𝑏+2+ = 𝑏+2− = (𝑎+2+ + 𝑎+2−){𝐼(𝑎
+
1p1

𝑎1p1
+ 𝑎+1q1

𝑎1q1
)+

+ 𝐼1(𝑎
+
1p1

𝑎1q1 + 𝑎+1q1
𝑎1p1)}. (115)

З (114), (115) з урахуванням (64), (66) отримаємо:

⟨𝑎2−⟩ = −⟨𝑎2+⟩, (116)

⟨𝑎+2−⟩ = −⟨𝑎+2+⟩. (117)

З урахуванням (64), рiвняння (110) та (111) дають:

𝐼⟨𝑎1q1⟩+ 𝐼1⟨𝑎1p1⟩ = 0, (118)

𝐼⟨𝑎1p1
⟩+ 𝐼1⟨𝑎1q1

⟩ = 0. (119)

Звiдси випливає:

{1−cos(Δ1𝑅)}{Δ1𝑅 cos(Δ1𝑅)−sin(Δ1𝑅)}= (Δ1𝑅)
5

6
.

(120)
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Розв’язуючи останнє рiвняння, отримуємо таке:

Δ1𝑅 = C= 1,3680427635. (121)

Це вiдповiдає умовi

𝐼1 = −𝐼, (122)

а отже

⟨𝑎1q1⟩ = ⟨𝑎1p1⟩. (123)

Аналогiчно

⟨𝑎+1q1
⟩ = ⟨𝑎+1p1

⟩. (124)

Третiй варiант отримується з другого варiанта за-
мiною iндексiв сортiв частинок та Δ1 на Δ2, де

Δ2 =
|q2 − p2|

~
. (125)

Для четвертого варiанта беремо операторнi хви-
льовi функцiї у виглядi:

Ψ1(r1) =
1√
𝑉
(𝑒

𝑖p1·r1
~ 𝑎1p1 + 𝑒

𝑖q1·r1
~ 𝑎1q1), (126)

Ψ+
1 (r1) =

1√
𝑉
(𝑒

−𝑖p1·r1
~ 𝑎+1p1

+ 𝑒
−𝑖q1·r1

~ 𝑎+1q1
), (127)

Ψ2(r2) =
1√
𝑉
(𝑒

𝑖p2·r2
~ 𝑎2p2

+ 𝑒
𝑖q2·r2

~ 𝑎2q2
), (128)

Ψ+
2 (r2) =

1√
𝑉
(𝑒

−𝑖p2·r2
~ 𝑎+2p2

+ 𝑒
−𝑖q2·r2

~ 𝑎+2q2
). (129)

Для оператора взаємодiї отримаємо:

𝐻12 = 𝐼
(︀
𝑎+1p1

𝑎+2p2
𝑎2p2

𝑎1p1
+ 𝑎+1q1

𝑎+2q2
𝑎2q2

𝑎1q1
+

+ 𝑎+1p1
𝑎+2q2

𝑎2q2
𝑎1p1

+ 𝑎+1q1
𝑎+2p2

𝑎2p2
𝑎1q1

)︀
+

+ 𝐼1(𝑎
+
1p1

𝑎+2p2
𝑎2p2

𝑎1q1
+ 𝑎+1p1

𝑎+2q2
𝑎2q2

𝑎1q1
)+

+ 𝐼2(𝑎
+
1q1

𝑎+2p2
𝑎2p2𝑎1p1 + 𝑎+1q1

𝑎+2q2
𝑎2q2𝑎1p1)+

+ 𝐼3(𝑎
+
1p1

𝑎+2p2
𝑎2q2

𝑎1p1
+ 𝑎+1q1

𝑎+2p2
𝑎2q2

𝑎1q1
)+

+ 𝐼4(𝑎
+
1p1

𝑎+2q2
𝑎2p2

𝑎1p1
+ 𝑎+1q1

𝑎+2q2
𝑎2p2

𝑎1q1
)+

+ 𝐼5𝑎
+
1p1

𝑎+2q2
𝑎2p2

𝑎1q1
+ 𝐼6𝑎

+
1q1

𝑎+2p2
𝑎2q2

𝑎1p1
+

+ 𝐼7𝑎
+
1q1

𝑎+2q2
𝑎2p2𝑎1p1 + 𝐼8𝑎

+
1p1

𝑎+2p2
𝑎2q2𝑎1q1 . (130)

Константи взаємодiї:

𝐼3 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)𝑒

𝑖(q2−p2)·r2
~ =

=
2𝜋𝑄1𝑄2

𝜀0Δ5
2𝑉

2
{1− cos(Δ2𝑅)}{sin(Δ2𝑅)−

− Δ2𝑅 cos(Δ2𝑅)}, (131)

𝐼4 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)𝑒

𝑖(p2−q2)·r2
~ = 𝐼3, (132)

𝐼5 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)𝑒

𝑖
(q1−p1)·r1+(p2−q2)·r2

~ =

=
2𝜋𝑄1𝑄2

𝜀0Δ2
1|Δ1 −Δ2|3𝑉 2

{1− cos(Δ1𝑅)}×

× {sin(|Δ1 −Δ2|𝑅)− |Δ1 −Δ2| ×
× 𝑅 cos(|Δ1 −Δ2|𝑅)}. (133)

Тут позначено:

Δ𝑖 =
q𝑖 − p𝑖

~
. (134)

𝐼6 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)×

× 𝑒𝑖
(p1−q1)·r1+(q2−p2)·r2

~ = 𝐼5, (135)

𝐼7 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)𝑒

𝑖
(p1−q1)·r1+(p2−q2)·r2

~ =

=
2𝜋𝑄1𝑄2

𝜀0Δ2
1|Δ1 +Δ2|3𝑉 2

{1− cos(Δ1𝑅)}×

× {sin(|Δ1 +Δ2|𝑅)− |Δ1 +Δ2| ×
× 𝑅 cos(|Δ1 +Δ2|𝑅)}, (136)

𝐼8 =
1

2𝑉 2

∫︁∫︁
𝑑r1𝑑r2Φ(r1−r2)×

× 𝑒𝑖
(q1−p1)·r1+(q2−p2)·r2

~ = 𝐼7. (137)

З гамiльтонiана знаходимо:

𝑏1q1 = (𝑎+2p2
𝑎2p2 + 𝑎+2q2

𝑎2q2)(𝐼𝑎1q1 + 𝐼2𝑎1p1)+

+ 𝑎+2p2
𝑎2q2

(𝐼3𝑎1q1
+ 𝐼6𝑎1p1

)+

+ 𝑎+2q2
𝑎2p2

(𝐼4𝑎1q1
+ 𝐼7𝑎1p1

), (138)

𝑏1p1
= (𝑎+2p2

𝑎2p2
+ 𝑎+2q2

𝑎2q2
)(𝐼𝑎1p1

+ 𝐼1𝑎1q1
)+

+ 𝑎+2p2
𝑎2q2

(𝐼3𝑎1p1
+ 𝐼8𝑎1q1

)+

+ 𝑎+2q2
𝑎2p2(𝐼4𝑎1p1 + 𝐼5𝑎1q1), (139)
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𝑏2q2
= (𝑎+1p1

𝑎1p1
+ 𝑎+1q1

𝑎1q1
)(𝐼𝑎2q2

+ 𝐼4𝑎2p2
)+

+ 𝑎+1p1
𝑎1q1(𝐼1𝑎2q2 + 𝐼5𝑎2p2)+

+ 𝑎+1q1
𝑎1p1

(𝐼2𝑎2q2
+ 𝐼7𝑎2p2

), (140)

𝑏2p2
= (𝑎+1p1

𝑎1p1
+ 𝑎+1q1

𝑎1q1
)(𝐼𝑎2p2

+ 𝐼3𝑎2q2
)+

+ 𝑎+1p1
𝑎1q1

(𝐼1𝑎2p2
+ 𝐼8𝑎2q2

)+

+ 𝑎+1q1
𝑎1p1(𝐼2𝑎2p2 + 𝐼6𝑎2q2), (141)

𝑏+1q1
= (𝐼𝑎+1q1

+ 𝐼1𝑎
+
1p1

)(𝑎+2p2
𝑎2p2

+ 𝑎+2q2
𝑎2q2

)+

+ (𝐼3𝑎
+
1q1

+ 𝐼8𝑎
+
1p1

)𝑎+2p2
𝑎2q2

+

+ (𝐼4𝑎
+
1q1

+ 𝐼5𝑎
+
1p1

)𝑎+2q2
𝑎2p2 , (142)

𝑏+1p1
= (𝐼𝑎+1p1

+ 𝐼2𝑎
+
1q1

)(𝑎+2p2
𝑎2p2 + 𝑎+2q2

𝑎2q2)+

+ (𝐼3𝑎
+
1p1

+ 𝐼6𝑎
+
1q1

)𝑎+2p2
𝑎2q2

+

+ (𝐼4𝑎
+
1p1

+ 𝐼7𝑎
+
1q1

)𝑎+2q2
𝑎2p2 , (143)

𝑏+2q2
= (𝐼𝑎+2q2

+ 𝐼3𝑎
+
2p2

)(𝑎+1p1
𝑎1p1 + 𝑎+1q1

𝑎1q1)+

+ (𝐼1𝑎
+
2q2

+ 𝐼8𝑎
+
2p2

)𝑎+1p1
𝑎1q1

+

+ (𝐼2𝑎
+
2q2

+ 𝐼6𝑎
+
2p2

)𝑎+1q1
𝑎1p1

, (144)

𝑏+2p2
= (𝐼𝑎+2p2

+ 𝐼4𝑎
+
2q2

)(𝑎+1p1
𝑎1p1

+ 𝑎+1q1
𝑎1q1

)+

+ (𝐼1𝑎
+
2p2

+ 𝐼5𝑎
+
2q2

)𝑎+1p1
𝑎1q1 +

+ (𝐼2𝑎
+
2p2

+ 𝐼7𝑎
+
2q2

)𝑎+1q1
𝑎1p1

. (145)

Як i вище, маємо:

{1−cos(Δ𝑖𝑅)}{Δ𝑖𝑅 cos(Δ𝑖𝑅)−sin(Δ𝑖𝑅)} =
(Δ𝑖𝑅)

5

6
,

(146)

Δ2𝑅 = Δ1𝑅 = 𝐶 = 1,3680427635. (147)

Бачимо, що 𝑅 є певним характерним радiусом, ве-
личина якого є зворотно-пропорцiйною модулю вiд
рiзницi векторiв двох можливих iмпульсiв части-
нок. Ця рiзниця виявляється однаковою за моду-
лем для обох частинок. Остаточно маємо:

𝐼3 = 𝐼1 = −𝐼, (148)

⟨𝑎𝑖q𝑖⟩ = ⟨𝑎𝑖p𝑖⟩, (149)

⟨𝑎+𝑖q𝑖
⟩ = ⟨𝑎+𝑖p𝑖

⟩. (150)

6. Деякi висновки
Бачимо, що ПАМ є ефективним для знаходжен-
ня кореляцiйних функцiй третього порядку. Зав-
дяки результатам (64) та (66) в третьому поряд-
ку ми отримали також спiввiдношення для сере-
днiх значень операторiв народження та знищен-
ня в залежностi вiд форми оператора взаємодiї.
Вiдтак, iснує своєрiдне переплiтання величин ви-
щих та нижчих порядкiв, яке дозволяє знайти ве-
личини, якi ранiше залишились невизначеними. З
другого боку, ми бачили як отримана в першо-
му порядку рiвнiсть 0 середнiх значень операто-
рiв базису розкладання 𝑏 дала результат в тре-
тьому порядку кореляцiйних функцiй. А отриманi
в третьому порядку спiввiдношення для кореля-
цiйних функцiй з участю тих же операторiв бази-
су розкладання дадуть вiдповiдний ефект в п’я-
тому порядку кореляцiйних функцiй. Таким чи-
ном, є пiдстави вважати, що поступово будуть
знайденi всi кореляцiйнi функцiї нижчих поряд-
кiв, якi необхiднi для отримання середнiх значень
фiзичних величин кулонiвської пари. Крiм того,
отриманi в другому порядку значення для нор-
мальних функцiй розподiлу частинок дали можли-
вiсть визначити основнi варiанти форм операто-
ра взаємодiї частинок, в залежностi вiд комбiна-
цiй можливих значень iмпульсiв та проекцiй спi-
ну цих частинок. Насамкiнець, зазначимо, що в
останньому варiантi, як i в двох попереднiх, ми
не розглядаємо питання про те, якими є проекцiї
спiну частинок для рiзних можливих станiв з рi-
зними iмпульсами. Вони можуть бути як однако-
вими, так i рiзними! Лише стани з однаковими
iмпульсами вимагають вiдмiнностi проекцiй спiну
для того, щоб цi стани були рiзними станами вiд-
повiдних частинок. Цей дивний висновок є наслiд-
ком того, що кулонiвська взаємодiя не залежить
вiд спiну. Вiдтак, це питання вимагає додаткового
дослiдження.

Бачимо, що вимальовується чiтка технологiчна
схема розрахункiв у будь-якому порядку. Споча-
тку знаходимо рiвняння руху для операторiв, з
яких за допомогою виразiв для комутаторiв чи
антикомутаторiв отримуємо рiвняння для самих
операторiв певного порядку. Далi, використовую-
чи (40), знаходимо спiввiдношення для кореляцiй-
них функцiй та для центральних моментiв розпо-
дiлу, що не залежать вiд форми оператора взає-
модiї, доповнюючи їх спiввiдношеннями, що є на-
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слiдком отриманих перед тим рiвнянь для опера-
торiв. Крiм того, з отриманих в нижчих поряд-
ках спiввiдношень для кореляцiйних функцiй за
участю 𝑏-операторiв базису розкладання, знахо-
димо новi спiввiдношення для вiдповiдних коре-
ляцiйних функцiй за участю безпосередньо опе-
раторiв народження та знищення частинок. На-
рештi, розглядаємо вiдповiднi спiввiдношення, що
випливають з явних виразiв для конкретних форм
оператора взаємодiї. Пiдвищення порядку коре-
ляцiйних функцiй не змiнює цю загальну схему
розрахункiв, а лише збiльшує технiчнi ускладне-
ння, викликанi зростанням кiлькостi спiввiдно-
шень, якi необхiдно розглянути, та рiвнянь, якi
необхiдно розв’язати. Але для кожного поряд-
ку є своя специфiка, пов’язана з фiзичним зна-
ченням вiдповiдних кореляцiйних функцiй. На-
приклад, середнє значення енергiї взаємодiї ви-
значається кореляцiйними функцiями четвертого
порядку.

ДОДАТОК

Розглянемо, як з рiвнянь руху для операторiв можна виве-
сти рiвняння для самих операторiв третього порядку. На-
приклад, враховуючи те, що

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+
𝑎𝑗 = 𝑎𝑗𝛿𝑝𝑞 , (151)

можна отримати деякi важливi спiввiдношення. Зокрема, з
рiвняння (12), отримаємо:

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
𝑎𝑗 = [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

𝑎𝑗 . (152)

Далi, беручи повторно комутатор рiвняння (152) з гамiль-
тонiаном, отримуємо:

2[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
𝑎𝑗 = ([𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

− [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+
)𝑏𝑗 +

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑖𝑞)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

𝑎𝑗 . (153)

Аналогiчно отримаємо ще рiвняння:

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+
𝑎+𝑗 = 𝑎+𝑗 𝛿𝑝𝑞 , (154)

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
𝑎+𝑗 = [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

𝑎+𝑗 , (155)

2[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
𝑎+𝑗 = ([𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

− [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
)𝑏+𝑗 +

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑖𝑞)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

𝑎+𝑗 , (156)

𝑎𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

= 𝑎𝑗𝛿𝑝𝑞 , (157)

𝑎𝑗 [𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

= 𝑎𝑗 [𝑏
+
𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

, (158)

2𝑎𝑗 [𝑏
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

= 𝑏𝑗([𝑎
+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

− [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+
)+

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑖𝑞)𝑎𝑗 [𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

, (159)

𝑎+𝑗 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+
= 𝑎+𝑗 𝛿𝑝𝑞 , (160)

𝑎+𝑗 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
= 𝑎+𝑗 [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

, (161)

2𝑎+𝑗 [𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
= 𝑏+𝑗 ([𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑖𝑞 ]+

− [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+
)+

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑝 +𝐾

(𝑖)
22𝑞 − 𝜀𝑖𝑝 − 𝜀𝑖𝑞)𝑎

+
𝑗 [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑖𝑞 ]+

, (162)

𝑎+𝑖𝑝[𝑎𝑖𝑞 , 𝑎𝑗 ] = 0, (163)

𝑎+𝑖𝑝[𝑏𝑖𝑞 , 𝑎𝑗 ] = −𝑎+𝑖𝑝[𝑎𝑖𝑞 , 𝑏𝑗 ], (164)

2𝑎+𝑖𝑝[𝑏𝑖𝑞 , 𝑏𝑗 ] = 𝑏+𝑖𝑝([𝑎𝑖𝑞 , 𝑏𝑗 ] + [𝑏𝑖𝑞 , 𝑎𝑗 ])+

+ (𝜀𝑗 − 𝜀𝑖𝑞 +𝐾
(𝑖)
22𝑞 −𝐾𝑗

22)𝑎
+
𝑖𝑝[𝑎𝑖𝑞 , 𝑏𝑗 ], (165)

𝑎+𝑖𝑝[𝑎𝑖𝑞 , 𝑎
+
𝑗 ] = 0, (166)

𝑎+𝑖𝑝[𝑏𝑖𝑞 , 𝑎
+
𝑗 ] = 𝑎+𝑖𝑝[𝑎𝑖𝑞 , 𝑏

+
𝑗 ], (167)

2𝑎+𝑖𝑝[𝑏𝑖𝑞 , 𝑏
+
𝑗 ] = 𝑏+𝑖𝑝([𝑎𝑖𝑞 , 𝑏

+
𝑗 ]− [𝑏𝑖𝑞 , 𝑎

+
𝑗 ])+

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑞 +𝐾

(𝑗)
22 − 𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑗)𝑎

+
𝑖𝑝[𝑎𝑖𝑞 , 𝑏

+
𝑗 ], (168)

[𝑎+𝑖𝑝, 𝑎𝑗 ]𝑎𝑖𝑞 = 0, (169)

[𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑗 ]𝑎𝑖𝑞 = [𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑗 ]𝑎𝑖𝑞 , (170)

2[𝑏+𝑖𝑝, 𝑏𝑗 ]𝑎𝑖𝑞 = ([𝑎+𝑖𝑝, 𝑏𝑗 ]− [𝑏+𝑖𝑝, 𝑎𝑗 ])𝑏𝑖𝑞 +

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑝 − 𝜀𝑖𝑝 +𝐾

(𝑗)
22 − 𝜀𝑗)[𝑎

+
𝑖𝑝, 𝑏𝑗 ]𝑎𝑖𝑞 , (171)

[𝑎𝑖𝑞 , 𝑎
+
𝑗 ]𝑎+𝑖𝑝 = 0, (172)

[𝑏𝑖𝑞 , 𝑎
+
𝑗 ]𝑎+𝑖𝑝 = [𝑎𝑖𝑞 , 𝑏

+
𝑗 ]𝑎+𝑖𝑝, (173)

2[𝑏𝑖𝑞 , 𝑏
+
𝑗 ]𝑎+𝑖𝑝 = ([𝑎𝑖𝑞 , 𝑏

+
𝑗 ]− [𝑏𝑖𝑞 , 𝑎

+
𝑗 ])𝑏+𝑖𝑝 +

+ (𝐾
(𝑖)
22𝑞 +𝐾

(𝑗)
22 − 𝜀𝑖𝑞 − 𝜀𝑗)[𝑏𝑖𝑞 , 𝑎

+
𝑗 ]𝑎+𝑖𝑝. (174)

I так далi, i тому подiбнi рiвняння...
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THIRD-ORDER CORRELATION
FUNCTIONS FOR A COULOMB PAIR

S u m m a r y

Third-order correlation functions for two particles with the

electrostatic interaction have been obtained for the first time

using the direct algebraic method. The main relations for the

correlation functions that do not depend on the explicit form

of the interaction potential between particles, as well as the

relations that appear for four specific forms of the interaction

operator, are considered.
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