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Модель прогнозирования параметров управления  
индивидуализированным обучением 

Описаны модели прогнозирования параметров вектора интеллекта и вектора конфигураций учебных элементов. Разработан алго-
ритм вычисления доверительной вероятности прогноза, схема взаимодействия процедур прогноза с синергетической системой 
управления индивидуализированным обучением. Рассмотрены особенности практической реализации модели в системе MATLAB. 

The models of prediction of the parameters of the vector of intelligence and the vector of configurations of the learning elements are described. 
The algorithm of calculating the confidence level of the prediction, the scheme of interaction of the prediction procedures with a synergic con-
trol system of individualized learning is developed. The peculiarities of the practical implementation of the model in the MATLAB system are 
considered. 

Наведено опис моделей прогнозування параметрів вектора інтелекту та вектора конфігурацій навчальних елементів. Розроб-
лено алгоритм обчислення довірчої ймовірності прогнозу, схему взаємодії процедур прогнозу з синергетичною системою 
управління індивідуалізованим навчанням. Розглянуто особливості практичної реалізації моделі у системі MATLAB. 
 

Введение. Одним из приоритетных направле-
ний реформирования образования в Украине 
есть повышение его качества [1]. Работа в этой 
области неразрывно связана с повышением эф-
фективности центрального звена системы об-
разования – процесса обучения. Существенное 
повышение эффективности в этой сфере воз-
можно на основе совершенствования средств 
автоматизации управления обучением как це-
ленаправленным процессом. Поэтому разра-
ботка и совершенствование моделей управле-
ния обучением, и на их основе – всей методо-
логии систем управления в целом – задача ак-
туальная. 

Задача формирования гибких индивидуализи-
рованных учебных планов, реализация на их ос-
нове систем автоматизированного управления 
целостным процессом обучения невозможна 
без адекватного механизма осуществления об-
ратной связи. Традиционно в обучении рас-
сматривается в качестве обратной связи только 
контроль, а прогнозирование, как плохо фор-
мализуемый процесс, не учитывается. Однако 
прогнозирование достижения заданных значе-
ний параметрами управления – один из глав-
ных источников формирования обоснованных 
управляющих воздействий. Информация об от-
клонениях от целевых значений есть исходной 
для принятия решений о текущем управляю-
щем воздействии со стороны обучающей сис-
темы или преподавателя. 

Устранение противоречия между потребно-
стью в реализации полноценной системы об-

ратной связи, включающей в себя обязатель-
ным компонентом процесс прогнозирования, и 
отсутствием моделей и методов их построения 
для индивидуализированного обучения пред-
ставляет собой нерешенную проблему и оп-
ределяет актуальность данного исследования. 

Анализ последних исследований и публи-
каций 

Различные аспекты совершенствования мо-
делей управления обучением рассмотрены в 
работах Атанова Г.А., Беспалько В.П., Брусилов-
ского П.Л., Валаха В.Я., Глушкова В.М., Гри-
ценко В.И., Довгялло А.М., Краснопоясовско-
го А.С., Згуровского М.З., Козлаковой Г.А., Ко-
лос В.В., Кудрявцевой С.П., Манако А.Ф., Мак-
лакова Г.Ю., Синицы Е.М., Тодорцева Ю.К., Хо-
дакова В.Е., Шароновой Н.В. и их многочис-
ленных учеников. 

Однако устойчивая тенденция усложнения 
системы дидактических требований к управле-
нию обучением, которые выражаются в необ-
ходимости автоматизированного формирова-
ния, поддержки и оптимизации индивидуаль-
ных траекторий обучения на протяжении всей 
жизни [2] в условиях динамически изменяю-
щихся целей в виде системы формирования 
компетенций, определяют необходимость объ-
единения методов современной теории управ-
ления, интеллектуальных и информационных 
технологий. 

Одним из перспективных подходов при раз-
работке систем управления сложными нели-
нейными динамическими объектами представ-
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ляется синергетический, основная суть которо-
го – максимальный учет при выработке управ-
ляющего воздействия естественных свойств и 
внутреннего развития объекта управления [3]. 
В рамках реализации синергетической модели 
управления обучением [4], нерешенной оста-
ется проблема построения модели прогнозиро-
вания параметров, характеризующих вектор со-
стояния модели обучаемого. 

Постановка задачи заключается в построе-
нии модели прогнозирования параметров, об-
разующих вектор состояния для реализации 
обратной связи в рамках синергетического 
подхода к управлению обучением. 

Задача рассматриваемого исследования 
Для создания системы автоматизированного 

управления индивидуализированным обучени-
ем необходимо проанализировать особенности 
прогнозирования в рамках синергетической мо-
дели, построить модель прогнозирования пара-
метров, характеризующих вектор интеллекта 
основных объектов управления, модель прогно-
за векторов конфигураций учебных элементов, 
алгоритм вычисления доверительной вероятно-
сти прогноза, разработать схему взаимодействия 
с системой управления обучением. 

Анализ особенностей прогнозирования в 
синергетической схеме управления обуче-
нием 

Процесс обучения представляет собой слож-
ный социотехнический объект, состоящий из 
большого количества разрозненных подсистем 
и в общем случае не имеющий адекватного фор-
мального описания. Поэтому рассмотрим про-
цесс обучения с позиции теории самооргани-
зации сложных упорядоченных систем, исполь-
зовав так называемый синергетический подход. 
Один из постулатов этого подхода состоит в 
том, что проблема управляемого развития при-
нимает форму самоуправляемого развития. Рас-
смотрим синергетическую модель управления 
обучением. 

Математическая модель управления обуче-
нием [4] устанавливает связь между двумя па-
раметрами управления – количеством инфор-
мации S [5] и долей времени, отведенного на 

усвоение знаний U [6]. Данная модель получе-
на на основе допущения об эквивалентности 
коэффициентов забывания и умозаключения [5] 
соответствующим коэффициентам индивиду-
альных особенностей обучаемого [6]. Эта двух-
классовая модель «знаний и умений» состав-
ляет основу синергетической модели управле-
ния обучением с вектором состояния (x,y) и 
вектором обучения (h,U): 
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где x – нормированный объем накопленных 
знаний (0 < x < 1), y – нормированный объем 
накопленных умений (0 < y < 1), f – коэффици-
ент забывания, U – доля времени, отведенная 
на накопление знаний, h(t) – скорость выдачи 
информации, t – параметр времени, r – коэф-
фициент сопротивления дидактическому про-
цессу, с – коэффициент умозаключения, S – нор-
мированное количество информации (0 < S < 1). 

Решение третьего уравнения системы (1) по-
зволяет получить инвариантное многообразие 
в фазовом пространстве синергетического ме-
тода управления сложными системами [3], в 
котором связаны координаты состояния и 
управления, т.е. 
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   – произвольные постоянные. 

Интерес представляет частный случай, при 
котором скорость выдачи информации посто-
янна (h(t) = h0), а уравнение (2) после интегри-
рования принимает вид 
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Тогда подстановка (4) в первое уравнение 
системы (1) приводит задачу управления к ана-
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литическому конструированию скалярного ре-
гулятора [7]. 

В общем случае объект управления может 
подвергаться следующим воздействиям: слу-
чайным внешним возмущениям, целенаправ-
ленным управляющим воздействиям (обучаю-
щим и контролирующим), формируемым мо-
дулем управления, самоорганизации информа-
ции [8]. В случае управления на основе синер-
гетической модели выработка управляющего 
воздействия осуществляется на основе тре-
угольника управления (рис. 1), где  – коэффи-
циент гипотезы забывания, т.е. параметр, ха-
рактеризующий вероятность сохранения изу-
ченного материала [9],  – параметр, опреде-
ляемый на основе календарного плана учебных 
занятий, зависящий от скорости подачи учеб-
ного материала. 

 
Рис. 1. Треугольник управления обучением 

Модель прогноза вектора интеллекта 
Схема на рис. 1 показывает, что оптимиза-

ция управления обучением достигается при 
условии учета параметров вектора интеллекта. 
Поэтому для своевременного формирования 
управляющих воздействий необходимо распо-
лагать моделью прогнозирования значений его 
параметров. Параметры, характеризующие па-
мять и мышление, ввиду их стохастической 
природы для конкретного обучаемого или груп-
пы обучаемых, могут рассматриваться как слу-
чайные величины. Следовательно, модель про-
гноза вектора интеллекта построим на основе 
исследования плотности распределения веро-
ятностей двумерной случайной величины [10]. 
В таблице обобщены аналогии основных па-
раметров, характеризующих интеллектуальные 
способности различного характера. 

Известно, что смысловые значения каждой 
пары координат взаимосвязаны. Для решения 

задачи прогнозирования в рамках цикла управ-
ления обучением необходимо количественно 
выразить эту взаимосвязь с помощью коэффи-
циента корреляции, так как в общем случае в 
задаче прогнозирования  и  – случайные ве-
личины. 
Смысловые интерпретации вектора интеллекта 

Координаты 
Система координат 

  

Технологическая Память Мышление 

Сигнальная 
Первая сигнальная 
система 

Вторая сигнальная 
система 

Информационная Память Быстродействие 
Сенсорная Вербальная Пространственная 
Диалектическая Содержание Форма 

 

Тогда матрица ковариаций K определяется 
следующим образом: 
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где 2
  – дисперсия разброса случайных зна-

чений параметра памяти ; 2
  – дисперсия 

разброса случайных значений параметра ; 

k  – ковариация между  и . 

Значения дисперсии определяются как ма-
тематическое ожидание квадрата отклонения 
от математического ожидания параметров ин-
теллекта: 
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где математические ожидания случайных ве-
личин 0  и 0  определяются как среднее их 

случайных значений: 
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где N – количество испытаний, определяемое 
по закону Стьюдента [10]. 

В связи с необходимостью учета различных 
форм обучения (индивидуальной и групповой) 
вектор интеллекта соответственно может быть 
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индивидуальным и групповым. Исчерпываю-
щей характеристикой непрерывной двумерной 
случайной величины будет плотность вероят-
ности. Основываясь на предположении нор-
мального закона распределения случайной ве-
личины двумерного вектора интеллекта, мож-
но записать выражение для нахождения его 
совместной плотности вероятности: 
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центр рассеивания. 
После подстановки значений элементов мат-

рицы в уравнение (8) получим следующее вы-
ражение: 
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Заметим, что 
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где , – плотность распределения вектора 
интеллекта,  – коэффициент корреляции, оп-

ределяемый так: 





 ,k

. 

Геометрически плотность распределения ве-
роятностей , представляет собой поверх-
ность распределения (рис. 2). 

Линии равного уровня двумерной плотно-
сти вероятности, определяемые уравнением 

c ),( , где c – некоторая константа, пред-
ставляют собой эллипсы в плоскости 0 , на-
зываемые эллипсами рассеяния. 

 
Рис. 2. Поверхность плотности распределения вероятностей 

Для характеристики регрессии площадей се-
чения поверхности эллипсами рассеяния вве-
дем коэффициент подобия k (рис. 3): 

 
Рис. 3. Эллипс рассеяния корреляции между параметрами век-

тора интеллекта 

На основе геометрических соображений 
(рис. 3) можно определить следующие соот-
ношения:  kb ;  ka , где ba,  – большая 

и малая полуоси эллипса соответственно. 
Угол , образованный между осями сим-

метрии эллипса и осями координат отражает 
корреляционную зависимость между парамет-
рами   и  . Можно также записать выраже-
ния для определения угла (см. рис. 3): 
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Вероятность ),( p  попадания случайной 

точки с координатами  ,  в область D опре-
делим путем двойного интегрирования от плот-
ности: 
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где D – внутренняя область эллипса рассеивания. 
Выполним замену переменных для перехода 

к полярной системе координат: 
  cos0 r ;   sin0 r . (12) 

Отсюда получим 
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Тогда выражение (11) примет вид 
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Подставляя (9) в (14), получим: 
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Для вычисления интеграла в полярных ко-
ординатах находим якобиан-преобразование 
на основе вычислений дифференциалов: 
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Тогда якобиан принимает вид 
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откуда следует формула двойного интеграла в 
полярных координатах: 
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Окончательно получим формулу для нахо-
ждения вероятности принадлежности парамет-
ров вектора интеллекта в область эллипса рас-
сеяния D: 
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Модель прогноза группового вектора ин-
теллекта 

Плотность вероятности группового вектора 
интеллекта определим на основе нормального 
закона распределения двумерной случайной 
величины: 
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где 




 V
UW  – групповой вектор интеллекта, 









o

o

V
U

W0  – центр рассеивания. 

Математические ожидания групповых пока-
зателей интеллекта определяются как средние 
значения случайных величин: 

 
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N

i
iN

U
1

1
; 




N

i
iN

V
1

1
,  (18) 

где N – количество обучаемых в группе; i – чи-
словой идентификатор конкретного обучаемо-
го (номер в списке группы, номер зачетки и 
т.д.); G – матрица ковариаций; 1G  – обратная 
матрица ковариаций. 

Определение матрицы ковариаций выпол-
няется по формуле (8), плотность распределе-
ния группового вектора интеллекта – по фор-
муле (9), доверительная вероятность прогноза 
вероятности определяется выражением (16). 

Таким образом, получены математические 
модели, с помощью которых можно опреде-
лить доверительные интервалы и доверитель-
ные вероятности индивидуального и группово-
го векторов интеллекта. Однако в реализации 
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схемы управления (см. рис.1) существенное 
значение имеет также возможность прогноза 
вектора состояния. Для определения вектора 
состояний необходимо рассмотреть модель гра-
фа обучения, так как прогноз вектора состоя-
ния основывается на определении вершин 
(учебных элементов – УЭ) и взаимосвязей ме-
жду ними (внутри- и межпредметных связей). 

Модель прогноза вектора состояния 
Граф обучения (ГО) [4] представляет собой 

ориентированный граф, изображающий мно-
жество точек-вершин, соответствующих УЭ ди-
сциплины, соединенных между собой дугами-
стрелками. Для прогнозирования значений век-
тора состояния обучаемого после изучения учеб-
ного материала за время t применим теорему 
умножения, рассматривая вероятности сохра-
нения в памяти соответствующих вершин гра-
фа как вероятности совместных событий, оп-
ределяющих вероятности сохранения в памяти 
взаимосвязи между УЭ. 

Для прогнозирования значений вектора со-
стояния обучаемого после изучения учебного 
материала за время t определим на основе мат-
рицы инциденций, описывающей взаимосвязи 
между УЭ, с помощью теоремы умножения. 
При этом рассмотрим вероятности сохранения 
в памяти соответствующих вершин графа как 
вероятности совместных событий для опреде-
ления вероятности сохранения в памяти взаи-
мосвязи между УЭ: 
 )()()( tptptp jiij  , (19) 

где t – момент контроля состояния обучения; 
   tptp ji ,  – вероятности сохранения соответ-

ственно i-х и j-х вершин в момент времени t; 
)(tpij  – вероятность сохранения дуги (i,j) в 

момент t. 
Известно, что вероятность сохранения в па-

мяти УЭ определяется по экспоненциальному 
закону [11]: 
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где ti – момент изучения i-й вершины, причем 
t > ti; qi – вес i-й вершины, характеризующий 

количество входящих дуг; n – общее число 
вершин;  – параметр интеллекта, характери-
зующий забывание. 

Тогда, после подстановки (20) в (19), получим: 

  
 

2

1

2
















n

i
i

ji
ttt

ij

q

qqe
tp

ji

. (21) 

Уравнение (21) позволяет вычислять про-
гнозируемое значение вероятности сохранения 
в памяти взаимосвязи между двумя УЭ на ос-
нове данных матрицы инциденций и построен-
ного на ее данных графа обучения. 

Модель прогноза векторов конфигурации 
В процессе планирования обучения проис-

ходит группирование УЭ, изучаемых на одном 
занятии. Поэтому введем понятие конфигура-
ции, под которым будем понимать группу вер-
шин, изучаемых на k-м занятии. Определим для 
каждой конфигурации прогнозируемые значе-
ния вероятностей сохранения в памяти УЭ 
взаимосвязей между ними. Для этого сначала 
определим общие веса вершин и дуг, состав-
ляющих конфигурацию: 
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где Q1k  – вес всех вершин k-й конфигурации; 
Q2k– вес всех дуг k-й конфигурации; k – номер 
конфигурации; ik– номер первой вершины k-й 
конфигурации; lk– количество вершин k-й кон-
фигурации; qij – вес дуги, соединяющей вер-
шины i, j, причем qij = qi + qj. 

Тогда для определения соответствующих ве-
роятностей получим: 

 
 ;1

ktt
k ep    2

2 ,kt t
kp e    (23) 

где p1k (t) – вероятность сохранения всех вер-
шин k-й конфигурации за время t – tk; p2k (t) – ве-
роятность сохранения всех дуг k-й конфигура-
ции за время t – tk; tk – время проведения заня-
тий с k-й конфигурацией; t – время проведения 
контроля. 

Таким образом, формулы (22) и (23) позво-
ляют прогнозировать вероятностные показате-
ли вектора состояния обучаемого, соответству-
ющие запоминанию УЭ (вершин графа обуче-
ния) и взаимосвязей между ними (дугами графа). 
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В соответствии со структурой общей схемы 
управления обучением конфигурации могут 
быть объединены в различного рода блоки (те-
мы, разделы, модули, учебные дисциплины). По-
этому представляет интерес также прогнозиро-
вание параметров вектора состояния для бло-
ков конфигураций. Для этого покажем соот-
ветствующие вероятности сохранения инфор-
мации о вершинах и дугах, объединенных в 
блоке конфигурации: 

 

 
 

 
 

,,

;,

1

2

2

1

1

1

1

1

































nm

mk
k

k

nm

mk

tt

t

nm

mk
k

k

nm

mk

tt

t

Q

Qe
nmy

Q

Qe
nmx

k

k

 (24) 

где m – номер первой конфигурации в k-м бло-
ке; n – количество конфигураций в k-м блоке. 

Тогда можно выразить совместную плот-
ность вероятности сохранения вершин и дуг 
графа обучения (ГО) следующим образом: 
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где 


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xB  – вектор состояния после изучения 

блока конфигураций; 
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между компонентами yx, ; 2
x , 2

y  – дисперсии 

случайных величин x, y; kxy – ковариация. 
Доверительная вероятность прогноза для 

блока конфигураций определяется с помощью 
двойного интеграла: 
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где D – область интегрирования внутренних 
точек эллипса рассеивания. 

Определение пределов интегрирования плот-
ности доверительной вероятности на основе ме-
тода вычисления двойного интеграла выпол-
ним по формулам: 
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Границы доверительных интервалов эллип-
са рассеивания определим по формулам: 
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Плотности доверительной вероятности про-
гноза вектора состояния после изучения блока 
конфигураций – по формуле двойного интег-
рирования: 
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Таким образом, получены зависимости, с по-
мощью которых можно определить вероятност-
ные характеристики двумерного вектора (x,y) на 
основе входных данных алгоритма прогнози-
рования обученности (рис. 4): wtTUh ,,,, , где 
h – скорость подачи учебной информации, U – 
время для изучения тезауруса, T – тезаурус, t – 
время, w – тестовый параметр интеллекта, ПО – 
программа обучения, ГО – граф обучения. 

 
Рис. 4. Схема алгоритма вычислений вектора состояний 

Реализация 
Компьютерные эксперименты по определе-

нию прогноза состояния обученности выпол-
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нялись на основе использования функций Stati-
stics Toolbox пакета MATLAB. Передача подго-
товленных исходных данных из файлов с рас-
ширениями *.xlsx в MATLAB осуществлялась 
подключением через надстройки ExcelLink, по-
зволяющей вести совместную работу с двумя 
пакетами. 

Графическая визуализация эллипсов рассе-
яния и поверхностей плотности вероятности 
реализована с использованием графических ко-
манд визуализации в виде каркасной (команда 
mesh) и сплошной (команда surface) поверхно-
стей [12]. Команда meshgrid используется для 
преобразования области определения векторов 
в матрицы узлов поверхности. Одна из полу-
ченных поверхностей показана на рис. 5. 

 
Рис. 5. Поверхность распределения плотности вероятности 

вектора интеллекта 

Заключение. Получены математические мо-
дели прогнозирования параметров векторов ин-
теллекта и векторов состояния для обучаемых 
или группы обучаемых. Модели позволяют оп-
ределять доверительные вероятности достиже-
ния локальных и конечных целей обучения как 
по одной учебной дисциплине, так и для раз-
личных конфигураций. Особенность предло-
женной модели – ее синергетическая направ-
ленность, предполагающая учет внутреннего 
развития объекта управления при выборе обу-
чающих воздействий. Научная новизна состо-
ит в разработке математических моделей для 
прогнозирования основных параметров синер-
гетической модели управления обучением на 
основе вектора интеллекта, учитывающего ха-
рактеристики  памяти и мышления. Практичес- 

кая целесообразность определяется возможно-
стью использования прогнозируемых значений 
для выбора управляющего воздействия инди-
видуально для каждого обучаемого, что являет-
ся базовым элементом для формирования инди-
видуальной траектории обучения. Перспектив-
ным развитием данного подхода, по мнению 
автора, будет объединение предложенной ма-
тематической модели с эволюционной моде-
лью прогноза формирования компетенций. 
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