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УДК 519.718 

В.А. Романкевич, И.В. Майданюк 
Структурный метод формирования двоичных  
псевдослучайных векторов заданного веса 

Предложено решение задачи структурного синтеза автономного генератора равновесных псевдослучайных двоичных векто-
ров на основе особых сдвиговых регистров, управление которыми осуществляется булевой функцией задержки. Рассмотрены 
свойства таких функций. 

The solution of the problem of a structural synthesis of independent fixed weight pseudorandom binary vectors is suggested on the ba-
sis of the special shift registers controlled by a Boolean delay function. The properties of such functions are considered. 

Запропоновано розв'язання задачі структурного синтезу автономного генератора рівноважних псевдовипадкових двійкових 
векторів на базі особливих зсувних регістрів, управління якими здійснюється булевою функцією затримки. Розглянуто влас-
тивості таких функцій. 

 
Введение. Расчет вероятности безотказной ра-
боты отказоустойчивых реконфигурируемых 
многопроцессорных систем (ОМС) управления 
сложными объектами [1] на этапе проектиро-
вания часто выполняется путем проведения ста-
тистических экспериментов с моделями, адек-
ватно отражающими реакцию ОМС на появле-
ние отказов. При этом в большинстве случаев 
не представляется возможным провести экспе-
римент с моделью на всем множестве векторов 
состояния системы Z = (z1, z2,…, zn), где zn – со-
стояние работоспособности i-го элемента сис-
темы (1 – отказ, 0 – работоспособен), n – их 
количество, в связи с тем, что такие ОМС имеют 
большое число составляющих модулей. 

Всегда можно подобрать такие kmin и kmax, 
что на всех Z с весом (по Хеммингу) строго 
меньше (больше) kmin (kmax) система работоспо-
собна (отказала). Это свойство позволяет со-
кратить необходимое количество эксперимен-
тов с моделями. Вероятность нахождения сис-
темы в множестве состояний, описываемых век-
торами с весом вне диапазона kmin,,kmax, лег-
ко определяется известными алгоритмами. 

Подход к расчету надежности с использова-
нием указанных свойств рассматривается в [3, 
4], при этом статистический эксперимент вы-
полняется последовательно для каждого значе-
ния k = kmin,,kmax. В [4] для моделирования со-
стояний системы предлагается использование 
генератора равновесных псевдослучайных дво-
ичных векторов (ГПСВ), основой которого яв-
ляется многоканальный формирователь сигна-
лов, построенный на базе так называемого уп-

равляемого регистра сдвига [5]. Принцип рабо-
ты такой схемы заключается в организации сдви-
га двоичного вектора в выходном регистре Reg 
под управлением сигналов от задающего ГПСВ, 
который представляет собой сдвиговый регистр 
с линейной обратной связью (СРЛОС) и фор-
мирует свои равновероятные многоразрядные 
векторы. Циклический сдвиг вправо разрядов 
Reg осуществляется в каждом такте. При этом 
если значение некоторого разряда опорного 
СРЛОС равняется единице, то значение соот-
ветствующего разряда Reg фиксируется, и этот 
разряд не участвует в выполнении сдвига. 

Недостаток такого формирователя – повто-
ряемость состояний в течение одного периода, 
что вносит определенную погрешность в рас-
чет надежности. 

Структура генератора 
В предлагаемом авторами генераторе управ-

ляющие сигналы для регистра Reg формиру-
ются на основе специальным образом выбран-
ных булевых функций задержки, что фактиче-
ски определяет автономность такого генератора. 

Пусть n – количество разрядов регистра, т.е. 
длина генерируемых векторов, k – вес каждого 
такого вектора, x1, x2,…, xn – булевы перемен-
ные, отражающие состояния соответствующих 
разрядов регистра, а X = (x1, x2,…, xn) – гене-
рируемый двоичный вектор. 

Назовем функцией задержки fi булеву функ-
цию, равную единице, если необходимо задер-
жать i-й разряд регистра Reg, и нулю в против-
ном случае. Отметим, что в общем случае функ-
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ция задержки может зависеть не только от зна-
чений разрядов генератора. 

Таким образом, значение i-го разряда в сле-
дующем (t + 1) такте определяется выражени-
ем xi(t + 1) = xl(t), где l =

1
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 , а fj – 

значение функции задержки для j-го разряда 
генератора в текущем такте t. На рис. 1 пред-
ставлена схема такого генератора в общем виде. 
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Рис. 1 

Основной задачей при построении предла-
гаемого автономного генератора псевдослучай-
ных векторов постоянного веса, который не по-
вторяет свои состояния в течение одного пери-
ода, есть определение функций задержки. 

Рассматривается частный случай генератора, 
у которого фактически определена функция за-
держки f только для первого разряда, осталь-
ные по умолчанию равны нулю. 

Свойства генератора 
Покажем, что предлагаемый генератор мо-

жет сформировать все двоичные векторы оп-
ределенной длины n и весом k. 

Пусть Bn – множество всех двоичных векто-

ров длины n, k
nB  – множество всех векторов 

длины n, вес которых равен k, k
nB   Bn. 

Обозначим через Sh (Shift) операцию цик-

лического сдвига, Sh: k
nB → k

nB , Sh(X) = Sh(x1, 

x2,…, xn–1, xn) = (xn, x1, x2,…, xn–1), Shi(X) = Sh  
 (Shi–1(X)), Sh1(X) = Sh(X). Для простоты изло-
жения обозначим Sh–1(X) = (x2,…, xn–1, xn, x1) = X, 
т.е. Sh(X) = X. А операцию циклического сдвига 
с задержкой первого разряда обозначим как Ds 
(delay shift), Ds(X) = Ds(x1, x2,…, xn–1, xn) = (x1, xn, 

x2,…, xn–1), Dsi(X) = Ds  (Dsi–1(X)), Ds1(X) = Ds(X), 
Ds–1(X) = (x1, x3, …, xn–1, xn, x2). 

Очевидно, что решение поставленной ранее 
задачи, можно свести к доказательству следую-
щего утверждения. 

Утверждение 1. Из произвольного вектора 

Xi  k
nB  можно получить любой другой вектор 

Xj  k
nB  путем выполнения ряда операций Ds 

и/или Sh. 
Вначале докажем следующее положение. 

Пусть имеются векторы X0, XT  k
nB , и  l (lα, 

lβ): 0 T
l lx x , 0 Tx x  , 0 Tx x  , где 0

lx  – значе-

ние l-го элемента вектора X0, 
T
lx  – значение l-

го элемента вектора XT, α, β  [1,,n]. Путем 
выполнения ряда операций Ds и/или Sh из век-
тора X0 можно получить вектор XT: 

(x1,…,xα–1, xα, xα+1,…, xβ–1, xβ, xβ+1,…, xn) = X0, 
(xβ, xβ+1,…, xn, x1,…,xα–1, xα, xα+1,…, xβ–1) = 

= Shn–β(X0) = X1, 
(xβ, xα, xα+1,…, xβ–1, xβ+1,…, xn, x1,…,xα–1) = 

= Dsβ–α+1(X1)= X2, 
(xα, xα+1,…, xβ–1, xβ+1,…, xn, x1,…,xα–1, xβ) =  

= Sh–1(X2)= X3, 
(xα, xβ+1,…, xn, x1,…,xα–1, xβ, xα+1,…,xβ–1) = 

= Ds–(β–α+1)(X3)= X4, 
(x1,…,xα–1, xβ, xα+1,…, xβ–1, xα, xβ+1,…,xn) = 

= Sh–(n–β)(X4)= X5. 
Полученный вектор X5 и есть искомый век-

тор XT. Таким образом, можно утверждать, что 
из любого вектора можно получить другой век-
тор, отличающийся от исходного перестановкой 
значений только двух разрядов, путем выполне-
ния последовательности операций Ds и/или Sh. 

Далее, пусть имеются векторы Xi, Xj  k
nB . 

Поскольку оба вектора имеют одинаковый вес, 
то путем последовательной попарной переста-
новки разрядов вектора Xi, значение которых 
не совпадает со значениями соответствующих 
разрядов в Xj, в соответствии с доказанным по-
ложением всегда возможно преобразовать век-
тор Xi в Xj. Утверждение 1 доказано. 

Утверждение 1 подтверждает, что на основе 
предлагаемого генератора может быть сформи-
рована последовательность векторов, содержа-
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щая все векторы из k
nB . Однако в такой после-

довательности не исключены повторения. Да-
лее покажем, что избавиться от этого недос-
татка возможно, но прежде исследуем некото-

рые свойства множества k
nB . 

Разделение множества векторов на группы 
Назовем S-группой упорядоченное множе-

ство векторов: S =
[1,| |]

( )
i S

iSh


X , X  S, при 

этом упорядочивание векторов осуществляется 
по операции Sh таким образом, что X(i+1) mod |S| = 
= Sh(Xi), при этом X(i+1) mod |S|, Xi  S. 

Для заданных n, k количество S-групп обо-
значим через NumS(n,k), понятно, что 

k
nB =

i

Si , причем 
, ,

i j
i j j i

S S


  , где i, j  

 [1, NumS(n,k)]. Пример разделения множест-

ва векторов 2
6B  на S-группы для случая n = 6, 

k = 2 приведен на рис. 2. 
S1 S2 S3 

S3

 
Рис. 2 

Здесь и далее обозначим конкатенацию двух 
векторов (в том числе и единичной длины) сим-

волом «+», например, X =
1
( )

n
ii

x . 

В большинстве случаев мощность S-группы 
равна длине вектора, т.е. n, но как это видно 
из примера (рис. 2), – не всегда: количество 
векторов в группе S3 равно трем, а не шести, 
что объясняется тем, что каждый вектор, при-
надлежащий S3, состоит из двух одинаковых 
фрагментов. При циклическом сдвиге вектора 
(100100) = (100) + (100), он будет повторно по-
лучен через три такта. Понятно, что этот факт 
усложняет решение задачи. 

Рассмотрим понятие повторяющегося фраг-

мента. Пусть X  k
nB , X = 

1
'

d
i X , где X  

 '
'

k
nB , n = n/d, k = k/d, где d – общий делитель 

чисел n и k, тогда X – повторяющийся фраг-
мент, если X не может быть записан как мно-
гократная конкатенация другого повторяюще-
гося фрагмента (случай X = X вырожденный). 
Таким образом, если X – повторяющийся фраг-

мент вектора X  S, то |S| = n= |S|, X S '
'

k
nB , 

S, S – сдвиговые группы. На примере (см. рис. 
2), векторы групп S1 и S2 есть повторяющиеся 
фрагменты (вырожденный случай), а каждый 
вектор из группы S3 состоит из двух таких 
фрагментов, т.е. группа S3 – группа векторов 

множества 1
3B . 

Пусть множество общих делителей величин 
n и k – {d0, d1,…, dm}, причем d0 = 1, а m + 1 – 
мощность множества, пусть ni  = n/di – длины 
соответствующих повторяющихся фрагментов, 
а количество единиц соответственно ki = k/di. 

Тогда все векторы множества k
nB , а, собствен-

но, и множество S-групп можно разделять по 
значению величины ni. Количество векторов, 
содержащих повторяющийся фрагмент длины 
ni, равняется количеству векторов множества 

i
i

k
nB , за исключением не вырожденных повто-

ряющихся фрагментов. 
Обозначим как R(n, k) множество различных 

векторов длины n весом k, которые являются 
своими повторяющимися фрагментами (выро-
жденный случай), а r(n, k) – его мощность. Со-
гласно приведенным пояснениям: 

 r(n, k) = k
nC –

1

( , )
m

i i
i

r n k

 . (1) 

По определению R(n, k) состоит из векто-
ров, в которых длина повторяющегося фраг-
мента равна n, следовательно, каждая S-группа 
содержит n векторов, и тогда NumS(n, k) = 

0
( , )/

m
i i ii

r n k n . После упрощения получим: 

 NumS (n, k) = 1

( 1) ( , )
m

k
n i i i

i

C d r n k

n


  
. (2) 
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Теперь рассмотрим разделение множества k
nB  

на группы векторов по операции циклического 
сдвига с задержкой первого разряда. Назовем 
D-группой упорядоченную по операции Ds со-

вокупность векторов: D =
[1,| |]

{ ( )}i

i D

Ds X

 , X  D. 

Количество таких групп обозначим NumD (n,k). 

Таким образом, k
nB = i

i

D , причем 
,

i j
i j i

D D


   

= , где i, j  [1, NumD(n, k)]. Пример разделе-

ния множества 3
7B  на D-группы для случая n = 7, 

k = 3 приведен на рис. 3. 
D1 D5 D6 D7D4 D3 D2 

 
Рис. 3 

Векторы k
nB  можно разбить на два множе-

ства по значению первого разряда: векторов, 

где x1 = 1, получается 1
1

k
nC 
 , а векторов с x1 = 0 по-

лучим 1
k
nC  . Фактически выполнение операции 

Ds это фиксация первого разряда и одновре-
менно выполнение операции Sh над вектором 
(x2, x3,…, xn). Таким образом, мощность D-груп-
пы равна мощности соответствующей S-груп-

пы множества 1
1

k
nB 
  либо 1

k
nB  . Следовательно: 

NumD(n,k) = NumS(n–1,k) + NumS(n–1,k–1). (3) 

Теперь рассмотрим другую характеристику 

D-групп. Пусть X = (x1, x2,…, xn–1, xn)  k
nB , име-

ет место: 
Утверждение 2. а)  если x1  xn = 1, то Sh(X)  

 Ds(X), б)  если x1  xn = 0, то Sh(X) = Ds(X). 
Действительно, если сравнить Sh(X) = (xn, 

x1, x2,…xn–1) и Ds(X) = (x1, xn, x2,…, xn–1), уви-
дим, что полученные векторы отличаются толь-
ко перестановкой первых двух разрядов, сле-
довательно, если в исходном векторе X значе-
ние разрядов x1 = xn, то Sh(X) = Ds(X), иначе 
Sh(X)  Ds(X). 

Для простоты изложения назовем векторы 
X = (x1, x2,…, xn–1, xn), в которых x1xn = 1, пе-

реходными (на рис. 2 и 3 они подчеркнуты). 
Очевидно, что общее количество переходных 

векторов равно 1
22 k

nC 
 . 

Пусть D0, D1 – сдвиговые группы, причем 
 X  D0 x1 = 0,  X  D1 x1 = 1. Обозначим 
CrsD(D) количество переходных векторов в 
группе D. Вектор X  D0 – переходный, если 
xn = 1, следовательно, CrsD(D0) = k|D0|/(n – 1). 
С другой стороны, количество переходных век-
торов в группе D1 – CrsD(D1) = (n – k)  |D1|/(n – 1). 
В общем виде: 

 CrsD(D) = 1( ) | |

( 1)

n x k D

n

  


. (4) 

Функция задержки 
Определим F как множество функций за-

держки f(X), таких, что для  f(X)  F период 

генератора максимален и равен | k
nB | = k

nC  так-

тов. Это требование эквивалентно тому, что 

Xi  Xj (i  j) для любых i, j  1.. k
nC , i, j – но-

мера векторов в генерируемой последователь-
ности. Далее, если это не оговорено, под обо-
значением f будем понимать f(X), т.е. функцию 
задержки, зависящую только от разрядов гене-
ратора. 

Далее, путем доказательства ряда утвержде-
ний покажем, что если функция задержки f  F 
существует, то она не зависит от значений пер-
вого и последнего разрядов генератора. 

Прежде всего заметим, что функция задерж-
ки – частично определена, поскольку не опреде-

лена на множестве векторов nB \ k
nB . Кроме того, 

покажем, что значение функции f  F не опре-

делено на некоторых векторах множества k
nB . 

Напомним, что при выполнении операции 
Ds(X) f(X) = 1, и при Sh(X) – f(X) = 0. Согласно 
п. «б» утверждения 2, если x1  xn = 0, то 
Ds(X) = Sh(X), и, следовательно, результат не 
зависит от выполняемой операции, а значит и 
от значения функции на векторе X. Это дока-
зывает следующее утверждение. 

Утверждение 3. Для f  F, значение f(x1, 
x2,…, xn–1, xn) можно считать неопределенным, 
если x1  xn = 0. 
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Пусть X1  k
nB  – переходный вектор, тогда 

пусть X2 = Sh(X1), X4 = Ds(X1), X3 = Sh–1(X4), Да-
лее рассмотрим данную четверку попарно раз-
личных векторов (рис. 4), где показаны возмож-
ные переходы между векторами и группами. 

 
Рис. 4 

В общем случае из вектора Xi можно перейти 
в вектор Xj, если Xj  = Ds(Xi) либо Xj  = Sh(Xi). 

Докажем, что Ds(X3) = X2. Если X1 =(x1, x2, 
…, xn–1, xn), тогда Sh(X1) = X2 = (xn, x1, x2,…, xn–1). 
Ds(X1) = X4 = (x1, xn, x2,…, xn–1), X3 = Sh–1(X4) = 
= (xn, x2,…, xn–1, x1). Теперь Ds(X3) = (xn, x1, x2,  
…, xn–1), и, действительно, полученный вектор 
равен X2. 

В вектор X2 можно перейти только из X1 
либо из X3. Пусть f(X1) = 0, f(X3) = 1, тогда 
Sh(X1) = Ds(X3) = X2, другими словами, в по-
следовательности генерируемых под воздейст-
вием функции f векторов, вектор X2 появится 
дважды, следовательно, f  F. Аналогично, ес-
ли f(X1) = 1,  f(X3) = 0, то f  F. 

Таким образом, если функция f  F, то 
f(X1) = f(X3). Заметим, что векторы X1 и X3 от-
личаются только значениями первого и n-го 
разрядов. Сказанное подтверждает справедли-
вость: 

Утверждение 4. Для любой f  F выполня-
ется: f(x1, x2,…, xn–1, xn) = f(xn, x2,…, xn–1, x1), ес-
ли x1  xn = 1. 

Основываясь на утверждениях 3 и 4, можно 
сделать вывод, что функция задержки f  F дей-
ствительно не зависит от значений разрядов x1 

и xn векторов (x1, x2,…, xn–1, xn)  k
nB  (т.е. фак-

тически не зависит от значений первого и по-
следнего разряда генератора). 

Пусть Y = (x2, x3,…, xn–1). Далее наряду с 
обозначением f(X), будем использовать f(Y), 
причем f(Y) = f((0) + Y + (1)) = f((1) + Y+(0)), 
напомним, что знаком «+» обозначена опера-
ция конкатенации над векторами. 

Исходя из изложенного, можно сказать, что 
значение функции f фактически не определено 

на векторах Y 1
2 2/ k

n nB B 
  , что в определенной 

степени упрощает форму и реализацию функ-
ции задержки. На основе этого свойства можно 
провести упрощение совершенной дизъюнктив-
ной нормальной формы функции и получить 
ДНФ из термов (соответствующих векторам Y 
при f(Y) = 1) следующего вида: 
 

1,i i

i
x x

K x
 

 
Y

. (5) 

Граф переходов 
Для решения вопроса о существовании хотя 

бы одной функции f  F введем понятие графа 
переходов и исследуем его свойства. 

Пусть Г = {VГ, EГ} – ориентированный мар-

кированный граф, где VГ = k
nB  – множество 

вершин, а множество дуг EГ = EГS  EГD, где 
EГS = {<X, Sh(X)>| X  VГ}, EГD = {<X, Ds(X)>| 
X  VГ}. Присвоим дугам из множества EГS 
маркер «0», а дугам EГD – маркер «1». 

Упростим граф Г путем последовательного 
стягивания обеих дуг, исходящих из вершин, 
обозначенных непереходными векторами. Дру-
гими словами, обе дуги (с разными маркера-
ми), исходящие из вершины Xi (Xi – переход-
ный вектор) и входящие в одну вершину Xj, 
удаляются, как и вершина Xi. При этом остав-
шиеся дуги, ранее инцидентные Xi, становятся 
инцидентными Xj. Обозначим полученный пос-
ле упрощения граф как Ф. 

Понятно, что множество VФ вершин Ф-гра-
фа есть множество переходных векторов, сле-

довательно, |VФ| = 1
22 k

nC 
 , и, поскольку из ка-

ждой вершины исходит две дуги, то общее ко-

личество дуг равно 1
24 k

nC 
 . На рис. 5 представ-

лен пример Ф-графа для случая n = 7, k = 3, на 
котором отмечены D-группы согласно нумера-
ции на рис. 3. 

Пусть имеется некая функция задержки f, 
причем не обязательно f  F, но f удовлетворя-
ет требованию утверждения 4. Обозначим че-
рез Ф(f) – частичный граф графа Ф, в котором 
присутствуют только дуги Xi→Xj, маркер ко-
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торых равен значению функции f(Xi). По по-
строению полустепень исхода каждой верши-
ны графа Ф(f) равна единице, также на основе 
утверждения 4 можно сделать вывод, что по-
лустепень захода равна единице. Следователь-
но, если Ф(f) связный, то тогда Ф(f) – гамиль-
тонов контур графа Ф. Обход графа Ф по га-
мильтонову контуру соответствует некой по-
следовательности векторов, причем функция 
задержки f, порождающая такую последова-
тельность, однозначно принадлежит F. Следо-
вательно, f  F только тогда, когда Ф(f) – связ-
ный, а задачу поиска функции f  F можно 
свести к поиску гамильтонова контура в графе 
Ф при упомянутых ограничениях. 

 
Рис. 5 

Понятно, что граф Ф(f = 1) представляет со-
бой NumD(n, k) циклов, каждый из которых 
состоит из CsrD вершин, обозначенных пере-
ходными векторами одной D-группы, а граф 
Ф(f = 0) будет состоять из NumS(n,k) циклов S-
групп. 

Пусть ГD – неориентированный мультиграф, 
множество вершин VГD которого есть множе-
ство D-групп, а множество ребер EГD = {{Di, 
Dj>i}| X  Di, Sh(X)  Dj}. Пусть ГD(f) – час-
тичный граф графа ГD и EГD(f) = {{Di,Dj>i}| 
Y  Di, Y   Di, f(Y) = 0}, где запись Y  Di 
означает, что ((0) + Y + (1))  Di либо ((1) + Y + 
+ (0))  Di. На рис. 6 приведен пример ГD гра-
фа для n = 7, k = 3, причем номера D-групп со-
ответствуют нумерации, использованной на 
рис. 3 и 5. 

 
Рис. 6 

Очевидно, что на основе Ф-графа можно сфор-
мировать граф ГD путем слияния вершин одной 
D-группы и замены соответствующей пары про-
тивоположно направленных дуг, маркированных 
нулем и исходящих из вершин (x1, x2,…, xn–1, xn) 
и (xn, x2,…, xn–1, x1) графа Ф, одним ребром. По-
лученные ребра графа ГD соответствуют век-
торам Y = (x2,,xn–1). Промаркируем эти ребра 
значениями соответствующих векторов Y (см. 
рис. 6). Аналогичным образом можно на осно-
ве графа Ф(f) построить граф ГD(f). 

Основное утверждение 
Утверждение 5. F ≠  для любых n и k. 
Для доказательства рассмотрим граф ГD, по-

строенный на основе графа Ф (см. рис. 6). Ос-
новываясь на утверждении 1, можно сказать, 
что граф Ф связный, а следовательно, связным 
будет и граф ГD. Тогда в ГD существует остов, 
покрывающий все его вершины. 

Обозначим ГО остов графа ГD, ЕГО – множе-
ство его ребер, определим f такую, что  Y = 
= (x2,…, xn–1)  ЕГО выполняется f(Y) = 0, и 

 Y  1
2

k
nB 
 /ЕГО – f(Y) = 1. Отметим, что по по-

строению f соответствует требованиям утвер-
ждения 4. Покажем, что Ф(f) – гамильтонов 
контур графа Ф. Для этого, как было показано, 
достаточно доказать связность графа Ф(f). Пой-
дем от противного, если Ф(f) – не связный, то 
не связен и построенный на его основе граф 
ГD(f). Но по построению ГD(f) = ГО, а следова-
тельно, Ф(f) связный. На рис. 6 ребра остова ГО 
и дуги соответствующего ему гамильтонова цик-
ла графа Ф (см. рис. 5) выделены. 

Граф Ф – гамильтонов (даже с учетом огра-
ничений утверждения 4), следовательно, суще-
ствует функция f  F. Утверждение доказано. 

Отметим следующие свойства графа ГD: 
 граф ГD – двудольный, одна часть вершин 

соответствует D-группам из векторов с x1 = 1 
(их количество NumS(n – 1, k – 1)), а вторая – D-
группам с x1 = 0 (их количество NumS(n –1, k)); 

 если k < n, то всегда существует переход 
из группы одной доли в группу другой; 

 ГD граф не содержит петель, поскольку каж-
дое ребро соединяет вершины из разных долей. 

Окончание на стр. 58. 
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