
18 УСиМ, 2013, № 2 

УДК 519.25 

А.П. Сарычев, Л.В. Сарычева 
Решение задачи дискриминантного анализа  
на основе метода группового учета аргументов 

Рассмотрена задача поиска оптимальной по сложности дискриминантной функции. Описаны критерии качества дискрими-
нантных функций, разработанные в рамках метода группового учета аргументов: критерий, основанный на разбиении наблю-
дений на обучающую и проверочную выборки, и критерий скользящего экзамена. 

The task of searching the optimum on complexity discriminant function is considered. The criteria of the quality of the discriminant 
functions developed in the Group Method of Data Handling are described: the criterion based on a partition of observations on learning 
and checking samples, and the criterion of sliding examination. 

Розглянуто задачу пошуку оптимальної за складністю дискримінантної функції. Описано критерії якості дискримінантних фу-
нкцій, розроблених у межах методу групового урахування аргументів: критерій, заснований на розбивці спостережень на на-
вчальну й перевірочну вибірки, і критерій ковзного іспиту. 

 
Введение. Для решения задачи дискриминант-
ного анализа, поставленной в условиях струк-
турной неопределенности по составу признаков, 
необходимо принять способ сравнения дискри-
минантных функций, построенных на различных 
множествах признаков. Два способа сравнения 
популярны в приложениях. Первый основан на 
разбиении наблюдений на обучающие и прове-
рочные подвыборки, когда обучающие подвы-
борки используются для оценивания коэффици-
ентов дискриминантной функции, а провероч-
ные – для оценивания ее качества классифика-
ции. Второй – известный способ скользящего 
экзамена, в котором в качестве проверочных вы-
ступают наблюдения, поочередно исключаемые 
из обучающей выборки. В литературе эти спо-
собы традиционно трактуются как эвристиче-
ские приемы, хотя факт существования в них 
оптимального множества признаков неодно-
кратно подтверждался методом статистических 
испытаний [1–3]. В рамках метода группового 
учета аргументов (МГУА) разработаны два по-
казателя качества дискриминантных функций 
в задаче статистической классификации на ос-
нове дискриминантного анализа: критерий с раз-
биением наблюдений на обучающие и прове-
рочные выборки и критерий скользящего кон-
троля [4–6, 15–17]. 

Постановка задачи 
Предположим, что 

 ] ,  , , [  21 kknkkk xxxX   (1) 

– выборка nk независимых наблюдений m-мер-
ного случайного вектора k из генеральной со-

вокупности Pk, имеющего m-мерное нормаль-
ное распределение с неизвестным математиче-
ским ожиданием k  и неизвестной невырож-
денной ковариационной матрицей  X 
 ),(~ Xkmk N Σχη , (2) 

где k – номер I или II генеральных совокупно-
стей PI  и PII, причем I  II . 

Согласно предположению (2) для наблюде-
ний (1) выполняется 
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где  ki  Nm (0m,  X) – независимые случайные 
векторы, распределенные по m-мерному нор-
мальному закону с нулевым математическим 
ожиданием и ковариационной матрицей  X: 
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где 0m – нулевой m-мерный вектор–столбец; 
O(mm) – нулевая (m  m)-матрица; E{} – знак 
математического ожидания. 

Будем считать, что априорные вероятности 
появления наблюдений из генеральных сово-
купностей IP  и IIP  известны и соответственно 

равны π I  и π II , причем π π 1I II  . Предполо-

жим, что введены цены ошибочных классифи-
каций: )/( IIIc  – цена ошибочной классифика-
ции наблюдения из совокупности PII в каче-
стве наблюдения из PI, а c(II / I) – цена оши-
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бочной классификации наблюдения из сово-
купности PI в качестве наблюдения из PII. Пра-
вильная классификация не оценивается. Ли-
нейная дискриминантная функция (ДФ), для 
которой ожидаемая ошибка классификации ми-
нимальна, имеет вид 
 T T

I II 0( ) 0,5( ) lnR с   x x δ χ χ δ , (7) 

где параметр c0 определяется ценами ошибоч-
ных классификаций и априорными вероятно-
стями появления наблюдений 
 1

0 II I(I/II)π ( (II/I)π )с c c  , (8) 

а коэффициенты ДФ  определяются парамет-
рами генеральных совокупностей 
 ).( III

1 χχΣδ  
X  (9) 

Решающее правило таково: если для наблю-
дения x выполняется R(x)  0, то x PI и от-
носится к первой группе; если R(x) < 0, то 
x PII и относится ко второй группе. 

Получение по наблюдениям (1)–(3) оценок 
коэффициентов  в дискриминантной функции 
(7) с последующим статистическим анализом 
есть задача дискриминантного анализа, постав-
ленная в узком смысле. Фишеровской оценкой  
будет оценка 
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матрица S  – оценка ковариационной матрицы  
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Оценка (10) – решение задачи максимиза-
ции функционала 
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есть выборочная оценка расстояния Махалано-
биса [7, 8] 
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Для математического ожидания 2D  выпол-
няется 
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Пусть X  – множество m  компонент векторов 

Iη  и IIη , над которыми проведены наблюдения; 
o

X  – множество )1(
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торов Iη  и IIη , для математических ожиданий 

которых выполнено причем множество XX 
o
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Если априори неизвестно, какие именно ком-
поненты из X  следует включать в ДФ, то го-
ворят о задаче дискриминантного анализа, по-
ставленной в широком смысле. В этом случае 
по наблюдениям IX  и IIX  требуется опреде-
лить множество компонент, которые необхо-
димо включать в ДФ, и оценить коэффициенты 
линейной ДФ в пространстве этих компонент. 
Известно, что оценка расстояния Махаланоби-
са (17) не может быть использована для реше-
ния задачи дискриминантного анализа, постав-
ленной в широком смысле, поскольку эта оценка 
увеличивается при добавлении новых компо-
нент в ДФ (в решающее правило). Распростра-
ненный прием в этом случае – назначение «по-
рога» для величины приращения оценки рас-
стояния Махаланобиса (17) при добавлении но-
вой компоненты. Но такое назначение привно-
сит субъективность в получаемое решение. 
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Для решения задачи дискриминантного ана-
лиза в широком смысле кроме способа сравне-
ния ДФ требуется указать алгоритм генерации 
различных сочетаний признаков, включаемых 
в ДФ. В рамках МГУА разработан итерацион-
ный алгоритм поиска [4]. Далее предположим, 
что в качестве такового принят полный пере-
бор всех возможных сочетаний признаков. 

Критерий для поиска оптимального мно-
жества признаков с разбиением наблюдений 
на обучающие и проверочные подвыборки 

Пусть на этапе с номером ),...,2,1( mss   ал-
горитма полного перебора сочетаний призна-
ков в дискриминантную функцию может быть 
включено только s  компонент из множества X, 
составляющих текущее анализируемое множе-
ство V. Пусть множеству компонент V соот-
ветствуют: 

1) VI и VII – (s  nI)- и (s  nII)-матрицы на-
блюдений из генеральных совокупностей PI и 
PII; 

2) vI и vII – (s  1)-векторы математических 
ожиданий для наблюдений из PI и PII; 

3) VΣ – ковариационная (s  s)-матрица. 

Рассмотрим оценку расстояния Махалано-
биса, рассчитываемую с учетом разбиения на-
блюдений на обучающие и проверочные под-
выборки 
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В (20) (s  1)-вектор ˆ
Ad  представляет собой 

рассчитанную на подвыборке A  фишеровскую 
оценку коэффициентов ДФ, построенную в про-
странстве компонент множества V  
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матических ожиданий vI и vII 
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(s  s)-матрица SA – несмещенная оценка кова-
риационной матрицы VΣ  
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В (23) )II,I( kkAv  – (s  nk)-матрицы, со-

ставленные из отклонений наблюдений VkA ком-

понент множества V  от оценок kA
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В (20) (s  1)-векторы BI

~

v  и BII

~

v  вычисляют-

ся аналогично (22), а (s  s)-матрица SB – ана-
логично (23), (24); I II I IIи , иA A B Bn n n n  – объемы 
обучающих и проверочных подвыборок соот-
ветственно такие, что выполняется I I IA Bn n n   

II II IIи .A Bn n n   Логика построения статистики 

)(2 VDAB  полностью соответствует принципам 
МГУА при моделировании в классе регресси-
онных моделей: коэффициенты ДФ в про-
странстве компонент V оцениваются на обу-
чающей выборке A, а ее качество – на прове-
рочной выборке B . 

Используя (21), для (20) получаем 
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Теорема 1. Для случайной величины )(2 VDAB  
выполняется 
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где 
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VV  – расстояние Ма-

халанобиса для множества компонент V. 
Справедливость теоремы 1 следует из ут-

верждений: 
1. Оценки, полученные на подвыборке A, и 

оценки, полученные на подвыборке B, незави-
симы. 

2. Оценки математических ожиданий (22) и 
оценка ковариационной матрицы (23) незави-
симы. 
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3. Операция вычисления математического 
ожидания и операция вычисления следа слу-
чайной  матрицы  S  коммутируют,  т.е. 

}]{[tr]}[tr{ SS EE  . 

4 Если S – случайная (s  s)-матрица, име-
ющая распределение Уишарта с r степенями 
свободы – ),(~ ΣS rWs  [7, 8], а b  – независи-

мый от S (s  1)-вектор, то для распределений 
квадратичных форм выполняется 
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где 2(p) – случайная величина, имеющая 2-
распределение с числом степеней свободы, рав-
ным p, а случайные величины 2() взаимно 
независимы. 

5. Если случайная величина 2(p) имеет 2-
распределение с p степенями свободы, то 
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Утверждения 1 и 2 непосредственно следу-
ют из предположений (4)–(6); утверждение  3 
доказывается прямыми вычислениями; утвер-
ждение 4, формула (28) – известное свойство 
рассматриваемых квадратичных форм (напри-
мер, [7, с. 148; 8, с. 482]); утверждение  4, фор-
мула (29) получены А.М. Шурыгиным [9] на 
основании теоремы А.Д. Деева [10]; утвержде-
ния 5, формулы (30) и (31) – известные свой-
ства 2-распределения [9]. Из утверждений 1 и 
2 следует, что числитель и знаменатель (25) 
статистически независимы. Для них, используя 
утверждения 1–5, получаем 
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Учитывая полученные математические ожи-
дания (32) и (33), окончательно получаем (36). 

Критерий скользящего экзамена для по-
иска оптимального множества признаков 

Традиционный способ скользящего экзаме-
на состоит в следующем: 

 одно из наблюдений исключается из обу-
чающей выборки; 

 это наблюдение классифицируется на ос-
нове ДФ, построенной на выборке обучения 
без учета исключенного наблюдения; 

 наблюдение возвращается в выборку. Про-
цедура с исключением повторяется для второ-
го наблюдения, третьего и, до тех пор, пока все 
наблюдения будут классифицированы таким 
способом. Обычно в приложениях оценивается 
вероятность ошибочной классификации, т.е. 
подсчитывается число ошибочно классифици-
рованных наблюдений. В предлагаемом спосо-
бе вычисляется расстояние 
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В формуле (35) вектор )(I,id  – оценка коэф-

фициентов фишеровской ДФ, рассчитанная без 
наблюдения с номером i  из первой группы на-
блюдений 

 )(   II)I(

~
1

)(I,)(I,

~

vvSd  
iii , (38) 

где вектор )I(
~

iv  – оценка математического ожи-

дания vI 

 );(1)(
I

1
II

1
I)I(

~




 
n

h
ihi n vvv  (39) 

вектор IIv  – оценка математического ожида-
ния vII 
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матрица )(I,iS  – несмещенная оценка ковариа-

ционной матрицы VΣ  
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где )(I
~~

ihv  – наблюдение с номером h , центри-

рованное относительно оценки )(I
~

iv  
~

I ( ) I I( ) I, 1, 2,..., ( )h i h i h n h i   v v v ,  (42) 

а )(II
~~

jqv  – наблюдение с номером q , центриро-

ванное относительно оценки IIv  

 .,...,2,1,~~~
IIIIIII nhqq  vvv  (43) 

В формуле (36) вектор )(I, jd  – оценка коэф-

фициентов фишеровской ДФ, рассчитанная без 
наблюдения с номером j из второй группы на-
блюдений 

 )(   )II(

~

I

~
1

)(II,)(II, jjj vvSd   , (44) 

где вектор Iv  – оценка математического ожи-
дания vI, вычисляемая аналогично (40); вектор 

)II(
~

jv  – оценка математического ожидания vII, 

вычисляемая аналогично (39); матрица )(II, jS  – 

несмещенная оценка ковариационной матрицы 
V, вычисляемая аналогично (41). 

Из выражений (34)–(44) следует, что стати-
стика 2

I ( )SD V  есть не что иное, как взвешенная 

сумма парных расстояний между наблюдения-
ми первой группы и оценкой математического 
ожидания vII второй группы, а статистика 

2
II ( )SD V  – взвешенная сумма парных расстояний 

между наблюдениями второй группы и оценкой 
математического ожидания Iν  первой группы. 

Используя (38) и (44), получаем 
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Для упрощения дальнейшего анализа будем 
полагать: nnn  III . С учетом этого введем 

обозначения: 323III3  nnnr  и 1 1
3c n    

1( 1)n   . 

Теорема 2. Для случайной величины )(2 VDS  

выполняется 
2 -1

2 2 3 3 3
2 -1

3

3 3

3 3
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( 1) ( 1)
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E D V τ
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 (47) 

где 
1 1 1

3 I II 33 2 3, ( 1) ,r n n n c n n          (48) 

а )()( III
1T

III
2 ννΣνν  

VVτ  – расстояние Ма-

халанобиса для множества компонент V . 
Справедливость теоремы 2 следует из то-

го, что: 

 наблюдение iIv , I

~

v  – оценка математиче-

ского ожидания (40) и S(I, i) – оценка ковариа-
ционной матрицы (41) независимы; 
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 наблюдение jIIv , II

~

v  – оценка математи-

ческого ожидания и ),II( jS  независимы (эти ут-

верждения следуют из предположений (4)–(6)); 
 справедливы утверждения 3–5. 
Дискриминантная функция, оптимальная 

по составу признаков 
В соответствии с принципами МГУА для 

обоснования критерия качества моделей необ-
ходимо: 

 вычислить математическое ожидание кри-
терия для заданной структуры модели; 

 исследовать поведение математического 
ожидания критерия в зависимости от переби-
раемых структур моделей; 

 показать существование модели опти-
мальной сложности; 

 получить условие редукции (упрощения) 
модели оптимальной сложности. 

Отметим, что в рассматриваемом классе ли-
нейных ДФ структура модели (дискриминант-
ной функции) однозначно определяется чис-
лом и составом признаков, включенных в дис-
криминантную функцию. 

Пусть )(2 VD  – один из критериев МГУА, 

разработанных для решения задачи дискрими-
нантного анализа, поставленной в широком 
смысле. 

Определение 1. Оптимальным множеством 
компонент (признаков) называется множество 

 2
opt arg max { ( )}.

V X
V E D V


  (49) 

Определение 2. Оптимальной по количест-
ву и составу компонент называется фишеров-
ская дискриминантная функция, построенная 
на множестве Vopt. 

В работах [4–6, 15–17] проведено исследо-
вание критериев, описанных в статье ранее, и 
показано, что они позволяют решать задачу 
поиска оптимального множества признаков в 
задаче дискриминантного анализа, поставлен-
ной в широком смысле. 

Множество компонент X может быть раз-
бито на непересекающиеся подмножества 

RVRRXX
~~ ooo

  : 

1) 
o

X  (  – пустое множество) – мно-

жество компонент (
o

m  – их число), для мате-
матических ожиданий которых выполнено 
o o o

I IIχ χ , 1,2,...,h h h m  ; 

2) 
o

R  – множество компонент, для матема-
тических ожиданий которых выполнено 
o o

I IIρ ρ ,h h  
o o

1, 2,..., , гдеh l l  – их число, и каж-

дая компонента из множества 
o

R  статистически 
зависит хотя бы от одной компоненты из мно-

жества 
o

X  (множество 
o

R  может быть пустым); 

3) R
~

 – множество компонент, для математи-
ческих ожиданий которых выполнено I IIρ ρ ,h h   

1, 2,...,h l  , где l
~

 – их число, и каждая ком-

понента из множества R
~

 статистически не за-

висит от любой из компонент множества 
o

X  

(множество R
~

 может быть пустым). 
Для исследования разработанных критериев 

в работах [6, 15] сформулированы в виде лемм 
соотношения между расстоянием Махаланоби-

са для множества компонент 
ooo

RXV   и рас-
стоянием Махаланобиса для произвольных ана-
лизируемых множеств компонент XV  . Для 
случая известных параметров генеральных со-
вокупностей IP  и IIP  из сформулированных 
лемм следует: 

1) любая компонента из 
o

X  необходима в 
том смысле, что ее включение в текущее мно-
жество компонент V увеличивает расстояние 
Махаланобиса 2

V ; 

2) любая компонента из R
~

 избыточна в том 
смысле, что ее включение в текущее множе-
ство V не увеличивает расстояния Махалано-
биса 2

V ; 

3) любая компонента из 
o

R  необходима, по-
скольку ее включение в V увеличивает рас-
стояние Махаланобиса 2

V . 
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В практических приложениях параметры ге-
неральных совокупностей, как правило, неиз-
вестны, но могут быть получены как статисти-
ческие оценки по обучающим выборкам на-
блюдений конечного объема. Известно [2, 3], что 
если применить построенное правило класси-
фикации к обучающей выборке, то оценка ка-
чества распознавания будет завышена по ма-
тематическому ожиданию в сравнении с той же 
оценкой качества на независимых от обучения 
данных. Способы с разбиением наблюдений на 
обучающие и проверочные подвыборки и сколь-
зящего экзамена не завышают оценки качества 
распознавания. Опыт практических примене-
ний и тестовые исследования этих способов 
методом статистических испытаний [1–3] по-
казывают, что в них: 

1) с увеличением объема выборок наблюде-
ний увеличивается количество компонент во 
множестве, на котором достигается наилучшее 
качество распознавания, а с уменьшением объ-
ема выборок наблюдений количество компо-
нент в таком множестве уменьшается; 

2) с увеличением расстояния Махаланобиса 
2
X  между генеральными совокупностями (из 

которых получены выборки наблюдений) уве-
личивается количество компонент во множе-
стве, на котором достигается наилучшее каче-
ство распознавания, а с уменьшением этого 
расстояния количество компонент в таком мно-
жестве уменьшается. Аналитические исследова-
ния разработанных критериев МГУА, прове-
денные в работах [4–6, 15–17], подтверждают 
эти эмпирически установленные закономерно-
сти о существовании ДФ, оптимальной по ко-
личеству и составу компонент, и дают условия 
редукции (упрощения) оптимальной дискри-
минантной функции при уменьшении объемов 
выборок и при изменении параметров гене-
ральных совокупностей. 

Условие редукции оптимальной дискрими-
нантной функции в способе с разбиением на 
обучающие и проверочные выборки 

Сформулируем условие редукции (упроще-
ния) оптимальной ДФ для частного случая не-
зависимого признака. Пусть множество V  та-

ково, что выполняется 
oo

xVX  , где 
oo

Xx  
(в ДФ пропущен один признак). С учетом (26) 
получаем 
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В соответствии с упомянутыми леммами 
для расстояний Махаланобиса множеств V и 

o

X  выполняется соотношение 222
o 
X

V , где 

2
II

o

I

o
22 )(γ o  

x
 – составляющая расстояния 

Махаланобиса, обусловленная пропущенным 

признаком 
oo

Xx  (при условии, что 
o

x  стати-
стически независим от других компонентов из 

o

X ). С учетом этого, ограничившись точно-
стью )/1( kn  и пренебрегая членами порядка 

)/1( 2
kn , получаем 
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. (51) 

Величина )Δ(V  может быть как положи-
тельной, так и отрицательной. Если величина 

0)Δ( V , то признак 
o

x  необходимо включать 

в ДФ. Если величина 0)Δ( V , то признак 
o

x  
не следует включать в ДФ, поскольку это при-
ведет к уменьшению величины 2

ABD , т.е. до-

бавление признака 
oo

Xx  не улучшает качест-
во ДФ по рассматриваемому критерию. 

Условие 0)Δ( V  есть условием редукции 
(упрощения) ДФ, оптимальной по количеству 
и составу признаков. Оно представляет собой 
условие отрицательной определенности квад-
ратичного трехчлена относительно 2 в фигур-
ных скобках (51). Пороговым значением для 
2, ниже которого возможна редукция ДФ, бу-
дет значение 
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. (52) 

На рис. 1 представлены зависимости поро-
гового значения (52) от объема выборок n  при 

фиксированном значении 6
o

m  для набора рас-
стояний Махаланобиса o

X

  ( o 6, 8, ,18
X

   ). 

 
Рис. 1. Зависимости порогового значения (2)пор от объема вы-

борок n 

Отметим, что в асимптотике при nA   
(r  ) условие редукции не выполняется, по-

скольку (2)пор = 0, а 2
 > 0, т.е. 

o

XVOPT  . 

Условие редукции оптимальной дискри-
минантной функции в способе скользящего 
экзамена 

Сформулируем условие редукции (упроще-
ния) оптимальной ДФ для частного случая не-
зависимого признака. Пусть множество V  та-

ково, что выполняется 
oo

xVX  , где 
oo

Xx  (в 
ДФ пропущен один признак). С учетом (47) 
получаем 
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В соответствии с упомянутыми леммами 
для расстояний Махаланобиса множеств V и 

o

X  выполняется соотношение 222
o 
X

V , где 

2
II

o

I

o
22 )(γ o  

x
 – составляющая расстояния 

Махаланобиса, обусловленная пропущенным 

независимым признаком 
oo

Xx . С учетом это-
го, ограничившись точностью (1 / n), пренебре-
гая членами порядка (1 / n2), получаем 
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Величина )Δ(V  может быть как положи-
тельной, так и отрицательной. Если величина 

0)Δ( V , то признак 
o

x  необходимо включать 

в ДФ. Если величина 0)Δ( V , то признак 
o

x  
не следует включать в ДФ, поскольку это при-

ведет к уменьшению величины 2
SD , т.е. добав-

ление признака 
oo

Xx  не улучшает качество 
ДФ по рассматриваемому критерию. 

Условие 0)Δ( V  есть условием редукции 
(упрощения) ДФ, оптимальной по количеству 
и составу признаков. Это условие представляет 
собой условие отрицательной определенности 
квадратичного трехчлена относительно 2 в 
фигурных скобках (54). Пороговым значением 
для 2, ниже которого возможна редукция ДФ, 
будет значение 
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На рис. 2 представлены зависимости поро-
гового значения (55) от объема выборок n  при 

 
Рис. 2. Зависимости порогового значения (2)пор от объема вы-

борок n 

фиксированном значении 6
o

m  для набора рас-

стояний Махаланобиса 2
o
X
  )18,...,8,6( 2

o 
X

. 

Отметим, что в асимптотике при n  

(r  , c–1  0) условие редукции не выпол-

няется, т.е. 
o
XVOPT  . 

Заключение. Приведены результаты иссле-
дований двух способов сравнения дискрими-
нантных функций в рамках МГУА: способ с 
разбиением выборок наблюдений на обучаю-
щие и проверочные подвыборки и способ сколь-
зящего экзамена. Несмотря на успешное при-
менение этих способов на практике и неодно-
кратное подтверждение их эффективности ме-
тодом статистических испытаний, они тради-
ционно считались эвристическими приемами. 
Получены условия существования оптимального 
множества признаков, зависящие от парамет-
ров генеральных совокупностей и объемов вы-
борок, и выявлены закономерности упрощения 
оптимальной дискриминантной функции при 
уменьшении объемов выборок и при измене-
нии параметров генеральных совокупностей. В 
условиях структурной неопределенности и от-
сутствия априорных оценок дисперсий и кова-
риаций признаков исследованные способы по-
зволяют решать задачу поиска дискриминант-
ной функции оптимальной сложности. Разра-
ботанные в рамках МГУА критерии и алгорит-
мы поиска оптимального множества признаков 
в задаче дискриминантного анализа в условиях 
структурной неопределенности применены для 
решения ряда практических задач. Задачи рас-
познавания образов в условиях структурной не-
определенности рассматривались А.Г. Ивахнен-
ко еще в 60–70-х годах прошлого века как ак-
туальные задачи технической кибернетики. 
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