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УДК 004.27+004.383 

И.А. Жуков, Н.А. Ковалев 
Один из подходов к уменьшению аппаратурных затрат  
в цифровых интегрирующих структурах 

Предложен метод, позволяющий снизить аппаратурную сложность цифровых интегрирующих структур путем определенной 
организации перехода от сложных функций многих переменных к порождающим уравнениям Шеннона, а также способ их по-
строения. Метод создает предпосылки к повышению точности и улучшению технико-экономических характеристик инте-
гральных реализаций цифровых интегрирующих структур на базе программируемых логических интегральных схем. 

The method of reduction of hardware costs in digital integrating structures due to the certain organization of transition from the many 
variables complex functions to the generating Shannon equations is proposed. The method creates preconditions for enhancement of 
accuracy and technical and economic characteristics of integrated implementations of digital integrating structures on FPGA bases. 

Запропоновано метод, що дозволяє знизити апаратурну складність цифрових інтегруючих структур шляхом певної організації 
переходу від складних функцій багатьох змінних до породжувальних рівнянь Шеннона, а також спосіб їх побудови. Метод 
створює передумови до підвищення точності й поліпшення техніко-економічних характеристик інтегральних реалізацій циф-
рових інтегруючих структур на базі програмувальних логічних інтегральних схем. 

 
Введение. Необходимость повышения эффек-
тивности вычислительных средств в системах 
управления и моделирования в реальном мас-
штабе времени связана с постоянным расши-
рением сфер их применения и ростом сложно-
сти решаемых ими задач. К ним можно отне-
сти решение алгебраических, дифференциаль-
ных, трансцендентных уравнений и их систем, 
вычисление сложных интегралов, функцио-
нальных зависимостей, цифровую обработку 
сигналов и др. [1, 2]. 

Один из подходов к решению указанных за-
дач предусматривает применение цифровых 
интегрирующих структур (ЦИС) [3], реали-
зующих эквивалентные системы уравнений 
Шеннона (СУШ). Последние содержат только 
операции сложения и умножения, что упроща-
ет структуру ЦИС, в состав которых нет необ-
ходимости вводить сложные арифметические 
блоки. Для реализации ЦИС целесообразно 
использовать программируемые логические 
интегральные схемы (ПЛИС), например, типа 
FPGA (Field Programmable Gate Array) [4–6]. 

Основу ЦИС составляют цифровые интегра-
торы (ЦИ), количество которых определяет как 
их функциональные возможности, так и аппа-
ратную сложность и, как следствие, ресурсо-
емкость интегральных реализаций ЦИС на базе 
FPGA. Поэтому для ее уменьшения нужно ре-
шать задачи с помощью минимально возможно-
го количества ЦИ. При построении ЦИС необ-

ходимо перейти от исходных функциональных 
зависимостей к эквивалентным им СУШ. Орга-
низация такого перехода непосредственно опре-
деляет количество ЦИ в составе ЦИС. В [3] по-
казана возможность представления элементар-
ных математических функций и их систем с по-
мощью порождающих СУШ. Однако обоснова-
ние такой возможности не равносильно указа-
нию рационального с учетом аппаратной слож-
ности ЦИС формирования СУШ. 

Широко используемый метод, предложенный 
А.В. Каляевым [3], предполагает получение ко-
нечной симметричной СУШ. Он состоит в рас-
членении исходной функции с учетом принципа 
суперпозиции на более простые, последователь-
ном их дифференцировании (при введении но-
вых переменных) до момента, когда высшие 
производные вырождаются либо содержат ранее 
введенные переменные. В случае сложных ма-
тематических функций многих переменных опи-
санный процесс может предполагать интенсив-
ное наращивание количества новых переменных 
[7] и, как следствие, дифференциальных уравне-
ний, число которых будет соответствовать числу 
ЦИ в составе ЦИС. Оценим такой прирост на 
примере целого рационального выражения 
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к которому можно свести многие элементар-
ные функции и их производные, получаемые в 
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процессе последовательного дифференцирова-
ния. Для реализации интегрирования в соответ-
ствии им в состав ЦИС потребуется дополни-

тельно ввести 
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сти получения большого числа подобных про-
межуточных функций при формировании ко-
нечной симметричной СУШ очевидно значи-
тельное наращивание числа ЦИ. При высоких 
порядках точности  7,...,4N  ЦИ предпола-
гает реализацию от 3 до 13 умножений соответ-
ственно и прямо пропорционального числа сло-
жений, поэтому интегральная реализация ЦИС 
потребует значительных расходов ресурсов, 
особенно блоков умножения или DSP-блоков 
(Digital Signal Processing blocks) [8], кристалла 
FPGA. Таким образом, задача дальнейшего сни-
жения аппаратурной сложности ЦИС остается 
актуальной. 

Постановка задачи 
Необходимо разработать метод перехода от 

сложных функций многих переменных к порож-
дающим СУШ, позволяющий уменьшить число 
дифференциальных уравнений, а следовательно, 
и количество ЦИ в составе ЦИС, а также ресур-
соемкость их интегральной реализации с учетом 
архитектурных особенностей FPGA. 

Формирование порождающей СУШ 
В [3] высказано предположение, что введе-

ние в ЦИС наряду с интегрированием, сложе-
нием, экстраполяцией и квантованием более 
сложных операций можно сократить объем их 
оборудования, повысить быстродействие и 
точность. Современные семейства FPGA по-
зволяют эффективно реализовывать мультип-
ликативные, аддитивные операции и их ком-
бинации [9], представляющие собой целые ра-
циональные выражения. Поэтому если в про-
цессе формирования СУШ исходная, введен-
ная или подынтегральная функция примет вид 
такого выражения, то исключив дальнейшее ее 
упрощение и дифференцирование, можно со-
кратить число ЦИ при высокой эффективности 
его реализации внутри микросхемы FPGA. На 
этой идее основан предложенный ниже метод 
получения порождающей СУШ. 

Пусть необходимо представить в форме 
уравнений Шеннона некоторую элементарную 
функцию многих переменных 
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составленную в виде композиции конечного 
числа арифметических действий и операций 
взятия функций от функций. 

В соответствии с принципом суперпозиции 
выделим и обозначим новыми переменными в 
(2) более простые элементарные функции так, 
чтобы исходная функция  стала подобной це-
лому рациональному выражению. Тогда (2) 
можно представить системой 
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.(3) 

К введенным функциям 2f  и 3f  также при-

меним подобный подход, пока с учетом ввода 
новых переменных исходная функция не пред-
ставится системой уравнений, правые части 
которых будут представлять собой целые ра-
циональные выражения либо элементарные 
функции (в основном трансцендентные), не 
поддающиеся дальнейшей декомпозиции и уп-
рощению на основе принципа суперпозиции. 
Тогда (3) запишем таким образом: 
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. (4) 

Используя известный метод [3], рассмотрим 
процесс перехода от одной из вновь введенных 
функций xj к эквивалентной ей СУШ (для 
функций xi  и yk  процесс аналогичный). Продиф-
ференцировав xj по переменным интегрирования 

1 2,...,, p    и введя обозначения puuu ,...,, 21  для 

образующихся подынтегральных функций, за-

пишем: 
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Продолжая дифференцирование подынте-
гральных функций puuu ,...,, 21  и вводя соот-

ветствующие обозначения для возникающих 
при этом новых функций, начнем формировать 
систему дифференциальных уравнений вида 
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где вводимые подынтегральные функции iku , 

ikmu  и так далее есть производными высших 

порядков. Предложены следующие условия за-
вершения процесса последовательного диффе-
ренцирования с некоторого его шага в зависи-
мости от того, что наступит раньше: 

– получение подынтегральной функции це-
лого рационального вида, которое обозначим 
новой переменной. Все входящие в нее пере-
менные в правой части уже введены ранее. В 
этом случае для функции jx  будет получена 

несимметричная порождающая СУШ; 
– получение высших производных, содер-

жащих ноль либо ранее введенные перемен-
ные. Это следует из того, что функция xj = 

 1 2,...,, p      негипертрансцендентна и, сле-

довательно, удовлетворяет конечной СУШ. То-
гда, используя известный метод [3], необходимо 
получить для нее конечную симметричную 
СУШ. 

Получив подобным образом СУШ для 
функций ix  и ky  и расширив систему (4) все-

ми полученными уравнениями и их системами 
вида (5), получим эквивалентную порождаю-
щую СУШ, представляющую исходную функ-
цию (2). В нее будут входить как конечные 
симметричные подсистемы уравнений Шенно-
на, так и целые рациональные функции. 

В разработанном методе можно выделить 
следующие этапы: 

  получение для исходной функции уравне-
ний и их систем, содержащих целые рацио-

нальные выражения либо элементарные функ-
ции, не поддающиеся дальнейшей декомпози-
ции и упрощению; 

  получение конечных симметричных либо 
несимметричных порождающих СУШ для упо-
мянутых выше элементарных функций; 

  сведение всех полученных целых рацио-
нальных выражений и СУШ в единую порож-
дающую СУШ, представляющую исходную 
функцию; 

  определение начальных значений всех за-
висимых переменных. 

Таким образом, суть предлагаемого метода 
заключается в том, что декомпозиция исход-
ной функции и последовательное дифферен-
цирование выделенных функций (при одно-
временном введении новых переменных) про-
водится в общем случае до момента, когда по-
дынтегральные и введенные функции примут 
вид целых рациональных выражений. Сокра-
щая процесс последовательного дифференци-
рования, приведенная схема, в отличие от из-
вестного метода, создает предпосылки для су-
щественного уменьшения количества диффе-
ренциальных уравнений в СУШ и, как следст-
вие, числа ЦИ в составе ЦИС. Например, при 
каждом получении в процессе формирования 
СУШ подынтегральной функции вида (1) в 
сравнении с известной схемой разработанный 
метод позволяет сокращать состав ЦИС на 
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Построение и функционирование ЦИС 
Оптимальное соотношение между точно-

стью, быстродействием и сложностью обору-
дования имеют экстраполяционные параллель-
ные ЦИС, использующие формулы интегриро-
вания высоких порядков точности  4N  и 
рассчитанные на работу с фиксированной точ-
кой [3, 7]. Поэтому для построения и функ-
ционирования ЦИС будем использовать разно-
стно-квантованную схему представления СУШ 
[7], основанную на экстраполированных при-
ращениях интегральных переменных первого 
порядка, которыми и обмениваются ЦИ между 
собой в процессе интегрирования. Предложен-
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ный метод предусматривает расширение этой 
схемы: 

– численное интегрирование дифференци-
альных уравнений в результирующей СУШ 
реализуют ЦИ, в основу построения которых 
положим упомянутую выше схему. Однако 
приращения интегральных переменных в пра-
вых ее частях ее уравнений могут формиро-
ваться введенными в ЦИС операционными 
блоками (ОБ), реализующими вычисления це-
лых рациональных функций; 

– в качестве основы для построения ОБ до-
полнительно предложен следующий экстрапо-
ляционный разностно-квантованный алгоритм: 
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 (6) 

где  1,1,11,1,1 ,...,,,...,  ikiiki zzxxF  – целая рацио-

нальная функция, реализуемая данным ОБ; Z , 

Z , Z  – неквантованное, квантованное зна-
чения функции F и ее приращения; jx , 

jx  lj ,1  – значения независимых перемен-

ных и их приращений; ,jz , jz   kj ,1  – 
квантованные значения зависимых интеграль-

ных переменных и их приращений; 
0
nP , 

1

n

mnP – операторы выделения старшего и 

младшего диапазонов разрядов при квантова-
нии функции F; 1is – остаток от квантования. 

Согласно схеме (6) ОБ выполняет следую-
щие действия: 

 вычисляет новые значения интегральных 

переменных 1, ijx  и 1, ijz   lj ,1 ; 

 вычисляет новое значение целой рацио-
нальной функции Zi+1; 

 вычисляет приращение этой функции 

1 iZ ; 

 квантует это приращение, получая значе-

ние 1 iZ ; 
 экстраполирует квантованное прираще-

ние, получая значение 
э

iZ 2 . 
На вход ОБ с выходов ЦИ поступают экст-

раполированные приращения интегральных 
приращений, исходя из которых он вычисляет 
очередное квантованное приращение подынте-
гральной функции и/или переменной интегри-
рования. В свою очередь оно используется 
другими ЦИ, для согласования с которыми ОБ 
должен проводить экстраполяцию этого при-
ращения. Она может выполняться с помощью 
алгоритма экстраполяции на основе первых 
разностей [3]. 

Использование только экстраполированных 
приращений позволит избежать усложнения 
структуры как ОБ, так и коммутационной сети 
ЦИС. Покажем, что при этом порядок точно-
сти вычислений внутри ОБ не изменится, учи-
тывая, что независимые переменные не вносят 
погрешность в вычисления. Экстраполирован-
ное и фактическое значения зависимой инте-
гральной переменной, как следует из [3], свя-
заны как: 
  0zzzz n

i
nэ

ii  , (7) 

где iz , э
iz  – фактическое и экстраполирован-

ное значение интегральной переменной на i-м 
шаге интегрирования; zn  – приращения ин-
тегральной переменной n-о порядка (n – поря-
док точности интегральных вычислений) на 
соответствующих шагах интегрирования. Рас-
смотрим полином вида (1), реализуемый введен-
ными ОБ, и представляющего собой сумму про-
изведений значений зависимых интегральных 
переменных. Подставляя (7) в (1), получим: 
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При упрощении этого выражения можно 
пренебречь произведениями, содержащими мно-
жители вида zn , как имеющими порядок ма-
лости, превышающий порядок точности соот-
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ветствующей экстраполяционной формулы ин-
тегрирования по Стилтьесу. В результате по-
лучим исходный полином (1), что свидетель-
ствует о сохранении порядка точности вычис-
лений. 

В результате ЦИС будет включать ЦИ и ОБ, 
реализующие вычисления в соответствии с 
введенными в результирующую СУШ целыми 
рациональными функциями. 

Пример. Рассмотрим синтез ЦИС для вы-
числения функции: 

  x

y
x

z
sin

13 
 , (8) 

Составим согласно разработанному методу 
порождающую эквивалентную ей СУШ. В со-
ответствии с первым его этапом выделим в (8) 
функции 

y
z

1
1  ,  x

z
sin

1
2  . 

Тогда (8) можно представить целым рацио-
нальным выражением: 
   21

3 zzxz  . (9) 

Неделимыми функциями есть 1z , 2z , а также 

 xz sin3  . 

Теперь (8) можно представить системой 
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. (10) 

Дальше выполняем действия в соответствии 
со вторым этапом метода. Составим для 3z  

симметричную СУШ: 

 







dxzdz

dxzdz

34

43 , (11) 

где  xz cos4  . 

Дифференцируя 2z , получим: 

 
  3

2
232

3

2

1
dzzdz

z
dz  , 

Что позволяет, введя новую переменную, за-
писать следующую порождающую СУШ для 
функции 2z : 
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25

352

zz

dzzdz
. (12) 

Для функции 1z  запишем аналогичную по-
рождающую СУШ: 

 
 








2

16

61

zz

dyzdz
. (13) 

В соответствии с третьим этапом, преобра-
зуя (10) введением в нее СУШ (11) – (13), по-
лучим общую порождающую СУШ для функ-
ции (8): 
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. (14) 

Зададим в соответствии с последним этапом 
начальные значения всех зависимых перемен-
ных в (14) с учетом начальных значений неза-
висимых переменных 0x  и 0y : 
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На рис. 1 показана построенная в соответст-
вии с порождающей СУШ (14) интегрирующая 
структура, вычисляющая функцию (8). Здесь 
ОБ1, используя схему (6), реализует вычисления 
в соответствии с первым целым рациональным 
выражением в (14), ОБ2 – со вторым, ОБ3 – с 
третьим соответственно. ЦИ1 – ЦИ4 проводят 
численное интегрирование в соответствии с по-
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следним, шестым, четвертым и пятым диффе-
ренциальными уравнениями соответственно. 

 
Рис. 1. Структурная схема ЦИС 

Исследование характеристик аппаратной 
сложности и точности ЦИС 

Применение известного метода [3] приво-
дит к получению следующей конечной сим-
метричной СУШ для функции (8) 
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74

366
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, (15) 

которая при построении ЦИС предусматривает 
использование девяти ЦИ. Для реализации 
СУШ (14), полученной в соответствии с разра-
ботанным методом, достаточно четырех ЦИ. 
На рис. 2 приведена гистограмма зависимостей 
общего количества операций умножения от 
порядка точности формулы интегрирования по 
Стилтьесу с применением при синтезе ЦИС 
разработанного (светлый цвет) и известного 
(темный цвет) методов формирования СУШ 

для функции (8). Из нее следует, что аппара-
турная сложность ЦИС, построенной в соот-
ветствии с разработанным методом, может 
быть уменьшена также практически вдвое при 
всех рассмотренных порядках точности. 

 
Рис. 2. Суммарное число умножений в ЦИС в зависимости от 

порядка точности формулы численного интегрирова-
ния по Стилтьесу 

При увеличении порядка точности вычис-
лений практически прямо пропорционально 
возрастает число реализуемых в одном ЦИ 
умножений в отличие от постоянного их числа 
в (1). Поэтому в общем случае структура реа-
лизующего ее ОБ оказывается значительно 
проще структуры ЦИ. Даже если реализацию 
произведения (первое дифференциальное урав-
нение в СУШ (15)) проводить с использовани-
ем известной формулы вычисления его прира-
щения без использования ЦИ [3], реализация 
полиномов вида (1) потребует удвоенного чис-
ла умножений в сравнении с непосредствен-
ным их вычислением. 

В соответствии со структурной схемой 
(рис. 1) и конечной симметричной СУШ (15) 
на базе микросхемы FPGA Altera Stratix IV 
EP4SE230F29C4 в системах автоматизирован-
ного проектирования Altera Quartus II v11.0 и 
Mentor Graphics ModelSim AE v6.6d получены 
интегральные реализации ЦИС. Описание схем 
проводилось на языке VHDL, при синтезе ми-
нимизировалась задействованная площадь кри-
сталла FPGA. Гистограммы зависимостей ха-
рактеристик ресурсоемкости полученных реа-
лизаций ЦИС (число DSP- и логических ALUT-
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блоков (adaptive look-up table)) от разрядности 
и порядка точности ( 6,5,4n ) интегральных 
вычислений представлены на рис. 3 (зависимо- 

 

 
Рис. 3. Зависимости характеристик ресурсоемкости интеграль-

ных реализаций ЦИС от разрядности и порядка точно-
сти интегральных вычислений 

сти одного порядка точности сгруппированы 
парами и обозначены одинаковым узором, бо-
лее светлый их фон соответствует разработан-
ному методу). При возрастании точности вы-
числений в сравнении с известным [3] предло-
женный метод способствует сокращению рас-
ходов арифметических и логических ресурсов 
микросхем FPGA от полутора раз (формула 
квадратичных парабол, 4n ) до двух раз 
(четвертичных парабол, 6n ) на рассматри-
ваемых разрядностях вычислений. 

В [9] показано, что при достаточно большом 
числе шагов численного интегрирования внут-
ри ЦИС может наблюдаться накопление по-
грешностей, которые могут выйти за допусти-
мые пределы. Разработанный метод формиро-
вания эквивалентной СУШ в сравнении с из-
вестным создает предпосылки к более высокой 
точности интегральных вычислений, что объ-
ясняется следующим: 

– бо́льшая часть зависимых интегральных 
переменных, представленных как целые ра-
циональные функции, вычисляются непосред-
ственно, а не через эквивалентные СУШ; 

– меньшее количество дифференциальных 
уравнений предполагает участие в интеграль-
ных вычислениях меньшего числа экстраполи-
рованных приращений, что снижает суммар-
ный вклад их погрешностей в процесс интег-
рирования. 

В таблице приведены результаты вычисле-

ний функции 
x

Z
1

 . В одном случае для ее 

вычисления применялась модель ЦИС, реали-
зующая СУШ вида (12) и синтезированная с 
применением разработанного метода. В дру-
гом – применялась модель ЦИС, реализующая 
симметричную конечную СУШ вида 







zdxdu

zdudz
. 

В обоих случаях вычисления проводились на 
одинаковых диапазонах изменения независимой 
переменной при неизменном ее шаге, использо-
валась формула интегрирования по Стилтьесу 
квадратичных парабол. Получены значения аб-
солютной и относительных погрешностей на 
первом и последнем шагах интегрирования. Из 
таблицы видно, что предложенный метод спосо-
бен обеспечить, по крайней мере, на порядок 
меньшую абсолютную погрешность. В сравне-
нии с известным методом перехода относитель-
ная погрешность в процессе интегрирования 
уменьшается также почти на порядок, при ис-
пользовании которого она на столько же увели-
чивается. 

Заключение. Разработан метод, позволяющий 
снизить аппаратурные затраты при построении 
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ЦИС за счет определенной организации перехо-
да от сложных функций многих переменных к 
порождающим СУШ. Новизна метода заключа-
ется в объединении допустимости введения в 
состав СУШ более сложных, чем интеграторы и 
сумматоры, функциональных устройств (по 
Шеннону), в частности вычисляющих целые ра-
циональные функции, и высокой эффективности 
их реализации на базе современных семейств 
FPGA. При этом процесс декомпозиции и по-
следовательного дифференцирования при фор-
мировании СУШ проводится до получения по-
дынтегральных и введенных функций как целых 
рациональных выражений. В сравнении с из-
вестным методом это создает предпосылки для 
существенного уменьшения количества диффе-
ренциальных уравнений в СУШ и, как следст-
вие, количества ЦИ в составе ЦИС. 

Предложен способ построения ЦИС на осно-
ве расширенной в сравнении с известной экст-
раполяционной разностно-квантованной схемы. 
Он предусматривает введение в состав ЦИС ОБ 
реализации целых рациональных функций с 
меньшей в общем случае, чем у ЦИ, аппаратной 
сложностью. В то же время возможно в полто-
ра–два раза уменьшить количество ЦИ, а значит 
практически во столько же снизить аппаратную 
сложность ЦИС, что подтверждается сравнени-
ем основных характеристик ресурсоемкости ин-
тегральных реализаций ЦИС на базе ПЛИС типа 
FPGA. 

Показана возможность повышения точности ЦИС (в 
некоторых случаях на порядки), что позволяет не прибе-
гать к методам коррекции промежуточных результатов 
интегральных вычислений [8] и, как следствие, усложне-
нию ее архитектуры. С другой стороны, становится воз-
можным увеличить шаг интегрирования при сохранении 
точности, увеличив быстродействие ЦИС, либо использо-
вать формулы интегрирования меньшей точности, умень-
шив объем оборудования и сложность ЦИС. 

Практическая значимость метода заключается в том, 
что интегральные реализации ЦИС на базе FPGA значи-
тельно экономнее расходуют ресурсы кристалла, особенно 
блоки умножения (DSP-блоки). Это способствует удешев-
лению, снижению энергетических параметров (энергопо-
требления, тепловой рассеиваемой мощности и т.д.) и дру-
гих технико-экономических характеристик подобных реа-
лизаций. Предложенный метод создает предпосылки к 
упрощению и ускорению процесса перехода к порождаю-
щим СУШ и сокращению сроков и удешевлению этапа 
разработки ЦИС. 
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Погрешности вычислений в ЦИС, синтезированных в соответствии  
с разработанным и известным методом получения эквивалентной СУШ  

 3;1x ; 01,0x   10;1x ; 01,0x   3;1x ; 001,0x   10;1x ; 001,0x  

 
Z  

Относ. 
погр. на 
1-м шаге 

Относ. 
погр. на 
посл. 
шаге 

Z  
Относ. 
погр. на 
1-м шаге

Относ. 
погр. на 
посл. 
шаге 

Z  
Относ. 
погр. на 
1-м шаге

Относ. 
погр. на 
посл. 
шаге 

Z  

Относ. 
погр. на 

1-м 
шаге 

Относ. 
погр. на 
посл. 
шаге 

Извест. метод [3] 9,9396E-4 1,0001E-4 2,973E-3 3,5372E-3 1,0001E-4 3,4163E-2 1,0227E-5 1E-6 3,0681E-5 3,6498E-5 1E-6 3,6485E-4
Разраб,метод 3,2505E-5 1,0001E-4 9,7526E-5 2,925E-6 1,0001E-4 2,9251E-5 3,3255E-7 1E-6 9,9766E-7 2,9929E-8 1E-6 2,9929E-7
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